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Notacié S’escriu a Rb o, en termes conjuntistes,
(a,b) € R. També s’escriu a ~ b o a = b en comptes
d’a R b, doncs una relacié d’equivalencia és una genera-
litzaci6 del concepte d’igualtat. Per exemple, la relaci
de congruencia en Z (veure I’apendix B) és una rela-
ci6 d’equivalencia i en mod 10 s’escriu 3 = 13, doncs
3mod 10 = 13 mod 10.

Definicié 1.2 Funcié (o aplicacio, mapping)
f:A—=B

d’un conjunt A (domini) a un conjunt B (codomini) és
una regla que fa correspondre a cada element a (preimat-
ge de b) de A exactament un element b = f(a) (imatge
de a) de B. El subconjunt de B que conté totes les imat-
ges de A es diu imatge de A, i es denota per f(A)".
Nota: Amb la notacié del Schaum’s [1] es fan servir lle-
tres gregues per a les funcions, mappings, (p.e. « en
comptes de f), i en comptes de la notacié b = a(a) es
posa b = aa.

Definicié 1.3 Funcié restringida a un subconjunt. Si-
gui f: A— BiX C Aaleshores es defineix

flx: X5 B (1.1)

a la funci6 que assigna a cada element x € X I’element

f(z) € B.

Definicié 1.4 Composicié de funcions f : A — B i
g:B—Cés

(gof)w) =g f(x) =g(f(z)),zeA (12

Nota: Amb la notacié del Schaum’s [1] es fan servir
lletres gregues per a les funcions (mappings) (p.e. «
i 8 en comptes de f i g), i en comptes de la notacié
(Boa)(x) = B(a(zx)) es posa (xa)S. Notar que amb la
notacié del Schaum’s es canvia 1’ordre de les funcions,

és adir, (za)f = (Boa)(z) = B(a(z)).
Definicié 1.5 Funcié injectiva (one-to-one)
Wab) € As fa)=f) >a=b (13)
Es a dir, a iguals imatges, iguals preimatges.
Definicié 1.6 Funcié surjectiva (sobreyectiva, onto)

f:A— Bonto =Vbe BIaec A : f(a)=b
(1.4)
Es a dir, tots els elements del codomini tenen una prei-
matge. Notar que una funci6 surjectiva pot no ser injec-
tiva.

Capitol 1. Definicions

Definici6 1.7 Funcié bijectiva (bijective) Es una fun-
cié que és injectiva i surjectiva (one-to-one and onto).
Es a dir, a tots els elements del domini correspon un ele-
ment diferent del codomini, i viceversa. Per tant. una
bijeccié d’un conjunt X en Y té inversa de Y en X.
Si X és finit, Y té el mateix nombre d’elements. Una
funcié bijectiva d’un conjunt en ell mateix també s’a-
nomena permutacié (permutation). Quan una funcié f
és bijectiva també es posa f(X) = X, on s’entén que
f(X) és el conjunt que s’obté al aplicar la funcié f a
tots els elements del conjunt X.

Definici6 1.8 Operacié binaria en un conjunt GG és una
funcid que assigna a cada parell ordenat d’elements de
G un element de G.

Definici6 1.9 Particié d’un conjunt G és una descom-
posici6 de G en conjunts disjunts X; tals que qualsevol
element de G esta contingut en algun X;. Es a dir

Definici6 1.10 Classe generada per una relacié d’e-
quivalencia. Sigui R una relacié d’equivalencia en un

conjunt no buit X. Es diu la classe de I’element a € X
generada per R al subconjunt a R de X donat per:

aR={b: aRbL,VbE X}

Exemple 1.2 (classe generada)
Si X = {1,234},

R ={(1,1),(22),(33),(4,4),(1,3),(1,4),
(3,1),(3,4),(4,1),(4,3)}

és una relacié d’equivaléncia en X i les classes genera-
des per I son:

1R={1,3,4}
2R = {2}

3R ={3,1,4}
4R=1{4,1,3}

Notarque Il R =3 R =4R.

Teorema 1.1 (particié)
Sigui R una relacié d’equivaléncia en un conjunt no
buit X. Llavors

! Alguns autors distingeixen funcié i aplicacié considerant que una funcié pot fer correspondre el conjunt buit a un element, mentre
una aplicaci6 sempre fa correspondre un element que no és el conjunt buit.
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Demostracio.
(ab)bra ) =a®b)a?
=aea!

=aa!

=ec 0

Definici6 2.2 Subgrup H és un subconjunt de G que
és també un grup sota la mateixa operaci6 binaria de G.
Amb altres paraules, és una tupla (H, - |g), H C G
que també és grup, on |y és la operacié binaria de G
restringida a H. Notar que els subconjunts formats per
I’element neutre {e}, o el mateix grup G s6n també sub-
grups de G. Siun subgrup Hde Gés H # {e}iH # G
es diu subgrup propi.

Teorema 2.4 Tots els subgrups del grup additiu dels en-
ters (Z,+) s6n subconjunts de la forma

mZ={mz:z €L} =
{-+, =m2, —=m,0,mym2,---} (2.4)

on m és un enter no negatiu. Veure la demostraci6 en [3,
pag. 27].

Test de subgrup Sigui H # 0,H C G. H és un
subgrup de G si es compleix qualsevol de les segiients
condicions:

ab™' € H,Va,be H. (2.5)
abe HYabe Hia ' € H Va € H. (2.6)
H és finit i tancat sota I’operacié binaria de G. (2.7)

Definicié 2.3 Grup abelia és un grup que a més té la
propietat commutativa: a b = ba.

Notar que un grup de 2 elements és abelia, doncs un dels
elements ha de ser I’element neutre, que és commutatiu.

Teorema 2.5 Sigui el grup G.
1. Sia®? = e, Va € G, llavors G és abelia.

2. Si(ab)? = a*b?, Va,b € G, llavors G és abelia.

Demostracié. (1) a®> = ¢ = a = o' = ab =
(ad)™! = b7tat = ba. (2) a(ba)b = (ab)? =
a’b?® =a(ab)b=ab= ba. O

Definicié 2.4 Ordre d’un grup o(G) és el nombre d’e-
lements de G (pot ser co).

Notar que el grup additiu dels enters i tots els seus sub-
grups son infinits, Veure el teorema 2.4.

Capitol 2. Grups
Definicié 2.5 Subgrup generat (S). Sigui S # 0,5 C
G. Es defineix el subgrup generat per S a:

(S)y ={sMsh>...sM . neN,s; €S h €Z} (2.8)

Demostracio. Donats

T,y € (9),
_ i he h
T=81 87",

— 4P1 4DP2 P
yftl t? "'tn,'

Tenim xy~' = s sl gl P72 Pm € ().
Per tant, per (2.5) (S) és un subgrup de G. O

Definicié 2.6 Sistema generador. Sigui S # (), S C
G. Es diu que S és un sistema generador de G si
(S) =0G.

Es diu que S és un generador minimal de G si qual-
sevol subconjunt propi d’.S (és a dir, diferentd’{e} i de
S) pot generar només un subgrup G d’ordre estrictament
menor que G (és a dir, un subgrup propi de G). Amb
altres paraules, no es pot prescindir de cap element d’.S
perque sigui un generador de G.

Exemples:
1. (G) =G.
2. (S) =1Z,S = {1}, doncs per a qualsevol n € Z:
1"=14+1+---1, n >0
n =
I"=—1-1—--1, n<0

Nota: recordar que per Z I’operaci6 €s la suma, veure
el grup additiu dels enters en 2.1, pag. 3.

Definici6 2.7 Grup finitament generat. Un grup G
que té un sistema generador finit es diu finitament ge-
nerat. Tot grup finit és finitament generat, doncs G és
un sistema generador de G. El reciproc no és cert. Per
exemple, el grup additiu d’enters té el generador finit
S = {1} (com s’ha vist en I’exemple anterior), i no és
un grup finit.

Teorema 2.6 Sigui G un grup i a € G. Llavors (a) és
un subgrup de G.

Demostracié. Com que a € {(a), {a) # 0. Tenim
a” € (a)ia(a")t = a"a™ = a"" = ¢ € (a).
Per tant, per (2.5) (a) és un subgrup de G. O

Corol-lari 2.1 del teorema 2.6. Al ser {a) un subgrup
de G, per el teorema de Lagrange (veure 4.1, pag. 13)
o({ay) divideix o(G).
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Conjugat, 7
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Cos, 26

cos commutatiu, 26
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element director, 34
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escalars, 36

Euler’s totient function, 38

extensié d’un cos, 36

extensio finita, 37

extensio generada per A sobre I, 36
extensio simple, 36, 37

extensi6 simple algebraica, 37
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factor ring, 29
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Funcié (o aplicacid, mapping), 2
Funcié bijectiva (bijective), 2
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Grup additiu dels enters, 3
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Teorema 2.10 Teorema fonamental dels grups ci-
clics: Tot subgrup d’un grup ciclic, és també ciclic. Si
o((a)) = n, aleshores I’ordre de qualsevol subgrup de
(a) és divisor d’n i per cada divisor d de n hi ha exacta-
ment un subgrup d’ordre d: {(a"/?). Veure la demostracié
en [2, pag. 77].

Si considerem Z,, i a = 1 en el teorema anterior, obte-
nim:

Corol-lari 2.2 (subgrups de Z,,) Per cada divisor d de
n, (n/d) és I’inic subgrup de Z, d’ordre d. A més,
aquests son els unics subgrups de Z,,.

Teorema 2.11 Si d és un divisor positiu d’n, el nombre
d’elements d’ordre d en un grup ciclic d’ordre n és la
funcié ¢(n) d’Euler. Veure ’apendix C. Corol-lari: en
un grup finit el nombre d’elements d’ordre d és divisible
per ¢(d). Veure la demostraci6 en [2, pag. 79].

Exemple 2.7 (subgrups de Zs) Els divisors de 8 sén
1,2,4,8. Per tant, del corol-lari 2.2 tenim que els sub-
grups de Zg sén:

{(®8),(4),(2), (1}
amb ordres iguals als divisors:
o((8)) = 1,0({4)) = 2,0((2)) = 4,0((1)) = 8.

Del teorema 2.11 tenim que el nombre d’elements de Zs
que generen aquests conjunts son:

(8) :0(1) =1
(4):0(2) =1
(2):0(4) =2
(1):9(8) =4

Els subgrups d’ordre 8 son els generadors de Zg, és a dir,
els generats per els primers relatius de 8: {1,3,5,7}.
Deduim doncs que els 2 elements generadors del sub-
grup d’ordre 4 s6n {2,6}. Es pot comprovar que
aquests resultats coincideixen amb els obtinguts en 1’e-
xemple 2.6.

2.2 Propietats dels grups

Definici6 2.10 Subgrup conjugat Si G és un grup, H
és un subgrup de G'i a € G, es diu subgrup conjugat
de H al conjunt (veure la definici6 de conjunt conju-
gat 2.14, pag. 7):

H'=a'Ha={a""ha:he H}

Capitol 2. Grups

Com és veura més endavant, H i H* s6n isomorfs (te-
orema 7.6, pag. 18). Aixo vol dir que els subgrups H i
H* tenen les mateixes propietats de la teoria de grups.
Per exemple, si H és ciclic, llavors H® també ho és, si
H és abelia, llavors H® també ho és, etc.

Definici6 2.11 Centre d’un grup, Z(G) C G és el sub-
conjunt d’elements de G que commuten amb tots els ele-
ments de G:

Z(G)={aeG : ab=baVbe G}. (2.10)

Notar que si G és abelia, llavors Z(G) = G.

Teorema 2.12 El centre d’un grup, Z(G) és un sub-
grup. Veure la demostracié en [3, pag. 31].

Exemple 2.8 (centre d’un grup)
Calcular el centre del grup quaternié definit en 2.1,
pag. 3 (exercici 22 [3, pag 114]).

Solucié Els elements 4, j, k no commuten perd 1, — 1
si. Per exemple, i j = —j 4. Per tant. Z(Q) = {1, — 1}.
Es pot comprovar que efectivament Z(()) és un subgrup
de @, a més ciclic, doncs (—1)? = 1. En I’exemple 2.2,
pag. 5 s’investiguen més propietats d’aquest grup.

Definici6 2.12 Centralitzador d’un element a,
C(a) C G és el subconjunt d’elements de G' que com-
muten amb a:

Cla)={be G : ab=ba}. (2.11)

Teorema 2.13 Per a cada a € G, el centralitzador de a
és un subgrup.

Definici6 2.13 Centralitzador d’un subgrup H de G,
C(H) C G és el subconjunt d’elements de G que com-
muten amb tots els elements d’ H:

CH)={z€G : ax=zaVae H}. (2.12)
Teorema 2.14 C(H) és un subgrup de G.
Demostracié. Clarament, 1 € C(H). Siguin z,y €

C(H)ia € G. Bstéaz = zaiaty = yat, per
tant:

a(zy™)

(ax)y'=(@a)y ' =x(ay™) =
z(ya™) -1

T=aty)t=ayta)=(ry a
aixi doncs zy~' € C(H),Va,y € C(H), i per (2.5)
C(H) és un subgrup de G. O

Apendix D. Notacio

Propietats
1. Per a qualssevol nombres n.m primers relatius
(ged(n.m) = 1):

d(mn) = ¢(m) o(m) (13.23)

2. Per a qualsevol nombre primer p i enter k > 1:

o(p*) =pF —pF Tt =pF(1 - %) (13.24)

3. Donada la descomposicié d’un enter en factors
primers (13.13) i aplicant reiteradament (13.23)
i(13.24) es té:

ola) = O p5* - p") =
A(pI)o(ps?) - - p(pp) =

1 1 1
(1 — —)ps2(1——)---ppr(1——) =
pi( P1)p2 ( pz) PRt ( Pk)
1 1 1
Mps?ppr(l— —)(1——)---(1——) =
V) P ( pl)( pg) ( Pk)
1 1 1
a(l——)(1—=—)---(1——) (13.25)
(=)= ) (=)
D. Notacié
ged greatest common divisor.
lem least common multiple.
dla d divideix a.
SCT SCToS=T.
ScT ScTiS#T.
X/R  Partici6 generada per la relacié d’equivalen-

cia R d’un conjunt X. Veure el teorema 1.1,
pag. 2.
G = G’ Grups isomorfs. Veure la def. 7.4, pag. 18.

A, Grup altern de grau n. Veure la def. 3.3,
pag. 10.
Biy(X) [3, pag. 20] Grup format per les aplicacions

bijectives del conjunt no buit X — X, on 1’0-
peraci6 és la composicié de funcions. Notar
que els elements de Biy(X) sén funcions, i la
funcié h : X — X,h(z) = (f o g)(x), on
f.g9 € Biy(X) compleix h(X) = f(g(X)) =
f(X) = X. Pertant, h € Biy(X)".

Cn Grup ciclic d’ordre n. Veure la definici6 .

39

D, Grup diedric d’ordre n. Veure la secci 2.3,
pag. 7.

N(S) 0 N¢(S) normalitzador de S en G. Veure la
def. 2.15, pag. 7.

o(GQ) Ordre del grup G. Veure la def. 2.4, pag. 4.
o(a) Ordre de I’element a. Veure la def. 2.8, pag. 5.

Sh Grup simetric de grau n. Veure la def. 3.2,
pag. 8. Quan X és un grup finit, es fa servir
la notaci6 S, en comptes de Biy(X).

S Conjugat de S per a. Veure la def. 2.14, pag. 7.

GL, Grup de les matrius no singulars d’ordre n,
amb operaci6 producte de matrius.

U(n) Conjunt dels enters positius menors que n i
primers relatius amb n. També es fa servir
aquesta notaci6 per referir-se al grup format
per aquest conjunt i I’operacié modul n. L’or-
dre o(U(n)) = ¢(n). Veure la funci6 ¢ d’Eu-
ler, apendix C. Notar que per un nombre pri-
merp, U(p) ={1,2,--- ,p—1}.

Conjunts/Grups

C Conjunt dels complexes.

N Conjunt dels naturals (enters positius).

Q Conjunt dels racionals.

Q" Conjunt dels racionals positius.

R Conjunt dels reals.

R* Conjunt dels reals positius.

Z Conjunt dels enters.

z* Conjunt dels enters positius.

Zy, Conjunt {0,1,--- ,n— 1} i grup amb I’addicié
modul n.

mZ Conjunt dels miltiples de m: {mz : x €
zy = {-,=2m, —m,0,m2,m,---}i

grup amb I’operacié d’addici6. Veure el teo-
rema 2.4, pag. 4.

z, Grup multiplicatiu dels enters modul n. Veure
la def. 6.1, pag. 16.

Referencies

[1] Benjamin Baumslag i Bruce Chandler. Schaum’s
outline of theory and problems of group theory.
McGraw-Hill, 1968.

"Notar que es fa servir la notacié f(X) per representar el conjunt que s’obté al aplicar la funci6 f a tots els elements del conjunt X.

Veure la def. 1.7, pag. 2.
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En general, un grup D, compleix fif/ = 7 en
aritmetica modul n, i les n reflexions es poden obtenir
amb les composicions {g % gf!,---gf"~'}. Notar que
gfi £ gfl, peri # j,4,j € {0,1,--- n — 1}. Altrament
implicaria que f' = 7,4 £ j, 4,5 € {0,1,--- ;n—1} que
no és possible.

Es conclou que un grup diedric D,, esta format per 2n
elements:

D, = {e,f {2 .. "7 g gfl ...gf"} (2.15)
on e = f% Notar també que D" no és abelia per
n > 3. Per exemple, de la taula 2.1 tenim g' g2 = f!
ig2g! = f2.

2.4 Producte directe de grups

Definici6 2.18 Producte directe de grups (External
Direct Product): Siguin els grups Gy, G, - - - G,, es de-
fineix el grup denotat per G; x G2 X ---G,, al con-
junt de totes les n-tuples (g1, g9, -+ gn) On g; € G; i
el producte de tuples (g1, g2, -~ gn) (91,95, -~ Gh) =
(9191,92 95, -+~ gn g,), on el producte g; g} és el corres-
ponent al grup G;.

Teorema 2.18 L’ ordre s’un element del producte direc-
te de grups és el minim comu multiple dels ordres de les
components de 1’element:

o((g1,92, -+~ gn)) = lem(o(g1),0(g2), - - - 0(gn))
(2.16)
Demostracio. Sigui s = lem(o(g1),0(g2), - -0(gn)),
1lavors, fent servir el teorema 2.7 tenim:
(913927 o 'gn)s = (g]gng;* e g:L) = (617 €, = en)

a més, si (gh, g5 ---g.) = (e1, ez, - -¢€,), llavors
per 2.7 tenim que ¢ ha de ser un miiltiple de o(g;), per
tant, s < t. O

Teorema 2.19 Siguin Gy i G5 dos grups ciclics finits.
Llavors G x G és ciclic sii o(G1) i 0o(G2) sén primers
relatius.

Demostracié. Sigui o(G1) = m i 0o(G3) = n. Llavors
o(G1 x G2) = mn. Per la primera part hem de demos-
trar que si G; X Gq és ciclic, llavors ged(m,n) = 1.
Suposem que ged(m,n) = d i que (g1,92) és un ge-
nerador de Gy x Gy. Aixd implica (g, go)™"™¢ =
(gM)™M?, (gi)™?) = (e,e). Per tant o(Gy x Gy) =
mn=0((g1,92)) <mn/d=d=1.

Capitol 3. Grups permutatius

Per la segona part hem de demostrar que si
ged(m,n) = 1, llavors Gy x Gy és ciclic. Suposem
G1 = (1), G2 = (g2), amb ged(m,n) = 1. Llavors
o(Gy x Gq) = 0((g1, g2)) = lem(m,n) = mn. Per tant
(91, g2) és un generador de G; x Gb. O

Capitol 3
Grups permutatius

Nota: Per a més detalls i demostracié dels teoremes veu-
re [2, capitol 5, pag. 95].

Definicié 3.1 Grup permutatiu: Es un conjunt de bi-
jeccions d’elements d’un conjunt A en ell mateix, que
forma un grup amb I’operacié binaria composicié de
funcions. Normalment es considera un conjunt A finit.

Els elements d’un grup permutatiu es representen en for-
ma d’array i s’anomenen permutacions. Per exemple,
dues permutacions « i 5 s6n:

12314
=12 31 4

31

=
I
—
N
()
w
DN W~
.

On a(l) = 2, a(2) = 3, «(3) = 1, --- i analogament
per /3. La composici6 de permutacions és:

ot 2 3 ullfy2 34 1234
aB=1g g 1 lllas 1 27|01 23
doncs (a f8)(1) = a(B(1)) = 4, etc.

L’element neutre d’un grup permutatiu és la permuta-
ci6 que no canvia cap element, per exemple:

|12 3 4
1234
Es pot comprovar facilment que per a qualssevol permu-

tacio a: ae = ea = a.

Definicié 3.2 Grup simétric de grau n, S,: Es el
grup format per totes les permutacions de A =

{12

per n > 3 no és Abelia.

ne. S, té n! elements, i es pot provar que

Exemple 3.1 (D, és un subgrup de S;)
En un grup diedric D, podem descriure una rotacié de
90° en sentit de les agulles del rellotge:

13.3. Extensions simples

Es diu que el cos L = F'(A) esta generat per A sobre F.

Si A té un nombre finit d’elements, llavors es diu que L

esta finitament generat. Si A té un sol element, es diu

que és una extensio simple.

Per a 2 conjunts A, B es té:

F(A)(B)=F(AUB) (13.3)

Definicié 13.8 (homomorfisme d’avaluacio) [4,

pag. 255] Sigui E una extensi6 del cos commutatiu F' i

ay,---a, € E. Es defineix ’homomorfisme d’avalua-

cié:

Flzy, @y = B f(x1, - 20) = flar, - ay)
(13.4)
Llavors es diu que ay, - - - a,, sén algebraicament inde-
pendents si ker f = {0}. Es a dir, no hi ha un polinomi
no nul tal que f(aq,---a,) = 0. Altrament, si existeix
un polinomi no nul tal que f(ay,---a,) = 0, es diu que
ay, - - - a, son algebraicament dependents.
Si aq, - - - a, son algebraicament independents es un
isomorfisme entre anells:

Flay, -z, = Flay, - a,) CE
i entre cossos:

F(zy, - xn) = f(ar,--a,) CFE

Sin = 11 ay és algebraicament independent sobre
F, llavors es diu que a; és transcendent sobre F'. Al-
trament, si a; €és algebraicament dependent sobre F/,
llavors es diu que a; és algebraic sobre F, i es té I’iso-
morfisme:

Flzi]/ker f = Flay| C E (13.5)

A més, com que E és un cos, no té divisors de zero.
Per tant, tampoc els té F[z;]/ker f i ker f és un ideal
primer ker f # {0}. Com que F[z4] és un DIP, ker f
sera maximal, i F'[z;]/ker f un cos. Per tant, de I'i-
somorfirme anterior tenim que F'[a;] també és un cos i
F[(ll] = F(al).

Definicié 13.9 (tipus d’extensions) La definicié ante-
rior d’element algebraic i transcendent en [2, pag. 370]
es resumeixen aixi: Sigui £ una extensi6 del cos com-
mutatiu F'ia € E. Es diu que a és algebraic en F' si és
el zero d’un polinomi d’ F[z]. Altrament es diu que a és
transcendent en F'.

L’extensi6 E es diu algebraica en F' si tots els elements
d’E s6n algebraics en F'. Altrament es diu que E' és una
extensio transcendent en F'.

37

Teorema 13.2 (espai vectorial) [4, pag. 249] Sigui
E/F. Llavors E té una estructura d’espai vectorial so-
bre F'.

Definicié 13.10 (grau d’una extensié) Sigui F una ex-
tensié del cos commutatiu F'ia € E. Es diu que el grau
de ’extensié E és n i s’escriu [E : F] = nsi E € di-
mensié n com a espai vectorial en F'. Si el grau és finit,
es diu que E és una extensié finita. En particular, si
[E: F]=1,llavors E = F.

Per exemple, C té grau 2 en R, doncs {1,i} és una base
de C.

Teorema 13.3 (extensié finita) Sigui E/F i F/K.
Llavors sén equivalents

1. E/F i F/K sén finites,

2. E/K és finit.

A més, si son finiteses té: [E : K| =[E : F][F : K].

Teorema 13.4 (unicitat) Si a és algebraic en F', llavors
hi ha un polinomi monic tnic en F/[z] tal que p(a) = 0.

Teorema 13.5 (divisibilitat) Si a és algebraic en F' i
p(x) un polinomi de grau minim per a en F. Llavors
si f(z) € Flz]i f(a) =0, p(z) divideix a f(z) en F[z].

13.3 Extensions simples

Teorema 13.6 (caracteritzacio d’extensions) [2,

pag. 371] i [4, pag. 257] Sigui £ una extensi6 del cos

commutatiu 'ia € E. Es compleix que:

o Si a és transcendent en F, llavors F'(a) és isomorf a

e Si a és algebraic en F, llavors f : F(z) — F(a) =
E : x — a és un epimorfisme i £ un anell de poli-
nomis en a. Es diu que E/F és una extensié simple
algebraica. Si f(z) és un polinomi irreductible tal
que f(a) = 0, llavors

ker f = (f(x)) (13.6)

doncs f(a) = 0,1 f(a)g(a) = 0. Per tant, (f(a)) =
{fla)gla) : g(x) € Flz]} C ker f. Alser f(z)
irreductible, (f(x)) és un ideal maximal (veure el te-
orema 12.13, pag. 35) i, per tant , ker f = (f(z)).
D’aqui tenim que per el primer teorema d’isomorfia,

Flz]/(f(z)) = Flz]/ker f Zim f = F(a) (13.7)

Per a que el polinomi sigui tnic es tria monic i s’ano-
mena polinomi minim de a sobre F'. Amb la nota-
ci6 de [4, pag. 257] el polinomi minim es denota per
P(a, F). Es adir, P(a, F) és un polinomi irreductible
monic f(z) € Flz], tal que f(a) = 0.
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amb minims comuns multiples: 4, 3, 2, 2, 1. Per tant, els
ordres de les 24 permutacions de Sy sén 4, 3,2, 1.

Teorema 3.5 Qualsevol permutacié de S,, n > 1 es
pot expressar com el producte de cicles de longitud 2 (2-
cycles), possiblement no disjunts.

Es facil de provar, doncs tota permutacié es pot expres-
sar com el producte de cicles disjunts, pero:

(av,az, -+ ai) -+~ (biba, -+ bj) =

(a1,a;) - - - (ar,a2) - - - (b1,b;) - - - (b1,ba)
Per exemple:
(1,2,3)(4,5) = (1,3)(1,2)(4,5)

Teorema 3.6 El caracter parell o senar de I’expressio
com un producte de 2-cycles d’una permutacié €s unic.
Es a dir, hi pot haver multiples expressions en productes
de 2-cycles d’una permutacio, pero totes seran parelles o
senars. Aix0 motiva la classificacié de les permutacions
en parelles o senars, segons es puguin expressar com el
producte d’un nombre parell o senar de 2-cycles.

Per determinar si una permutacié és parella o senar,
hi ha una marera més senzilla que fer la descomposicid
en 2-cycles (veure [1, pag. 60]). Donada una seqiiéncia
ordenada d’enters, es diu que el nombre d’inversions
de la seqiiencia és el nombre d’enters inferiors al primer
enter de la seqiiencia. Per exemple, el nombre d’inversi-
ons de 3,2,4,1 és 2, i escrivim (3,2,4,1) = 2, perque els
elements 2 i 1 s6n inferiors a 3. Per determinar si una

permutacio
1 2 -+ n
a=|. . .
11 2 Uy

és parella o senar, basta calcular si ho sén el nombre
d’inversions de la permutaci6:

[a = [(ilﬂl’?; e ln)+1(72« e Zn)+ : '+I(7;n7177.’n)

Per exemple, el nombre d’inversions de la permutacio:
12345

ésl,=1(2,3,154)+1(3,1,5,4)+1(1,5,4)+1(54)=
14+ 1+ 0+ 1= 3. Per tant, a és una permutacid senar.

Teorema 3.7 El conjunt de les permutacions parelles de
S, forma un subgrup de S,,. Notar que no passa el ma-
teix amb les senars, doncs es pot comprovar que la per-
mutaci6 identitat és parella.

Capitol 3. Grups permutatius

Definici6 3.3 El subgrup de les permutacions parelles
de S, té el nom de Grup altern de grau n, A,,. Com
que S, té n! permutacions, de les quals la meitat s6n
parelles, A, té ordre n!/2.

Exemple 3.2 (permutacions de A,)
Les permutacions de S4 que comencen per 1 son:

permutacié Inv.

signe notacié ordre

1234 0 + e 1
1243 1 - (34 2
1423 2+ (243) 3
1432 3 —  (24) 2
1342 2+ (234 3
1324 1 - (23 2

Taula 3.1: Permutacions de S, que comencen per 1

Intercanviant 1 <+ 2, 1 <> 31i 1 <+ 4 s’obtenen les 18
permutacions que falten de 5.

De la taula 3.1 tenim que les Permutacions de A, que
comencen per 1 sén:

permutacié Inv. signe notacié ordre
1234 0 + e 1
1423 2 + n=(243) 3
1342 2 + 7n=(234) 3

Taula 3.2: Permutacions d’ A, que comencen per 1

Intercanviant 1 <+ 2, 1 <+ 311 <> 4 en les permutaci-
ons senars de la taula 3.1 s’obtenen les 9 permutacions
que falten d’ A, (agafem les senars perque al fer I’inter-
canvi canvia el signe de la permutacio):

permutacié Inv. signe notacié ordre
2143 2 + o035 =(1,2)(3,4) 2
2431 4 + s = (1,2,4) 3
2314 2 + = (1,2,3) 3
3241 4 + = (1,3,4) 3
3412 4 + o0 =1(1,3)(2,4) 2
3124 2 + 75 = (1,3,2) 3
4213 4 + 74 = (1,4,3) 3
4132 4 + 76 = (1,4,2) 3
4321 6 + o5 =1(1,4)(2,3) 2

Taula 3.3: Permutacions d’ A, que comencen per 2,3,4

En les taules 3.2 i 3.3 s’ha fet servir la mateixa nota-
cié que en [1, prob. 5.1, pag. 131]. Notar que o; sén
permutacions d’ordre 2 i les 7; sén d’ordre 3.

12.1. Factoritzaci6 de polinomis

12.1 Factoritzacio de polinomis

Definicié 12.2 (irreductibilitat) [2, pag. 305] Sigui D
un domini d’integrigat. Un element f(z) € D[z] no nul
ni unitat és irreductible si per a qualsevol factoritzacid
f(z) = g(z) h(zx), g(z),h(z) € D, Navors g(x) o h(x)
és una unitat de D|[x].

Exemple 12.2 (irreductibilitat) f(z) = 222 + 4 és ir-
reductible en R[z], doncs, per exemple f(z) = 2(22+2)
i h(z) = 2 és unitat amb h~'(z) = 27'. Igualment per a
qualsevol factoritzaci6 d’ f(z). En canvi f(z) és reduc-
tible en C, doncs f(z) = (22++v/—2)(22—+/=2) icap

dels factors és una unitat de C|z].

Definicié 12.3 (contingut i polinomi primitiu)
S’anomena contingut d’un polinomi f(z) = a, 2™ +
codayz+agac(f) =ged(ay, - ,a0).

S’anomena polinomi primitiu a un polinomi amb

of) =1

Teorema 12.5 (lema de Gauss)
[2, pag. 307] EI producte de 2 polinomis primitius és
primitiu.

Teorema 12.6 (irreductibilitat en A[z] i K[z])

[4, pag. 130] Si f(z) € A[z] amb J[A] > 0 és irreduc-
tible en A[z], llavors ¢(f) = 1 i també és irreductible en
el cos de fraccions K |[z] de Alx].

Teorema 12.7 (les arrels divideixen f(0))

[4, pag. 142] Sigui f(z) = a, 2"+ - ~+a; v+ag € Alz]
amb a,, € U(A). Llavors, tota arrel d’ f(z) en A divi-
deix ag = f(0).

12.1.1 Teoremes d’irreductibilitat
Veure [2, pag. 307].

Teorema 12.8 (irreductibilitat)

[2, pag. 306] Sigui F' un cos commutatiu (field) i
f(x) € Flz] amb grau 2 o 3. Llavors f(x) és reduc-
tible en F'[x] sii f(x) té un zeroen F.

Exemple 12.3 (teorema irreductibilitat) En 1’exem-
ple 12.8 f(z) = 227 + 4 té els zeros =1/—2 € C. Per
tant, és reductible en C, perd no en R, doncs no té zeros
en R.

Teorema 12.9 (reductibilitat en ())
Sigui f(z) € Z[z]. Si f és reductible en Q, llavors és
reductible en Z.
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Teorema 12.10 (test d’irreductibilitat mod p)

Sigui p primer i f(z) € Z[z], f > 1. Sigui
f(x) € Z,[x] el polinomi obtingut reduint els coeficients
fmod p. Llavors, si f és irreductible en Z,i0 f = of,
també ho és f en Q).

Teorema 12.11 (criteri d’Eisenstein)
Sigui
fl@)=ana"+ - +a1x+a € Lz
si hi ha un primer p tal que
ptan, plana -, plaos, ip*tao

llavors f és irreductible en ().

Teorema 12.12 (polinomi ciclotomic)
Sigui p primer. Llavors el polinomi ciclotomic

_aPb—1

p(z) =

: =aP VP24 41 (12.8)
T

és irreductible en Q).

Teorema 12.13 (ideal maximal en F'[z])

Sigui F' un cos commutatiu (field) i f(z) € F[z]. Lla-
vors (f(x)) és un ideal maximal en F'[z] sii f és irreduc-
tible en F’ (veure la definicié d’ideal maximal en 11.17,
pag. 29).

Teorema 12.14 (cos commutatiu)

Sigui F' un cos commutatiu (field) i f(z) € F[z] un
polinomi irreductible en F'. Llavors F[x]/(f(x)) és un
cos commutatiu (field).

Teorema 12.15 (f(z)|a(z) b(z))
Sigui F' un cos commutatiu (field), f(z),a(x).b(z) €
Flz]i f(z) € Flz] un polinomi irreductible en F. Si

f(z)]a(z)b(x), Navors f(z)|a(z) o f(x)|b(x).

Teorema 12.16 (factoritzacié)
Qualsevol polinomi f(z) € Z[z] diferent de zero o la
unitat es pot factoritzar de forma tGnica com:

f(@)=bi-bspi(z) - pm(2)

on b; i p;(z) s6n polinomis irreductibles amb 9b; = 0 i
Opi(z) > 1.

(12.9)

Proposicio 12.1 (DE) [4, pag. 126] Sigui F' un cos
commutatiu (field). Llavors F[z] és un domini Euclidi
(DE) amb:

If @)l = 227 (12.10)

Veure la definicié de DE en 11.28, pag. 32. Nota: en el
Gallian es defineix || f(2)|| = 0f(x).
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2. SiaRyb, ab~t € H, Navors (ab™!)™t = ba! €
H, per tant, b Ry a (propietat de simetria).

3. SiaRybibRycesté: ab™' € Hibc™' € H. Aix{
doncs (ab™') (bc™') = ac™! € H i, per tant, a Ry ¢
(propietat transitiva). |

Al ser RY i Ry relacions d’equivaléncia en G, gene-
ren els conjunts quocients G /R i G/Ry. Veure la de-
finici6 de conjunts quocients 1.11, pag. 3. Les classes
laterals a H i H a son classes de I’element a generades
per les relacions d’equivaléncia R i Ry, respectiva-
ment. Veure la def. 1.10, pag. 2 de classe generada per
una relacié d’equivalencia. Es a dir:

aH={ah:he Hy=1{b: aR"b,Ybe G} (45)
Ha={ha:he H}={b : bRya,Vbe G} (4.6)

doncs aRfb = a'b=he H=b=ahecaHi
bRya=ba'=heH=b=hac Ha.

Teorema 4.2 1’ aplicacié entre els conjunts quocients
G/Ry - G/R¥ :Ha—a ' H 4.7)
és bijectiva.
Demostracio. Hem de provar que si H x = H y haura
desers™'H =y 'H. Perdsi Hx = Hyesté x Ry y
Veure el teorema 1.1, pag. 2. Per tant: xy~' € H =
(e HlyteH=a2'Riyl=a2'H=y'H
Analogament es demostra que si Hx # H y llavors
2~ Y H # y~! H, que prova la injectivitat. Com que cada

elementy H de G/R" éslaimatge de H y~1, I’aplicacié
també és surjectiva. (]

Propietats 4.1 De les classes laterals. Si GG és un grup,
H és un subgrup de G, i a,b € G, llavors
l.acaH.

. aH = H siia € H (H absorbeix a).
.aH=0HsiiacbH.
aH=0Hsin6ésaHNbH = .
aH=bHsiia'be H.
.o(aH)=0(bH).
aH=HasiiH=aHa'.

. a H és un subgrup de G sii a € H. Aix0 és demos-
tra facilment, doncs si H és subgrup ha de tenir e,
per tant, de les propietats 214 a H = eH = H.
Notar que aquesta propietat implica que H €s I’tinica
classe lateral per I’esquerra de H que conté a que és
subgrup de G.

®© N UL AW

Capitol 4. Teorema de Lagrange

Veure la demostraci6 en [2, pag. 139].

Les propietats anteriors son analogues per a classe la-
teral per la dreta. Les propietats 1, 4 i 6 impliquen que
les classes per I’esquerra d’un subgrup H de G partici-
onen G en subconjunts d’igual mida. Per tant, podem
veure les classes per I’esquerra de H com una particid
de G en classes d’equivaléncia sota la relacié d’equi-
valenciaa R bsia H = bH (aRybsi Ha = Hben
les classes per la dreta) . De fet, sovint el subgrup H es
tria de forma que les classes generades particionen G en
alguna forma desitjada.

4.2 Teorema de Lagrange

Teorema 4.3 (Lagrange)

Si G és un grup finit i H és un subgrup de G, llavors
o(H) divideix o(G). A més, el nombre de classes late-
rals per I’esquerra (o la dreta) de H en G és o(G)/o(H).

Demostracio. Siguin a; H, i = 1,--- ,r les r classes
per I’esquerra diferents que t¢ H en G. Donat que per
algun it Va € G, a € aH = a; H tenim que G =
Ul_ya; H, per tant, o(G) = Y.i_, 0(a; H) = ro(H). O

Exemple 4.4 (teorema de Lagrange) Zg té¢ 4 sub-
grups, els subgrups impropis {0} i {0,1, - - - 7}, i els sub-
grups propis {0,4} i {0,2,4,6} (veure I'exemple 2.6,
pag. 5). Podem comprovar que 1’ordre dels subgrups:
1,8, 2,4, divideix o(Zg) = 8. El nombre de classes late-
rals de {0,4} en Zs és 0(Zs)/o({0,4}) = 8/2 = 4, tal
com s’ha obtingut en I’exemple 4.1, pag. 11.

Definicié 4.2 index d’un subgrup H en G, [G : H]
Es el nombre de classes laterals per I’esquerra d’H en
G. Es fa servir la notaci6 [G: H] . Amb aquesta notacié
el teorema de Lagrange es pot enunciar dient que o(H)
divideix o(G) amb index [G: H] = o(G)/o(H).

Exemple 4.5 (index en C))

En I’exemple 4.2, pag. 11 tenim H = {e,a?} subgrup
de Cy, o(H) = 2. H genera 2 classes laterals diferents
de Cy. Com que o(Cy) = 4, comprovem que 1’ordre
d’H divideix o(Cy), i que el nombre de classes laterals
és [Cy:H) = 0(Cy)/o(H) = 2.

Exemple 4.6 (index en S3)

12 3
213}

subgrup de Ss, o(H) = 2. H genera 3 classes laterals
diferents d’S3;. Com que 0(S3) = 6, comprovem que
I’ordre d’H divideix o(S3), i que el nombre de classes
laterals és [S3: H]| = o(Ss)/o(H) = 3.

En I'exemple 4.3, pag. 11 tenim H = {e,

11.4. Congruéncies

Resolucio:
Bezout:

Suposem que es compleix una identitat de

d = ged(a,b) =aa+ b, daBeA (11.24)

L’equaci6 (11.23) només té solucié si d | ¢, i podem es-
criure (11.23) 1 (11.24) com:

(11.25)
(11.26)

drx+by=<~
ad + 8V =1

on:
ad=a/d,V =b/d,d =d/d

Multiplicant (11.25) per « i substituint «a’ = 1 — 80/,

i multiplicant (11.25) per /3 i substituint 30’ = 1 — a d/,

tenim, respectivament:

z=ad+V(8z—ay)
y=pcd—dBz—ay)

d’on deduim que les solucions sén de la forma:

r=ac +bt

te A
y=p8c —d't

(11.27)

Nota Si A és un subanell de B, les solucions de ’e-
quaci6 (11.24) en B serien simplement:

u=ac +bt

teB
v=pd —dt

(11.28)

Algorisme d’Euclidi  Per a calcular d = ged(a,b) I’al-
gorisme (13.9), pag. 38 es pot generalitzar a un anell A
on hi ha definida una aplicacié (ésun DE) ||-|| : A - N
com la definida en (11.18). Sigui a,b € Aon ||al| > |||
Posant 2y = a, x; = b, amb ||| podem calcular la suc-
cessio:

To=Y1T1+ T2

T1 = Y222 + T3

T2 = Yr—1 Tr—1 + Ty

Tr—1 = Yr Tr

d’on és veu que z, divideix a tots els anteriors z;. Per
tant ged(a,b) = z,, és a dir, I'dltim reste no nul. Es
convenient posar els resultats en forma de taula:

hn Y2 0 Yr—1 Yr
b=x1 22 - Tpq X
o) T3 - Ty

a =Xy

33

Coeficients de la identitat de Bezout es poden obte-
nir amb 1’algorisme d’Euclidi anterior posant:
Tao=a—1y b

T3 =21 — Y222 =
b—ya(a—y1b) = —yaa+ (1+yiy2)b

z,=d=aa+ b

11.4 Congruencies

Propietats 11.5 de I’anell Z [4, pag. 56]:
1. Un enter p és irreductible sii és primer.

2. Z és un domini de factoritzacié unica (veure la defi-
nici6 11.30).

3. El conjunt dels nombres primers és oco.

4. Z/{n), n > 1 s’anomena anell de restes modul n.
Es denota:

[k’} = [k]n = k+<n> = {k+q77’ BVAS Z} (11.29)

Es fa servir [k] si no hi ha confusié. Notar que un
altre representant de [k] és k = r + gn on r és el
reste per defecte si & > 0 o per excés si £ < 0.
Es a dir [k] = [r]. Per tant, cada classe d’equiva-
léncia de Z/(n) esta determinada per un representant
0<r<n,i

Z/{n) =A{[0], [1,- -+ [n = 1]}

[0] i [1] s6n, respectivament, el 01 1 de I’anell Z/(n).
Per referir-se als representants de Z/(n) es fan servir
les notacions:

(11.30)

k =lmodn =1 (modn) (11.31)

ies diu que £ i/ sén congruents modul n.

5. Dels resultats anteriors tenim que els ideals d’un
anell de restes modul n estan en bijeccié amb els ide-
als I C Z que contenen (n).

Teorema 11.18 (xines del reste)

Si a, b s6n primers relatius existeix un isomorfisme
d’anells unitaris:

f:Z){ab) — Z]{a) x Z](b) :

Kla = ([Kla, [K]s) (11.32)

Proposici6 11.4 (unitats dels anells de restes)
(veure [4, pag. 61]) Sin > 11k € Z les segiients con-
dicions son equivalents:
o [k € U(Z/(n)).
e gcd(kn) = 1.
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equival a dir que les relacions d’equivaléncia R = Rp.
Veure la definicié en 4.1, pag. 11. Doncs les classes late-
rals a H i H a son classes de 1’element a generades per
les relacions d’equivaléncia R i Ry, respectivament.
Veure les (4.5) i (4.6). La relacié (5.1) en general no
es compleix. Aquells subgrups que compleixen (5.1),
els subgrups normals, com es veura a continuacio, tenen
una especial rellevancia.

Teorema 5.1 La condicié de normalitat equival a:

1. H=H*=a"'Ha,Va €G.

2. abe H = ba € H, Va,b € G. Notar perd que en
general ab # ba.

Demostracio. (esbds, veure la demostracié en [3,

pag. 61]).

1. Si H ésnormal de G, Va € G Ah,h' € H : ah =
KW a. Llavorsaha™ ' =h = aHa ' C H. Contra-
riament, sia H a™' C H tenima H C H a. Si posem
b=a"sobté Hb C bH.Pertanta H = H a.

2. ba=a"'(ab)a€ H*=H. O

Test de normalitat. Si G ésun grup i H és un subgrup
de G, llavors la condici6 del teorema 5.1:

H=H'=a'Ha,Yae G (5.2)

es pot fer servir per a determinar si /{ és un subgrup
normal de G, llavors H és un subgrup normal de G.

Exemple 5.1 (subgrups normals de S3)

Trobar tots els subgrups normals de S3. En ’exem-
ple 4.3, pag. 11 s’ha trobat que S3 té 3 classes laterals
per la dreta d’ordre 2 i 2 classes d’ordre 3. Per distingir-
les farem servir la notacié 7 i o per les d’ordre 2 i 3,
respectivament (igual que en 1’exemple del Schaum [1,
pag. 57]. En particular:

8_(1 2 3>

1 2 3

(13 0) e
(33 7) -0
S R
m_@gg_@w)
UQ_G X ‘;))_(1,3,2)

Capitol 5. Subgrup Normal

La taula de Cayley (veure la def. 2.17, pag. 7) es pot
calcular facilment, per exemple, 7 72 = (2,3) (1,3) =
(1,2,3) = 0y, i resulta la taula 5.1.

‘ e gy 02 T1 T2 T3

& & g1 02 1 T2 T3
oy |01 02 € T3 T1 T2
g | 02 € a1 T2 T3 T1
| Tt T2
T2 T2 T3 T 02 e g1
T3 T3 T1 Ty 01 02 €

T3 e gy 02

Taula 5.1: Taula de Cayley de les permutacions del
grup Ss.

Els subgrups {e} i G s6n normals. La taula 5.1 mos-
tra que tots els productes de permutacions d’ordre 2
donen una permutacié d’ordre 3. Per tant, no hi pot
haver grups normals que només tinguin permutacions
d’ordre 2. De fet, es pot veure facilment que 1’tnic
grup que té permutacions d’ordre 2 és GG. Per exem-
ple, si un subgrup normal H té 71, també haura de tenir
ToTiTy = 02Ty = T3 € H. Pertant, 7, 73 = 0o € H,
etc. is’obté H = G.

Per altra banda, els productes de permutacions d’or-
dre 3 son tancades, p.e. a? = 0y. De fet, es comprova
facilment que el subgrup N = {e, 01,02} és normal.
Doncs, p.e. 7 01 Tfl =TT =09 € N.

Nota: en I’exemple del Schaum [1, pag. 57] la taula és
la transposada de la taula 5.1. Aixo és degut a que en
el llibre del Schaum es fa servir la notacié contraria per
a la composicions de funcions. Veure I’explicacié de la
notacio en la def. 1.4, pag. 2.

Propietats 5.1 Dels normals:

pag 179])

1. Tot subgrup d’un grup abelia és normal. El reciproc
és fals, hi ha grups amb tots el subgrups normals que
no son abelians. En aquest cas es diuen hamiltoni-
ans.

grups (veure [2,

2. El centre d’un grup Z(G) és normal. Tots els sub-
grups de Z(G) també ho son.

3. El grup altern A,, és normal.

4. El subgrup de les rotacions del grup diédric D,, és
normal.

5. El subgrup de les matrius amb determinant 1 de
GL,(R) (matrius reals amb determinant no nul) és
normal. Aquest subgrup de GL,(R) s’anomena grup
especial lineal i es denota per SL,(R).

Teorema 5.2 Si H és subgrup de G'i [G : H] = 2, lla-
vors H és normal. Veure la demostracio en [3, pag. 63].

11.3. Divisibilitat en un anell
Exemple 11.9 (homomorfisme) [2, pag. 284]
L’aplicaci6

fZ[z] = Z: p(x) — p(0)

és un homomorfisme entre anells amb

f(0) =0} = ()

(veure I’exemple 11.5, pag. 28). Del teorema 11.8 tenim
Zlz]/{x) = Z. Com que Z és un domini d’integritat,
perd no un cos, dels teoremes 11.51 11.6 tenim que (z)
és un ideal primer perd no maximal en Z[z].

ker f = {p(z) € Z[z] :

Teorema 11.10 (homomorfisme de Z en un anell)
[2, pag. 284] Sigui R un anell unitari 1 € R. L’aplica-
cio:

f:Z—-R:n—1n (11.14)

és un homomorfisme entre anells.

Teorema 11.11 (un anell unitari conté Z o Z,,)

[2, pag. 284] Sigui R un anell unitari 1 € R amb ca-
racteristica n > 0. Llavors R conté un subanell isomorf
a Z,. Si la caracteristica €s 0, llavors conté un subanell
isomorf a Z.

Demostracio. Sigui charR =n,1 € RiS =kl

k € Z}. Del teorema 11.10 tenim que f(k) = k1 és un
homomorfisme. Com que ker f = (n), on n és I’ordre
d’1 amb I'addicié i Z/ ker f = Z/(n) = Z, = S, perel
teorema 11.2, pag. 27 tenim que també €s la caracteris-
tica d’R. Si R té caracteristica 0, llavors S = Z/(0) =
Z. O

Teorema 11.12 (F conté Z,, 0 ()

[2, pag. 285] Sigui F' un cos commutatiu (field). Lla-
vors si la caracteristica d’ F' és p, F' conté un subcos iso-
morf a Z,. Altrament, si la caracteristica és 0, F' conté
un subanell isomorf al cos dels racionals, Q.

Tot i que Z no és un cos commutatiu, del teorema ante-
rior tenim que esta contingut en el cos commutatiu dels
racionals. Aix0 motiva el segiient teorema:

Definicié 11.23 (cos commutatiu quocient)

[2, pag. 286] Sigui D un domini d’integritat. Llavors
existeix un cos commutatiu /' anomenat cos quocient
que conté un subanell isomorf a D.

Demostracio. (esborrany) Definim
F={a/b : a,be Db +#0}

amb operacions: a/b + ¢/d = (ad + be)/(bd) i
(a/b) (¢/d) = (ac)/(bd). Llavors F és un cos com-
mutatiu. d

(11.15)

31

Exemple 11.10 (cos quocient) El cos quocient de Z|z]
és:

N

(z

P =2+ )90 € 2l g(o) £0).
(11.16)
La notaci6 estandard per aquest cos és F'(z).

~

11.3 Divisibilitat en un anell

En tota aquesta secci6 es considera un anell A que és
domini d’integritat.

Definici6 11.24 (Divisibiliat en un anell)

Siguin x,y € A amb x # 0. Es diu que x divideix y, o
que y és divisible per x, o que x és divisor o factor de
Yy, 0 que y és un miltiple de z, i s’escriu x | y si existeix
a € Atal que

y=azx,a€ A (11.17)

Propietats 11.3 de la divisibilitat en un anell

1. x|y siiy € (z), o equivalentment (y) C (z).

2. (z) = (y) = existeix una unitat a € U(A) tal que
y=ac.
Demostracié. (z) = (y) = y € (x) iz € {y) =
y=az,v=by=y=aby=ab=1,doncs Aés
un domini d’integritat. Per tant, a és unitat. O

3. Si un element no nul y € A no és unitat, denotem
div(y) al conjunt de tots els divisors de y. Tenim que
U(A) € div(y) i yU(A) € div(y), doncs si x és
unitat:

y=(yr Hr=az,a=yat € A zcU(A),
y=2"'(yz)=a(yr),a=x2""€ A, (yz) € yU(A).

Definici6 11.25 (ged, lem) (veure la definicié per els

enters en I’apendix A) Per x,y € A* definim:

e Maxim comu divisor (Greatest Common Divisor,
ged) d = ged(z,y) sid|x, d|yid és miltiple de
qualsevol altre divisor de x,y.

e Minim comid miltiple (Least Common Multiple,
lem): z = lem(z,y) si z és miltiple de z i y, i di-
videix qualsevol altre miltiple de x i y.

Propietats 11.4 del ged i lem [4, pag. 40]

Per un DIP A (veure la definicié 11.29), Va,y € A*:

1. z =lem(z,y) = (z) = (x) N (y).

2. z=lem(zy) =t =2y/z = ged(z,y).

3. d=ged(zy) = (d) = (z) + ().
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Exemple 6.2 (grup quocient Z/m Z)

El subgrup normal m Z del grup additiu dels enters Z
(és normal doncs Z és abelia), genera el grup quocient
Z/mZ. Veure la definicié6 de mZ en el teorema 2.4,

pag. 4:

Z/mZLZXZL/mZ — Z/mZ:
(a+mZ)(b+mZ)—a+b+mZ=
{0+mZ,1+mZ,---(m—1)+mZ} =

{0,1,---m—1} (62

on s’ha fet servir la notacié @ = a + mZ = {a+ mx :
x€Z}=A{-,a—m2,a—m,a,a+m,a+m2,---}.
Notar que amb aquesta notacié ab = (a+mZ) b+
mZ)=a+b+mZ= a+b.

Notar que o(Z/mZ) = mique Z/m7Z = {(1+m7Z) =
(i) és ciclic, amb element neutre 0= {04m7}, doncs
(1) = 0.

Definicié 6.1 Grup multiplicatiu dels enters modul n
(Multiplicative group of integers modulo n). Veure [3,
pag. 73]. El conjunt

Z,, ={a+mZecZ/mZ:ged(am) =1}  (6.3)
amb operacid

Zy, x Ly, — 7y, :
(a+mZ)b+mZ)— ab+mZ (64)

és un grup abelia amb ordre o(Z¢,) = ¢(m), on ¢(m) és
la funcié ¢ d’Euler (veure 1’apéndix C), i element neutre
{1+mZ}.

Per exemple, per m = 4, com que els primers relatius
amb 4 sén 1,3, es té:

73 ={1+4Z,3+47} (6.5)

o

Té 2 elements, per tant, és ciclic d’ordre 2. Z ,
sempre és ciclic. Veure I’exemple 7.7, pag. 18.

Notar que en (6.4) es fa servir el producte (ab+mZ),
ino la suma (a+b+mZ) com en el grup quocient (6.2)
de I’exemple 6.2. Per evitar ambigiiitats amb la nota-
ci6 de I’exemple 6.2 ara canviem la notacid i definim:
@=a+mZ Araab = (a+mZ)(b+mZ) =
ab+mZ=ab.

pero, no

Demostracio. Sigui G = 7Z2,.
1. G és tancat: Per ab € G tenim ged(a,m) =

ged(bym) = 1. Per tant ged(abm) =1 = ab € G.

).

2. Propietat associativa: (ab)¢=abc =a (b

3. Identitat: ged(1,m) =1€ G,1la=a=a

=l

Capitol 7. Morfismes

4. Inversa: Siged(a,n) =1 = 3sit :as+nt =1
(veure el teorema 13.9, pag. 38). Comque a s+nt =
l=>as+nt=1int=0,tenimas=as=1€G
ies conclou que a™! = s. O

Capitol 7
Morfismes

Definicié 7.1 Grups homomorfics (del grec homo,
“semblant” i morfic, “forma”). Un homomorfisme f :
G — G’ és una operaci6 (funcié) que preserva 1’opera-
ci6 del grup:

flab) = f(a) f(b),Vabe G (7.1

Definici6 7.2 Es diu nucli (kernel) d’un homomorfisme
fdungrupGa

kerf={a€G: f(a) =€} (7.2

on ¢ és I'element identitat de G'. Notar que f(e) = ¢/,
per tant, e € ker f, i el nucli amb el menor nombre d’e-
lements que es pot tenir és ker f = {e}.

Exemple 7.1 (kernel) La funcié
f:Z—7Z,:x— rxmodn

és un homomorfisme, i el kernel és ker f = (n) = nZ.
Clarament,

fla+b) =(a+Db)modn =
(amodn) + (bmodn) = f(a) + f(b), Va,b € Z

(I’operaci6 del grup Z és 1’addicid). A més
f(z) =zmodn = f(0) =0, Vx € (n).
Teorema 7.1 El nucli (kernel) és un subgrup normal.

Demostracié. Per ab € ker f tenim f(ab™!) =
fla) f(b™1) = ¢ = ab' € kerf, que prova que
ker f és subgrup de GG. Per provar que és normal hem
de provar que a ker fa=! C kerf, Va € G. Veu-
re el teorema 5.2, pag. 14. Pero si x € ker f, lla-
vors flaza™) = f(a) f(z) f(a™") = f(a) f(a™") =

fle)=¢€ =aza™' € ker f. O

Teorema 7.2 [3, pag. 77]. Un homomorfisme f és in-
jectiu (és a dir, és un monomorfisme) sii ker f = {e},
on e és I’element identitat de G.

11.2. Homomorfismes

Definicié 11.15 Anell quocient (factor ring) Sigui A
un anell unitari commutatiu i I C A un ideal propi d’ A.
Definim (veure el teorema 6.1, pag. 15):

A/l ={a+I:a€ A}, a+I={a+r:rel} (11.5)
que és un anell commutatiu amb les operacions:

Il+[2:{7’1+7”2
]1'[2 = {7’1 * T

: 7"16[1,7"2612}
: Tlell,Tgelg}

(11.6)
(11.7)

on I’element neutre de la suma és 0 + /, i del producte
1+ 1.

Relacié d’equivaléncia Notar que un Ideal I permet
definir la relacié d’equivaléncia (veure la definicié 1.1,
pag. 1):

a=bsiia—bel (11.8)

El conjunt a + I = {a+r : r € I} és una relacié
d’equivalencia de I’element a € A. Per aquesta relacié
d’equivaléncia també es fa servir la notaci6

amodl =a+I={a+r:rel}. (11.9)

Per aix0, I’anell A/I s’anomena anell de classes de res-
tes modul 7 [4, pag 26]. Notar que:

11:a1+]:{a1+r:r61}
11+I2:(a1+1)+(a2+1):(a1+a2)+I:
{ar+ag+r:rel}
11[2:(a1+[)(a2+l):(a1a2)+fz
{araa+r:rel}

Definicié 11.16 (representants de les classes) (coset
representatives) Sigui A un anell unitari commuta-
tiu i I C A un ideal propi d’A. Els represen-
tants de I’anell quocient A/l és el conjunt d’ele-
ments a; € A que donen lloc a diferents elements de
A/l ={a;+1:a;€ A}, a;+1={a;+7r:rel}

Exemple 11.8 (representants d’un anell quocient)

[2, ex. 11, pag 265] Considerar I’anell A = Z[i] /(2—1),
on Z[i] és I'anell d’enters de Gauss (veure la defini-
cio 11.1) i (2 — 1) I'ideal principal generat per 2 — i
(veure la definicié 11.14). Hem de buscar els elements
(representants) a + bi € Z][i] tals que donin lloc a
conjunts a + bi + (2 — i) diferents. El fet de que
2 —i+(2—1) = 0+ (2 — i) implica que, pel que fa
els representats, 2 — ¢ = 0. Esadir,2 =i = 4 =
—1 = 5 = 0. Es conclou doncs, que els elements
de A = Z[i] /(2 — i) seran de la forma a + (2 — i),
on a és un enter. En particular: A = Z[i] /(2 — i) =
{04+(2—14), 1+(2—1i), 24+ (2—1), 3+ (2—14),4+(2—0) }.
Es a dir, A = Z[i] /(2 — i) és isomorf amb Ianell Z;.
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Definici6 11.17 Ideal maximal [4, pag. 29] Sigui A un
anell unitari commutatiu i / € A un ideal. I és maximal
si compleix qualsevol de les segiients condicions equi-
valents:

1. A/I ésun cos.

2. I és un ideal propi i no hi ha altre ideal propi que el
conté.

Definici6 11.18 Ideal primer Sigui A un anell unitari
commutatiu i / € A un ideal. [ és primer si compleix
qualsevol de les segiients condicions equivalents:

1. A/I és un domini d’integritat.

2. I és un ideal propi i Vz,y € A, si zy € I llavors
zeloyel.

Demostracio. Sixy € I = zy+1=1=0+1 =
(x + I)(y + I). Per tant, pel que fa els represen-
tats, zy = 0. Al ser A/ un domini d’integritat, o
bér =0 = 2+1 =0+4+1 = x € I, obé
y=0=>y+I=0+1=yecl O

Teorema 11.5 (R/I DI sii I primer)

[2, pag. 268] Sigui R un anell commutatiu amb unitat
i I unideal d’R. Llavors R/I és un domini d’integritat
(DI) sii [ és un ideal primer.

Demostracié. Sigui D/I DI amb ab € I. Llavors
(a+1)(b+1I)=ab+1=1,Telement 0d’ R/I. Per
tant,obéa+I =Tob+ 1 =1,ésadirL,obéa € ]
ob € I. Aixi doncs, I és primer. Per provar el contrari,
s’ha de provar que si I és primer, R/I no té divisors de
0. Perdsi(a+1)(b+1I)=1,0béa+I=To0b+1=1.
Pertant, (a 4+ I) o bé (b+I) és 'element 0d’R/I. [

Teorema 11.6 (R/I és un cos commutatiu sii / maxi-
mal)

[2, pag. 268] Sigui R un anell commutatiu amb uni-
tati I un ideal d’R. Llavors R/ és un cos commutatiu
(field) sii I és un ideal maximal.

11.2 Homomorfismes

Definici6 11.19 Homomorfisme entre anells De forma
semblant a I’homomorfisme entre grups (veure la defini-
ci6 7.1, pag. 16) un homomorfisme f : A — B entre dos
anells unitaris commutatius A i B és una aplicacié que
compleix Va,b € A:

L fla+b) = f(a) + f(b)

2. fab) = f(a) f(b)

3. f(la)=1p
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Solucié6 Com que Z és abelia, £ és un subgrup nor-
mal. Per tant, per el teorema 7.3 es té que Z/F té es-
tructura de grup. De fet, Z/E = {E,FE + 1}, doncs
un enter és parell o senar. L’element neutre és e = F,
doncs E+(E+1)=F+1,iE+FE=FE. Amés E? =
E+E=E=ci(E+1)??=(E+1)+(E+1)=FE=ce.
Pertant, Z/E = {E, E + 1} és un grup ciclic d’ordre 2.

Definicié 7.3 (Tipus d’homomorfismes) Existeixen ti-
pus especials d’homomorfismes segons f sigui:
e Surjectiva (onto), i es diu epimorfisme.

e Injectiva (one-to-one), i es diu monomorfisme.

e Surjectiva i injectiva (bijectiva), i es diu isomorfis-
me.

El cas d’un isomorfisme és especialment rellevant i s’-

explica en més detall a continuaci6.

Definici6 7.4 Grup isomorf (del grec iso, “igual” i
morfic, “forma”) Un isomorfisme f : G — G’ és una
bijeccié que preserva I’operaci6 del grup:

flab) = f(a) f(b),Vabe G (7.5)

Si existeix un isomorfisme f entre G i G’ es diu que els
grups G i G’ s6n isomorfs, i s’escriu G = G'. Notar que
els rols d’'un homomorfisme i un isomorfisme sén molt
diferents. Un homomorfisme pot simplificar un grup, tot
i mantenir algunes caracteristiques. Dos grups isomorfs,
en canvi, son identics des d’un punt de vista algebraic.

Test d’isomorfia Per comprovar que dos grups sén
isomorfs cal:

1. Definir la funci6 f entre els grups.

2. Provar que f és injectiva (one-to-one).

3. Provar que f és surjectiva (onto).

4. Provar que f preserva I’operacio:

flab) = f(a) f(b), Va,b € G

Exemple 7.3 (isomorfisme 27)

El grup G format per els reals i la suma és un isomorfis-
me del grup G’ format per els reals positius i la multipli-
cacié amb la bijeccié f(z) = 2%, doncs

f(@) f(y), Yoy €R

Exemple 7.4 (23 no és isomorfisme)

La funcié f : R — R : 2 — 2® no és un isomorfisme
de G = (R,+) a @ = (R,+), doncs, tot i que f és
bijectiva, (z + y)® # 2® +4°, Vo,y € R.

fla+y) =27t =279 =

Capitol 7. Morfismes

Teorema 7.4 Dos grups ciclics G1 = (a), G2 = (b) del
mateix ordre sén isomorfs amb la bijeccio

f:Gi—=Gyra" ="

Demostracié. Obviament f és bijectiva, i f(a™ a™) =
f(aerm) = pruitne — pni pne — f(a”l) f(ang) O

Exemple 7.5 (isomorfisme dels grups ciclics)
Qualsevol grup ciclic infinit és isomorf del grup Z,
doncs la bijecci6 a* — k és un isomorfisme. Igualment,
qualsevol grup ciclic {a) d’ordre n és isomorf del grup
additiu dels enters modul n (Z,, = {0,1,2,---(n —1)})
amb la bijeccié a* — kmodn. També és una conse-
qiiencia immediata del teorema 7.4.

Exemple 7.6 (Z,, =~ Z/nZ)

El Grup additiu dels enters modul n (Z, =
{0,1,2,--- (n—1)}) és isomorf del grup quocient Z/n Z
(veure la definici6 de Z/n7Z en 6.2, pag. 16). Es una
conseqiiencia immediata del teorema 7.4, doncs Z,, i
Z/n Z sén ambdds ciclics del mateix ordre n (veure 2.5,
pag. 516.2, pag. 16, respectivament).

Exemple 7.7 (isomorfisme de szv)

El Grup multiplicatiu dels enters modul n (veure 6.1,
pag. 16) és ciclic sii n = 1,2,4,p* 2 p* on p és un primer
major que 2 i k un enter positiu. Com que o(Z2) = ¢(n)
(veure C), per els valors p* es té:

Ly = Loy = Lyr1-1/p) (7.6)

Teorema 7.5 Sigui m = njng ---ng, on n; son enters
positius. Llavors el segiient producte directe de grups
(veure 2.16, pag. 7) és una isomorfia sii n;,n;, i # j sén
primers relatius

Iy = lipy X Ly X -+ Ly, (7.7)

Zy, és el grup additiu dels enters modul n;: Z,, =
{0,1,2,---(n; — 1)}.

Demostracio. Z,, és ciclic (veure I’exemple 2.5,
pag. 5), i el producte directe de grups ciclics és ciclic
sii els ordres dels grups soén primers relatius (veure el
teorema 2.19, pag. 8), O

Teorema 7.6 (Un subgrup i el seu conjugat sén iso-
morfs)

Sigui G un grup, H un subgrup de G i a € G. Definim
la funcié

f:HaH*=a'Ha:h—a'lha.

Llavors els grups H i H® sén isomorfs.

Capitol 11. Anells

Definicié 11.8 Domini d’integritat (integral domain)
Es un anell unitari i commutatiu que no té divisors de
Zero.

Una propietat fonamental d’un domini d’integritat és la
cancel-laci6 (veure el teorema 2.2, pag. 3). Es a dir:
ba=ca=b=c

Demostracio. ba = ca = (b—c)a =0 = b =c
perque @ no és divisor de 0. O

Exemple 11.3 (Z,) Z, és un anell commutatiu unitari
amb I’addici6 i multiplicacié modul n amb unitats:

U(Z,) ={0 <k <n : ged(kn) =1} (11.1)
Clarament, si ged(k,n) = 1 llavors existeixen a,b € Z
tals que ka + nb = ka = 1 (modn). Per tant, k és
unitat. Notar que o(U(Z,)) = ¢(n) (veure la definicié
de ¢(n) en I’apendix C, pag. 38)). Deduim, doncs, que
només en cas que n sigui primer tots els elements de Z,,
seran unitats i, per tant, Z,, sera un domini d’integritat.

Si n no és primer, tots els elements de Z,, que no sén
unitats s6n divisors de zero. Clarament, si ged(k,n) =
d,d > 1lavors k = sdik(n/d) =sd(n/d) =sn=
0 (modn).

Definicié 11.9 producte d’anells Siguin els anells A,
B anells unitaris commutatius. Llavors C' = A x B és
un anell unitari commutatiu amb les operacions

((ll,bl) + ((Lz,bg) = (a1 + (Lg,bl + bg)
(ah bl) (1127 52) = (a'l az, by bz)

i0c = (04,04), 1c = (1a,15). El producte d’anells

sempre té divisors de zero, doncs (a,0) (0,b) = (0,0),

amba # 0,b # 0.

Una propietat del producte d’anells és
U(C) = U(A) x U(B) (11.2)

on U(A) és el conjunt de les unitats d’A (veure la
def. 11.3).

Teorema 11.1 Un domini d’integritat finit és un cos
commutatiu (field [2, pag. 251]). Esborrany de la de-
mostracié: Al ser finit hi ha d’haver ' = a’ per
i > j. Per tant, ¢’ 77! és I’element invers d’a, doncs
a’7~1a = 1. Notar que un domini d’integritat infinit no
és necessariament un cos.

Corol-lari 11.1 Per a un nombre primer p, Z,, és un cos
commutatiu (field).

27

Demostracio. Per el teorema 11.1 basta provar que Z,
és un domini d’integritat (no té divisors de zero). Si
a,b € Z, amb ab = 0, llavors a b = k p per algun enter
k. Llavors, per el lema d’Euclidi (veure 1’apendix 13.10,
pag. 38), p divideix a, o b, que no és possible. Per tant,
a = 00b=0. Corroborem aixi el que ja haviem obtin-
gut en I’exemple 11.3. O

Definicié 11.10 Cos de fraccions d’un domini d’inte-
gritat Es un anell unitari i commutatiu que no té divisors
de zero.

Definicié 11.11 Caracteristica d’un anell, char A. Si-
gui un anell A. Es el menor enter n tal que nx =
T+ M +x =0, Vx € A. Sino existeix, es diu que
la caracteristica de A és 0.

Exemple 11.4 (caracteristica d’un anell) Per el suba-
nell A ={0,3,6,9} de Zp esté 42 = 0 Vo € A. Per
tant, char A = 4.

Analogament, char Z = 0 i char Z,, = n.

Teorema 11.2 (Caracteristica d’un anell unitari)

Sigui un anell unitari A. Si 1 té ordre infinit respecte
I’addicid, aleshores la caracteristica de A és 0. Altra-
ment, si 1I’ordre €s n, la caracteristica és n.

Demostracio. Si 1 té ordre n per a ’addici6 es t€ 1 +
n
-+ 41 = 0. Per tant:

n
nNr=x+--+r=
n
=lz+--+1la=

:(1+'n'+1)x’:
=0)xz=0 O

Teorema 11.3 (Caract. d’un domini d’integritat)
La caracteristica d’un domini d’integritat €s 0 o un
nombre primer.

Demostracio. Suposem que 1 té ordre n on n no és
primer. Aleshores n = st, 1 < s < t < n, i
0 =nl = (st)l = (s1)(t1). Aixd implica que
sl =00tl = 0. Pero aix0 no és possible perque n
és el menor enter tal que n1 = 0. Per tant, n = st,
1 < s <t < n,no és possible, és a dir, n és primer. [

Veure més exemples d’anells i propietats en la taula 13.2
de [2, pag 254].



w
OrL) T=(wypsB T—w--g=1'—1=y
ZU+ Ty U+ T guf7 — guf7 [

[BULIOJ
B[ 9p UOS sowsyIowouow s[d anb noouos s9 ‘g, opd
-wox?, ] 93dwod ud juruay, "oSueide| op eura109) rad ‘u
= (zu/7z)o npiaip op ey anb w = ((zwi/7) f)o souop
wua], “zu/7 op dnidqns un 1os op ey onb ‘(7zwi/7) [
= Ju 5 gu/z = [©/(zw/7) wu (5L ew
-9109)) eYIOWOSI,p ewaIod) Jownd [0 g (9] ‘Sed
‘7’L ewaIo0d)) {9} = [ 10y sioAe]] eAnoofur s9 [ 1S
gu/7 < w7 [ m3Ig ([g8 Sed ‘c] amoa)  opNIOS

U/ 7 17/ 7 d1uR (SWsyIowouour) sniodf
-ur sewsgrowowoy s[o renoe) [£8 Jed ‘46 X0 ‘¢]

(Zu/7 Y Zuw/7 31yua sowsgIowouour) (1° dduwaxy

“SJURIQJIP SawsyIoWowoy (U ‘w)pas = p ey 1y ‘Jue) 10g

(6'L) “(u'w)pos =p ‘1 —p~~-‘0:¢‘§¢: o
ZU+TY — g+ T gulg — g7 i

:sndn [op uos Zu /7 1 7w/ 7,
anua sowsylowowoy s[g ([98 Jed ‘c] amndA)  ordNjOS

WADYAYALY/
anue sawisylowowoy S[ Je[nore) 48 Sed ‘4'6'7 "X ‘€]
(Zu/7, 1 7w /7 313ud SaWSYIOWoWoy) £ djdwaxyy

‘g 9IpIO p
dni3qns deo 91 ou 7y ‘¢ Sed 7 o[dwaxa [ us IsIA BY
-.s wod ey ‘Qnbrad ‘o[qissod s9 ou QxIe Q1 9 = €
= (8s)o = ((¥5)/)o que '}/ ,p dnidqns un ewes (55)/
quey od *(£9)/ = £¢ = J 109 /fg wuQ) (6, vUIAIO
-9) BYIOWOSI,p Bwa10d) Jowid [0 194 (9] ‘Jed ‘7', vw
-01091) {9} = [ 10y s1oae[[ eANOS[UI 59 [ IS ON[OS

$y < g ¢ f nnoaf
-ur swsgyIowowoy un X19)sixy [+ ‘Sed ‘e'9g ‘qoid ‘¢]
&'V < £g : J npoalur swsyrowowoy) g/ djduwdxyy

0 ‘[cg Bed *cJuooro
-BI)SOWAP B[ 2INIA ‘S[[LJIP SIW B Idd *£) 9P dWSYIOWOS]
un s9 1dni3 op v1moNNs? 91 [ 10y /) onb 91 59 ¢/ BWAL
-09) [0 1ad ‘sowr 5 op Teunou dni3qns un s9 [ 10y
onb '/ BWOI0d) [Op IBPIOORY (SQQSQ) “O1ODAISOWI(]
"BUIAI09) Isonbe
ensny-1 21 Sed ‘7', em3y ey ((9)))o = (f 1 /D)0
anb eorjdwr oxre anb 1ej0N () = [ WI Op JIOWOST S
J 10% /) SIOAR[] ‘QWISYIOWOWOY UN §9 5 < 5 : [ 1§
(RYJIOWIOS], P BUIAI0J) JAUILIJ) 6L BUIAIOJ],

6l

fwr s (IJi x)f
(- f (@)f = (D) (2)f = 1-qv swoneyy “(h)f
= q ‘(z)f = v 15 souop ‘H op dni3qns un s9 [T

(8L O ={p3z:(2)f}=fu
‘e f op aSyewnt nip sg §*L oPIUYIQ

-nnenwrad dnid un p jrowost s9 dni3 jog,
(A314e)) §°L eUIAIOI],

“ op
JIOwoSI 89 ‘g = j¢ a1pIo quie ‘g ‘apdwexs 134 47 0 %y
9p JIOWOSI $9 £) SIOAR[T] ‘g 9p Jofew Jownd a1quiou un
spduo ‘dg = (H)o que dni3 un 5 IS £’/ BUIAIO],

‘[18 "Sed ‘¢c] 1[871 Sed ‘7] uo suoroenSOWAP SI[ AINSA

*sjIowost uos ( X)fizg 1 (X )firg sioa

-B[[ ‘SJUQIS[O U qUIE S)IUY sHUNfuod sop ugs {1 Y IS ‘6
*QIPIO BPED 9P SIUAWI]

-9,p IqUIOU XIJBW [0 U9 ,H) 1 ) sytuy sdniS e 1o g
O ud (p)f =, onb suoronjos op

AIquUIou XI9jew! [ UdUd) H) Ud D = 311? SHO!OEI’IbQ ST L

D3 vA((D)f)o = (v)or(n)o=(9)o 9
"9 S 0y pquie)
QPP $9 H 1s ey 1 ((n)f) = Hus(p) = H ¢
9 89
oy 9quIe) ‘gIdqe 9 H 1s quey _d 9 3 (9)f ()
uos Of quie) ‘SNHEINWWOD U0S £ S ¢D IS 'p
:xernonred ug "(sdnid op er109) Bl
ap) syerardord soxrorew sof uQUQ) syrowost sdnis soq ‘¢
D = o Iad wou
-9p $3 1 sjrowost sdnag uos 5 1 1) anb jusworduwis
nIp $3 OXIB 19d “H) B ) 9p dWsyIowost un sy . [ ‘¢
*QWISYIOWOWOY $9 9qUIe) SWISYIOWOS] un
SOUOP ‘]°/ SQWSIOWOWOY S[3p SI[ anb soxrojew soT |
sowsyIowost s ¢°L syeydrdoag

‘9 3ed ‘0 "z u9 ye3nfuod dni3qns 9p OIOTUYAP B[ INSA

O ‘otoerado [ earesard [ quey 14 *(%y) [ (*y)f
=%y o) (0 0) = (PR ly) v = (Fyly)f g
“eAnoalins s J Jue) 104
iy v = (T)f : H > YE SI0AYIT "4 > T M3 T
‘eAnROafur s9
J onb eaoxd 7'/ eworoa) [0 1od ‘onb {0} = [ 1oy
Wey g 9 =Y < 9 =0y, D<= [ DY ]
“019DIS0UI(]

sowisgIopN 7 [oyde)

Wy
‘0# fiundrexad ) = fizonb ey .y > 7 0 # ¥ uow
-9[0 Un SH (LOS141P-0.192) OIIZ IP JOSIAI(] L T OIIUYI
"p121f 9p OIdIUYAP B[ qUIE XISPIOUTOD SO
‘sed Jsonbe U ‘MNEINUWOD [[QUE,P OIOIPUOD B[ G [ OID
-Iuyop e[ B JUIS9fe $00 USXIQUYIP sIoIne suns[e 'y ION
“(sp12
-1f) SNIEINUWOD SOSSOD UOS ‘SaXA[dUIOD T STEa ‘S[eUOIoRT
S[p D A ‘O swunfuod sp ‘odwexs g .3 = (M)
Ip B S JBIIUN S9 OIOZ OU JUSWIA[S 10} UO NNERINUIIOd
uejun [eue un s [06g Sed ‘7] prawd 9°TI 9P
*QIOBNUIIUOD
' JIUYSP ‘pJaif op OIOIUYIP B[ qUIE XIOPIourod anb ‘np
-BJNUWWOd S0d un Jod WAIesSaIoul SUQ JUSWBUWLION
WM =000
IIp © S JeIIUN $9 0I9Z OU JUSWS[S 10} U0 37 LIejIun [[oue
un s9 soo un ‘so[nered sane quy "dni3 un s9 jonpoid
[0 que 37 onb Jer 37 [[oue un sp S0 G OPIUYI(
O 02 =0(c Sed
‘7’7 9INOA) OIOR[-[90UERD Op BWIAIOd) [@ Jod 1 v + (oD
=(+0)p=00=02+0Il6cT Sed Tl owvusowsq

1=(1-)(1-) 9
n—=v(I—) ¢
‘Lelun s9 IS

2q—op=2(Qq—p)1oD—qD=(2—q)D
qv = (9-)(v—) ¢

(qm)—=q(0-) = (4-)7 T
0=20=07"1

¥ 3 9¢'v 1Y [[oue [ mM3IS
S[[oue s[op 11T seyardoag

“(¢1 pow) 6=18=6"6
‘(g1 pour) 9=%3=6-9
‘(z1 powr) 0=9¢=9-9
‘(g1 pou) €=12=6¢
‘(g1 pour) 9=81=9-¢
‘(g1 pou) 6=¢-¢
‘(g1 pour) 6=¢—=6—-9
‘(1 powr) 9=9-=06—¢
‘(g1 pour) 6=¢—=9—¢
‘(g1 poun) €=6—=6—-0
‘(z1 pour) 9=9-=9-0
‘(g1 pou) 6=¢—=¢-0

:2lz op reueqns un s9 {6 ‘9 ‘e ‘0 }
(¥ 3p 1Pueqns) g1 dAdwaxy

s[uy [ [oyrde)

‘I T[oue un p s[oueqns uos 7 1 {(} anb rejoN
'S 3 q'vA
S 2qv ‘S > q—nupesyg -opeddnmu I eisar
oroerado | quie jeoue) S IS [[oUBqNS S |/ [[oUB Un.p §
3inq ou junfuooqns un) [pg "Sed ‘7]  [[Pueqns Ip IS,

'}/ onb suoroerado sox19)
-BW $O[ qUIB [[oUE S anb [e] |/ [[oue un p ¢ junfuoogns
un sp [0y ‘Sed ‘] (Sutigns) [pueqng T 9K

(2)6 (2)f = (2)(6 1)
1 ()6 + (7)) = ()(6 + [) uos suoroerado so]
‘T = (z)/ juesuos orouny e[ & [en31 ajonpoid [op on
-NJU JUSIR[S qUIE LIB)IUN NIE)NUINIOD [[SUE UN SP [eI
9[qeLIBA 9P S[BAI SINUNUOD suotouny ap (Y{)D =7 e

“I— 1T UOS SIBIIUN SO 7 D @D U0 “2q + D SX
-o[dwoo sarquiou [9 12d jewioy T e [en31 jonpoid [op
QINOU JUSWIA[A qUIE LIBIIUN NIEINWIWIOD [[AU.,[ S [2]7
(s12827u1 unissnps) fo Suii) ssnesy Ip SINUI, P [[UY e

'SJeIIUN QSUQS NI)
-BINWIWOD [[ouk un s9 (s[[ored s1oua s[op wunfuod) 7z e

: ([) (I) JejIun Qe (NEINWWOd ou) [[oue

un s SIOWUA,P g X ¢ SNLIBW s3] ap ()¢ unfuod [ e

T = () yeyrun qure stwourjod op oroeard
-n[nwW I OIOIPpPe, [ qUIE LIBIUN NIEINUIIOD [[QUE UN $9
(Te9I 9[qELIEA T SIQUD SIUIOYR09 op stwourjod) [7]7 e

“u [npour oroeorjdnnut
1 OIOIPpE,[ qQUIE LIB)IUN NIBINWWOD [[UB Un $9 “7 e

“T— 11 sjeun quie oroeordy
-[nuwi 1 QIJIPPE, [ qUIB LIBJIUN NHRINWWOD [[QUB UNSY 7 e
[8¢z Sed 7] (sque) 11T dpdwaxy

-91onpoad [9 1od
dni8 un s9 1 ()  1od e10UAP SO I/ O SILITUN ST $3)0) AP
Jun(uod [g *orun s JUSWIA[A UN P SISAUL,[ “IISIXd P SBd
uo ‘onb rejJON ‘T = fiz ‘mp ' sg "o1onpoid [0 9joadsar
V 2 (- = fi S19AUL JUSWS[D %) onb ¥ 3  juowopd
un s J/ LeJun [[Sue un.p (pun) yeyun €11 opmuyaq

*T 1od WAIL)OUIP [0 9NNV JUSWII[ T
"V ua (£11um) annau Juawdd 93 93onpouad [ anb o ud
[[ouE un s (Surs Lmwpun) WIeUN [PUY T OMUYIQ

NIEINUWod
[PuUV nIp so eanenurwod jeyardord ey 91 ajonpoid [o 1§

9¢



20

Per tant, el nombre de monomorfismes és la funcié ¢(m)
d’Euler. Veure I’apendix C.

Exemple 7.11 (epimorfismes entre Z/mZ i Z/nZ)
[3, ex. 2.9.4, pag 88] Calcular els d’homomorfismes sur-
jectius (epimorfismes) entre Z/mZ i Z/nZ.

Solucié (veure [3, pag 88]) Sigui f : Z/mZ — Z/n’Z.
Si f és surjectiva llavors im f = f(Z/mZ) = Z/nZ.
Per tant (Z/mZ)/ker f = im f = Z/nZ = [Z/mZ :
ker f] = n i, per el teorema de Lagrange, m/o(ker f) =
n. Es a dir, m és un miiltiple de n. Tenint en compte
I’exemple 7.9, es conclou que els epimorfismes sén de

la forma:

f:Z/mZL — Z/nZ:x+mZ— kx+nZ
k=4,i=0,---n—1, ged(i,n) =1. (7.11)

Per tant, el nombre d’epimorfismes és la funcié ¢(n)
d’Euler. Veure I’apendix C.

Exemple 7.12 (primer teorema d’isomorfia)
(Veure [3, 2.96, pag. 91] per a més detalls) Sigui

€:S, = Uy={1, —1}:

a—ela) = {1_1

Veure la definicié de permutaci6 parella i senar en el te-
orema 3.6, pag. 10. Llavors, el grup altern A,, (veure la
definici6 en 3.3, pag. 10) és:

« és una permutacio parella,
a és una permutacio senar.
(7.12)

A, =kere={a €S, ela)=1} (7.13)
A, és un grup normal de S,,. Llavors, per el primer te-
orema d’isomorfia: S,/ kere = S, /A, = U,. Per tant
[Sn 0 Ay] = 0(Sn/An) = o(Us) = 2. Per el teorema de
Lagrange tenim o(S,,)/o(4,) = 2. com que o(S,,) = n!
es conclou que 0(A4,,) = n!/2, tal com es va deduir en la
definici6 de grup altern 3.3, pag. 10.

Teorema 7.10 (Segon teorema d’isomorfia)
Siguin N i H subgrups normals d’un grup G tals que
N C H. Llavors H/N és subgrup normal de G/N i

(G/N)(H/N)=G/H (7.14)

Veure la demostracié en [3, pag. 98].
Teorema 7.11 (Tercer teorema d’isomorfia)

Siguin N i H subgrups d’un grup G, N subgrup nor-
mal de G. Llavors H/N és subgrup normal de G/N i

Capitol 8. Teoremes de Sylow
1. HN N és subgrup normal d’H.
2. H N és subgrup de G.
3. N és subgrup normal de H N.
4. (HN)/N=H/(HNN).
Veure la demostracié en [3, pag. 99].
Teorema 7.12 (Quart teorema d’isomorfia)
Siguin H; i Hy subgrups d’un grup G, N; subgrup
normal de H; i Ny subgrup normal de H,. Llavors
1. Ny (Hy N Hy) i Ny (Hy N Hy) sén subgrups de Hy i
H,, respectivament.
2. N (H; N Ny) és subgrup normal de Ny (Hy N Ho) i
N5 (N1 N Hy) és subgrup normal de Ny (H; N Hy).
3. (HiNNy) (N1NHy) és subgrup normal de (H, N Hy).

Ny (H, N Hy) /Ny (H N Ny) =2
Ny (Hy N Hy) /Ny (N7 N Hy) =
(Hy N Hy)/(Hy N No)(Ny N Hy)

Veure la demostracié en [3, pag. 101].

Capitol 8
Teoremes de Sylow

Teorema 8.1 (Primer teorema de Sylow)

Sigui G un grup finit, p un nombre primer i p* la major
potencia de p que divideix o(G). Llavors hi ha al menys
un subgrup de G d’ordre p*. Si H és un subgrup de G
d’ordre p*, llavors H es diu un p-subgrup de Sylow de
G. En general, un grup d’ordre igual a una poténcia d’un
nombre primer p es diu un p-grup. Aixi, un p-subgrup
de Sylow H d’un grup G és el p-grup maximal en G.
Veure la demostracié del teorema en [1, pag. 130], [2,
pag. 407] o [3, pag. 175].

Teorema 8.2 (Segon teorema de Sylow)

Sigui G un grup finit, si H és un subgrup de G i o(H)
és la potencia d’un nombre primer p (és a dir, H és un
p-grup), llavors H esta contingut en algun p-subgrup de
Sylow de G. Veure la demostracié del teorema en [1,
pag. 131], [2, pag. 408] o [3, pag. 175].

Teorema 8.3 (Tercer teorema de Sylow)

Sigui G un grup finit, p un nombre primer i o(G) =
mp¥, tal que p no divideix m. Llavors el nombre n,
de p-subgrups de Sylow de G' compleix: (1) n, divi-
deix m i (2) n, — 1 és un miiltiple de p. Notar que
n, = 14 kp, per algun enter £, i en aritmetica mo-
dul p es t€ (1 + kp)modp = 1. Per aixd també es
diu que n,, és congruent a 1 en aritmetica modul p, o

Capitol 11. Anells

2. Ara repetim el procés anterior, perd per la primera
columna. Es a dir, posem els coeficients a;;, j =
2, - - - k en la forma (notar que per simplificar la nota-
ci6, denotem els elements de M després del pas an-
terior per a;;):

a;;] = /\ia11+c,,~1,i:2,~~-k, 0<¢1 <an
(10.18)
Esa dir, restar a fila ¢ A\; vegades la fila 1. Si ¢;; ja és
multiple de a1; (¢;; = 0), aquest pas és innecessari.
Tenint en compte la proposicié 10.2.2 tenim que

ri=mr

o i X
ri=ri— AT, 1 =2,k

és un sistema generador minimal de R(S). Ara con-
tinuem igual que el pas anterior per aconseguir que
a1, 1 = 2,---k sigui un miltiple de aq;, és a dir
ap = p;agp, ¢ = 2,---k. Aixo ho podem fer per-
mutant les files (equival a renombrar els generadors i
relacions). Com que de la proposicié 10.2.2 es té que

s
51

!
i

T

== T, =200k

és un sistema generador, apliquem aquestes operaci-
ons per deixar:

ay b - biy

0 b -+ brn
M@ R)=|,

0 brz - bpn

i a continuacié retem multiples de la primera colum-
na de les altres per aconseguir:

aiy 0 ce 0

0 by - by
M(S'R)y=|. 2 7

0 bk’? e bkn

3. Ara hem d’aconseguir que a1; en la matriu anterior
divideixi tots els altres elements no nuls de la ma-
triu. Per exemple, si a1; no divideix by, llavors apli-
quem el meétode del primer pas agafant els elements
((Ln NUYIEE bz,k)~

4. Repetim els passos anteriors a la submatriu:

by - bay

bz v b

25
5. Reiterem el procés anterior fins aconseguir la for-
ma (10.16) desitjada.

Resumint 1’algorisme anterior, es tracta d’aconseguir la
forma desitjada (10.16) amb les operacions: canvi de
signe dels elements d’una columna, permutacié de files
o columnes, i resta de multiples de files a altres files, o
columnes a altres columnes.

Exemple 10.2 (coef. de torsié i nombre de Betti)
[3, ex. 7.14.4, pag. 353] Donat el grup amb presentacio:
G = <$1,$27$37I4 :
6$2 — 9I2 — 3[]34 =
12.’1}1+24,’L‘2 -+ 9’113 + 9.’154 =

Calcular els coef. de torsié i el nombre de Betti.

Solucié  Aplicant el meétode anterior tenim:

12 .24 9 9 3 15 0 9

30 42 45 27| — [3 -3 18 27| —

0 6 -9 =3 3 15 -6 =3

3 156 0 9 3 0 0 0

0 —-18 18 18 | = |0 =18 O 0| —

0 0 -6 -12 0 0 -6 -12
30 00
06 0 0
00 18 0

D’on tenim:
G=Z/3LxZL/6L x L/18Z x Z

amb coeficients de torsié 3,6,18 i nombre de Betti
B(G) = 1.

Capitol 11
Anells

Definici6 11.1 Anell (ring) és un conjunt A amb 2 ope-
racions (suma i producte) que compleixen:

1. Amb la suma A es un grup commutatiu. L’ele-
ment neutre de la suma es 0 i denotarem A* =

A\ {0}.
2. El producte té la propietat associativa.

3. El producte té la propietat distributiva sobre la su-
ma. Esadir, (z+y)z=22+yz, Vry,z € A



S - - - L T = (5)0 1 So1UN UYs “ul - - - Tut T
saIquiou S[@ ‘sl TThu XTOpIAIp fw eped uo

(16) »‘mZ Lo X Z‘ULZ X IzuZ = O

anb spey “w - - - ‘% ‘Tws snisod
SIOJUQ UAXIA)ISIXD sI0AR[] Uy erjoqe dnig un 5 m3ig
(1901 "Sed ‘1"z owrsodoxd “¢] o
[zzz "Sed ‘7] 2moa) Ixte Ie[nuuIojar jod o BUIAIOD) [9
‘c'6 ewdl [0 dwod (9 jutu) 1 (g1 Jed ‘G ojdwoxa, ] a1
-NAA) Y77 © JIOWOSI §9 U 9IpIO p O11910 dni3 un onb wo)H
[81¢ "Sed ‘1°1[ ewoI0a)
7] amap 5 epeod e 1ad o1un s9 o110 sdnid s[op saIpio
S[9 1 SOULId) 9P AIQUIOU [ ‘SPUI Y "(SIUQIQJIP JUSWERLIES
-s909u ou) srowtd sarquiou Jp sa1oul0d JIPIO P SII[IIO
sdnug op a30a11p 91onpoid [9 s9 ) Nuy erjeqe dnis jo,
‘Sjuy sue
-1[9qe sdnig 9p eINPNIISI P BUIDIOI], [°6 BUIAIOJ],

*SJIOUWIOST URIAS 1) 1 LX) ‘jue) I9g
‘(61 "Sed ‘7', sowsgrowost s[op syejardord s9f a1naa) 1o
onb 21p10 XIo)RW QUIE SJUSUWID[S S[O BIPUN I BI[OQR BIOS
fry x iry x Wiy — ey sdnig sysenbe,p 9)0011p 9jonp
-o1d g Fwry <Py <ty go11o10 sdnig [ WIUIQO ‘Sueqe
197 ey,s wod ‘snnefar srownd urn3is onb euioj op $10)
-oeJ s[9 JuedniSe 019d (67 BUISIOD) [9 2INAA) SNIIR[AI
stowrid ugs ou 77 sdni3 s[op sIpIO S[o SOUOP DI[OId BILX
-9s ou 15 anb IRION 277 X &7 X V7 X Er7 X Lerg x Sery x Ty
= 5 oudue 9[dwoxs, | jumseg ‘srowrd saiquiou
S[op sorouiod S © [en31 IpIop SO0 sdnid wruo)
onb wosodng juenSes e[ s9 'wI[ 3senbe, p jeymn B

O
fw X Tw x Tw
= (2)(€ % € X ;8)(;T X & X ¢G)
S OXTX GG XEXEXGX G
=C XXV XEXLXGEXGel

:91dwoxs 194 “Teqede SUl JUSUWIBAISSIIONS IXIe I uapanb
onb s10308] S[o quie xrojew [o madoy ‘snnefer siowrid
uos 'w uauioy anb s103ov) s[o anb x19)UeIRS OXIY "SI[[
$9103 op 930npoid [0 Wod T JewIo] T SJuIJIp stowid
S[o s30) op siolewr sarouiod sof IeJE3Y “01IDAISOWA(T

‘snne[aI sIoul
-11d saxquiou umn3STs “u eped uauiof anb s10joej spe onb
16t -z = 1 T XTopIAIp “wt onb stey ‘s - - - S T
snnrsod s1oyuo,p 9jonpoid [0 wod ressardxe jod so
(s[en31 JuowreLrgssadau ou) s1owd SaIqUIOU AP AU

-od op syonpoxd 19 ([9zz Sed ‘1T "xd ‘z]) €6 ewd]

‘[so1 "Sed

‘] US QBNSOWOP B[ INGA  OWISHIOWOSI Un S

1T

Y= (Y MH <M XH
1P B S 'SHOWOST
uos 3 X fy 13 [ sioae[T {3} = 3y U { onb spe1 5
op spewtou sdni3qns 37 ‘g7 1dnid un H) 31§ 7'6 BWI

‘[+01 "Sed ‘¢] uo oroensowap e[ oINdA ()0 XIOPIAIP
(f)o ‘5 > fi eped v 19d SIOAR]T "WIXRUW JIPIO,P JUSUI
-9 un £ > x 13Uy ereqe dnid un £ m3IS [°¢ BWAY

sjuy suerpPqe sdnag spp vanjonasy
6 1011de)

‘sye3nfuod ugs 717 .p moJAS ap sdni3qns-¢
¥ 1o anb wiua) MO[AS 9p BUISI02) 12019) [2 194 ¢ 2IPIO P
MO[AS op dni3qns-¢ § Y 1Y JUSWIBATIORJR ¢/ 't o[dwroxa |
Uo IUAIqo BA SO wod [, T = yJd gy + 1 = 1
% = W UIXIAPIAIP  souop ‘77 .p mo[AS 9p sdni3qns-¢
¥ 1oAey Jod 14 spwiou anb wiTud) MO[AS 9p BWAIO) JIDI9)
3P ‘¢1 = ;& - ¥ anb wo) -¢ a1p10,p MO[AS 9p dni3qns
-¢ 1 sAuow [e ‘ey 1y MO[AS op ewaiod) Jownd [0 1od
‘que) 19d *;¢ $9 T X1apIalp anb rewrxew dni3qns-¢ 14
‘Teurtou dni3qns un s onb reuuye
wopod g ewa109) [0 1od ‘molAS op dni3qns-g T ey Iy
sowou anb wo) ‘(g 21p10.p ¢ Y 1y, u onb Jn3unqo ey
-8 L't o[dwoxa, [ U9 ‘yuawesonno) Mmo[AS ap dni3qns-g
T ey 17 sowou ‘¢] ‘Sed ¢/ 4 odwoxa [ us 11u)qo eA S9
wod el ‘T =yldzgy+1=¢0=yrdgy+1=11
‘e = W USXIPIAIP € 1 T souop ‘77 .p mo[AS op sdni3qns
-7 € 0 T 1oAY jod 1y anb wuo) MO[AS op BUIAI0I) J9019)
[9P ‘T = ¢ - € onb wo) " d1p1o p MO[AS dp dni3qns-g
T sAuowi [e ‘ey 14 MO[AS op ewa1od) Jowid o 1od ‘yuey
1d 7 = 4 $9 ¢T XIopIAIp anb [ewrxew dnidqns-g 19
‘MmOTAS op sdni3qns-¢
1 sdni3qns-g ey 1y onb wiuad) ‘Mo[Ag op ewa109) Jowrd
o 1ad uey 1og g USXIOpIAIp anb ¢ 1 g srowmd saiq
-wou s wrudl, ‘g1 = g/iv = ("y)o Ty dnig [ 1og
(MO]AS 9p eurd109) JouiLad) 1°g djdwaxy

‘[LL1 "Sed “¢] 0 [0TH "Sed ‘7] us oroensowap ey
amaA (5 op dnigqns-d orun,[ s 7 1s‘up e S9) [ = Yu
sdni3qns-d op a1quou [0 11s [ewou dni3qns un s9 g7 "5
op dni3qns-d un 77 131uy dni3 un £) 31§ $°g BWAIOA],

"[sL1 ‘Sed “¢] o [g0t ‘Sed
2] “[1€1 "Sed ‘1] uo BWAIOI) [OP OIOBIISOWAP B[ AINIA
STz ue (H) N Topezjrjeuriou [9 1 7°S ud syednfuoo sdnis
-qns op Jop e[ amoA [(H)N ¢ O] = “usp 9 op
sdnigqns-d ap “u op arquiou [ Jue) 14 ‘5 op dniqns
-d un sp oquuel H) 3 DA ,H sloae[] ‘) ap dni3qns-d un
$9 [ 18 Quawed01dooy [ ;0 = [ = 3 1 5 3 DE
a1p © s9 ‘sje3nluod ugs 37 1 [ sioae[] ‘©) op sdni3qns
-duos 371 718 ‘sowl y “d [npow uo T ‘yuowd[durs

sjruy suerfaqe sdnig spop einjonnsyg 6 [oyde)

's9o01d [ Junedas
juowrenye ‘sed JuAN3Is [ qUIB WANUNUOD ‘T B[Y B 9P
SJUSWIDD SAM[B S[O XIOPIAIP ‘I 1§ (sIopeiduad s[o
Teiquioual & [eamnba) [ 1 1 souwnjoo sof woynuwirad 1
('n > f1g > ( J1p © $9) () 9P IJUSISJIP IN[OSqe IO[eA
ud {19 Jouow [a 93 anb ( euwnjoo ey wojese serdso
‘T BUWIN[OJ B[ SOpe3aA Ty [ BUWIN[OD © JBISAI BY,S UO

“3[(1 83[(1 Tip

= (48N

“Iq Zlq Iip

IR B WIUd)qo IXry ' — ' fy = fq uo,p
g 4 p by = " eIAURD Op WRINEY SIOPRISUSS op
BUWJSIS NOU [9 qUIE SUOIOR[AI SAN)[E SI[ JBZ)I[BNIOR 19

O:U{E“Tq..._l,_ZxZIqJ,_TﬁITD

ue) 1od
JOpeIAUA3 un s YT My - - - 4+ ex ¢y + Lr = 1fi onb wu
-9 7'7°07 ororsodoid ey 93dwoos uo JuIUQ], ‘1IessaoouUI
s9 sed 3sanbe (0 = ‘1q) v op oidnmu s ef ‘v 1g
(Lron
1ip > .[[q S 0 ‘u-. . .‘z = [ ‘[[qu Tip ,[\/ — l(1p

WOy B[ US U - - - ‘g = [ ‘v syuo

-10J209 s[o wesod oroenunuod y () < ' 1uo) 1od

(1o 15) euUWN[OD eI1oWLId B] 9p SIUSWII[ S[Op QUTIS

[@ TetAued ‘Ip ® s9 ‘fx— 1ad Iz Teraued 1 (SIOpeRISU
-93 S[o IeIqUIOUAI B [BAINDY) souwIN[od S JenwiIdg ‘|
§—u=(p)g
S9 119 Op 2IQUIOU [d I ‘OISI0) 9P SIUSIOYA0I S[O UOS
dug- - Tug ‘770 ororsodoxd ef op quey 1o ‘5 uoIoudd
(0 -+ W -+ f0) = "4 SUOIOR[AI SI qUIB UA[NSAI anb
,S siopeIauad s[a ‘sioAe[ ‘7] owisodoxd e[ ap siaued
st jueoryde (T — &) --- ‘T = 2 ‘7w XTOPIAIP “w U0

0+ 0 wo---
o101 R IR YN ) 7
00 0
0+ 0 0 oo Twe
NLIeW eun Ud (G[°()]) NLIEW B[ JEWIOJSURI) 9P BIORI) S
wip ... Tip
Ss1on =(s)m
Ulp ... Tip

(4's) oneyuasaad ey 939adsax ) Ip nLyEW B WIUYI
;}.[“[ =1 L(u.l’[)‘..LI.l’l]) =y
{-‘1,4,...41'1,} =y
{vz... iz} =g

:SUOTOB[aI 9P 119[dWI0D BWA)SIS Un
I SIOPBIOUDS 9p BUWIA)ISIS UN jueduefiur £ ap orovjuasard

vun (yg) 1 1e10Ua3 Juswreluy eraqe dnid un 5 msig

‘(L Sed
‘p1°L 0xd ‘C] 0IS10) 3P SHUAIYIOD S[D I 1Y AP dIq
-wou P JIemd[ed e 13d Jwsuody ¢ onisodorg

‘[S€ “Bed ‘¢] us oroeIISOWIAP B QINIA
*£) 9p Jopelauas Junfuod nou un 91qo.s

r1on MU SO 4 T = T

13d Tz jueraue)) ‘sIoud saiquou Yy - - - ey umsig ‘g
0
op Joperoudsd junfuod un 91qo s ‘r— 1ad ‘x Jueraue) |
{va..a} =g
quie jeIou
-03 juowreyiuy eieqe dnis un 5 msis g o1 owisodoig

“JopeIou
-a3 ewalsIs s[o quie 19J wiepod suoroewIojsuer) saumb
woroA ‘ored ‘rowtld -oy-Imn3asuode Jod opojwW un Wl
-N2A O10BNUNUOD  “[°(0] oroisodold e[ op ewlIo) B[ UD
URJIR)SI OU £) 9P SUOIJR[AI I SIOPEIAUAT S[o ‘[e1oudd ug

0=20-2¢
=y —u = (D)g Mg 9p dAquou [3 1 g ‘¢ Ugs ) p
01510} 9p SJUIY09 S[2 anb witud) ()| ororsodoid el 9]

<0: txgy =lxg: ZI‘II> =5

((€1°0T) OIOBIOU B] JIAIIS JUS

(¢1'0) =%
(0°¢) ="
{ta'tu} =y

()
9p suoroe[ar ap junfuod [0 wrue) ‘Qidwex? 12d ‘uo.q

7¢1 3 “w fze S Tw
< (72T +0‘ze +0) = (7T + “w ‘zg + Tw)
<= ()= %rtw+ TxTw

s (9)y D (Pw ‘Tw) = .4 ‘epueq enye 104

trq+trv
=(ZeT+1‘2e+0)9+ (Ze1 +0 ‘Ze +1)v
=(ze1+q'ze+v) ==

{UI0D QINLIOSD
1od se 5 > (7gl +9 ‘Ze + v) = x Joassfenb souop

sjerouas JuawreIuy suerjoqe sdnis sfop emjonnsg ‘g [joyde) ¥
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nombres my, mo, - - - m, es diuen coeficients de torsio
de G. El calcul de I’equacié (9.1) té I’avantatge que els
grups que s’obtenen no sén isomorfs entre ells, doncs el
resultats dels productes (9.1) donara lloc a grups amb
elements d’ordre diferent. Per tant, calculant tots els
possibles coeficients de torsi6 diferents, per a cada pos-
sible 7, s’obtenen tots els grups no isomorfs entre ells, i
amb producte igual a G.

Veure la demostraci6 en [2, pag. 223] i [3, pag. 106].
Veure la definici6 de producte directe de grups en 2.18,
pag. 8. Nota: en [3] es fa servir Z/m; Z en comptes
de Z,,, (notaci6 que es fa servir en [2]). Ambdues sén
equivalents, doncs Z/m;Z i Z,,; sén isomorfs (veure
I’exemple 7.6, pag. 18).

Exemple 9.1 (grups abelians d’ordre 36)
[3, ex. 2.21.2, pag. 110] Calcular els grups abelians, no
isomorfs entre ells, d’ordre 36.

Solucié. Del teorema 9.1 hem de buscar les tuples
r,my, Mg, - - - M, tals que my mg---m, = 36 i m,; di-
videix m;_1.

1. Per r = 1 tenim m; = 36. Llavors G| = Zss.

2. Perr = 2 tenim

my = 18, mg = 2, Llavors Gy = Zg X Zo,
my = 12, mg = 3, Llavors G3 = Zq3 X Zs,
my = 6, mg = 6, Llavors G4 = Zg X Zg

3. Per r > 3 jano hi ha més productes tals que m; divi-
deix m;—q.

Notar que dels grups anteriors només (7 és ciclic, doncs
G1 x Gy és ciclic sii 0(G1) 1 0(Ge) s6n primers relatius
(veure el teorema 2.19). Notar també que hi ha altres
productes dels grups Z; d’ordre 36, perd seran isomorfs
d’algun grup anterior. Per exemple, del teorema 2.19 te-
nim que Zg X Zy = Zss = G, doncs 91 4 sén primers re-
latius. Igualment, Zz X ZQ X Zg =~ Zz X Zlg =~ Zlg X ZQ =
G4 (doncs per el teorema 2.19 Zy X Zg = 7Z13), etc.

Capitol 10
Estructura dels grups abelians

finitament generats

Definicié 10.1 Subgrup de torsié. Sigui G un grup,
definim:

T(G) ={g € G : 0o(g) és finit}. (10.1)

Si G és abelia, llavors 7" és un subgrup de G i el deno-
minarem el subgrup de torsié de GG. En general, si G
no és abelia, 7'(G) no és un subgrup de G.

Propietats 10.1 Del subgrup de torsié
1. Si G és abelia, llavors G/T'(G) no té torsio.

2. Elgrup G = Z X - --Z, que denotarem per Z", no té
——

n

torsio.
3. Si G és finit, llavors T(G) = G. El reciproc és fals.

4. SiGésabeliai K C G, llavors T(K) = KNT(G).
D’on es dedueix T(T(G)) = T(G).

5. Sigui
G=Z/mZx---L/mZLXLX--7L
——
tenim
T(G)=Z/mZx - Z/mZxPx- 0=
M
Z/miZ x ---Z/m,Z (10.2)
doncs ningun element z = (a1 + MyZ, - a, +
mpZ,by,---b.) amb b; # 0 té ordre finit.
6. Sigui
G=Z/mZx---Z/m,ZXLX "L

tenim
GITG)=Zx---7
——

Veure les demostracions en [3, pag. 326].

Teorema 10.1 (d’estructura de grups abelians finita-
ment generats)

Sigui G un grup abelia finitament generat. Llavors exis-
teixen els enters no negatius n i 7, i si n # 0 enters

positius my, - - - m,, tals que:
1.
GZZ/mZ % - Z/m,ZXZLx---Z (10.3)
——
2. m; divideix m; 1,7 = 2,---n.
3.
T(G)=Z/mZ % ---Z/m,Z (10.4)

ir = B(G) és el nombre de Betti.
4. G=T(G) x G/T(G)

Veure les demostracions en [3, pag. 331].

10.1. Construccioé
10.1 Construccié
Veure [3, pag. 337]. Sigui G un grup abelia finitament

generat i
S=A{z1, - xn} (10.5)

un sistema generador de G (veure la definicié 2.6,
pag. 4). Denotem

" =7 x -7
——

n

(10.6)

i definim I’homomorfisme
fo:2" = G :
(ml7 e mn) — X1 My + T M, (107)

Notar que

fs((ma, - mp) + (g1, gn)) =
oy (my+g1) + @ (M + gn) =
(rmy+-xpmy) + (@1G1 4 T gn) =
fs(ma, - ompn) + fo(g1, -+ - gn)s

i definim el subgrup de les relacions de GG respecte
d’s:
R(S) = ker f,. (10.8)

Notar que (mq,---m,) € R(S) = ker f, equival a la
relaci6 entre els generadors d’S = {z1, - - - 2, }:
(10.9)

mixy+ - -myr, =0

Veure la definicié de ker f 7.2, pag. 16. En el que que
segueix es fara servir el terme relacié per referir-se a la
tupla (mq,---m,) € R(S), o a 'expressié (10.9) a la
que es es refereix. Utilitzant el teorema 9.1 tenim que
existeixen els enters no negatius j, k tals que

R(S)=Z/q@Z xZ)q; 7 x ZF (10.10)
De la propietat 10.1.5 tenim
T(R(S)) = Z/@Z % - - - L/ ;.
ide 10.1.4
T(R(S)) = R(S) N T(Z")
com que T(Z*) = {e} tenim
T(R(9)) = Z/pZ x --- L/ ¢;Z = {e}
i, substituint en (10.10):
R(S) = {e} x ZF = Z*

onk = B(R(S)) < B(Z™) = n és el nombre de Betti.
Per el primer teorema d’isomorfia (veure 7.9, pag. 19):

Z"/R(S) = G. (10.11)
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Definici6 10.2 Sigui G' un grup abelia finitament gene-
rat i S un sistema generador finit de G. Tenim R(S) =
ker f, = ZF.

1. Es diu sistema complet de relacions de G respec-
te S a qualsevol sistema generador minimal R del
subgrup R(S). Notar que la relaci6 (mq,---m,) €
R(S) = ker f, entre els generadors S = {z1,---z,}
de G equival a I’equaci6 (10.9).

2. Una presentacié de G mitjancant generadors i re-
lacions és una tupla (S,R) on S és un sistema gene-
rador de G i R un sistema complet de relacions de G
respecte S (definit en el punt anterior).

Veure [3, def.7.11, pag. 338]. Nota: Per a representar la

presentaci6 anterior es fara servir la notacio:

(10.12)

G= (21, xp:mia1 =" myx, =0)

Proposicio 10.1 Calcul dels coeficients de torsi6 i del
nombre de Betti Sigui G un grup abelia finit amb la
presentaci6 de G mitjancant generadors i relacions, amb

S = {x17"'x7z}
R={ri-m)
TP = (0 y My = e 70)

on m;4 divideix m;, i = 1,---(k — 1). Amb la nota-
¢i6 (10.13):

G= (21, Tp:mizy=---mpxr=0) (10.13)
Llavors el grup

G =17/my x ---Z)mpZ x Z"7*
on my, - - - my son els coeficients de torsid, i el nombre

de Betti és 3(G) = n — k. Veure la demostracié en [3,
pag. 344].

Exemple 10.1 (coef. de torsié i nombre de Betti)
[3, ex. 7.11.3, pag. 340]. El grup

G=Z/3Zx7Z/12Z
té un sistema generador

S = {1,292}
o1 = (1+32Z, 0+ 122)
@y = (0+3Z, 1 +127)



