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Prefaci
Vaigescriureaquestsapuntsmentrepreparaval’assigna-
turaEstructurasalgebráicasdelcurs2015-16iÀlgebra
delcurs2016-17delgraudematemàtiquesdelaUNED.
Elsapuntsestanbasatsfonamentalmentenelllibresde
lesassignatures[3,4]Gallian[2]iSchaum[1].Elcon-
tingutnoésrigorósnicomplert,inoméshihademostra-
cionssenzillesorientadesaentendreoajudaramemo-
ritzarlesrelacionsquedemostren.L’ediciól’hefetamb
LATEX.

Capítol1
Definicions
Definició1.1Relaciód’equivalènciaenunconjuntX
ésunconjuntR⊆X

2
deparellsordenatsd’elements

d’Xtalsque:

1.(a,a)∈R∀a∈X(propietatreflexiva).

2.(a,b)∈R⇒(b,a)∈R(propietatdesimetria).

3.(a,b),(b,c)∈R⇒(a,c)∈R(propietattransiti-
va).

Exemple1.1(relaciód’equivalència)
SiX={1,2,3,4},

R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,3),(1,4),

(3,1),(3,4),(4,1),(4,3)}

ésunarelaciód’equivalènciaenX.Notarque3R4,
doncs(3,4)∈R,però2R4(2R4noéscorrecte),doncs
(2,4)/∈R.



2 Capítol 1. Definicions

Notació S’escriu aR b o, en termes conjuntistes,
(a,b) ∈ R. També s’escriu a ∼ b o a ≡ b en comptes
d’aR b, doncs una relació d’equivalència és una genera-
lització del concepte d’igualtat. Per exemple, la relació
de congruència en Z (veure l’apèndix B) és una rela-
ció d’equivalència i en mod 10 s’escriu 3 ≡ 13, doncs
3 mod 10 = 13 mod 10.

Definició 1.2 Funció (o aplicació, mapping)

f : A→ B

d’un conjunt A (domini) a un conjunt B (codomini) és
una regla que fa correspondre a cada element a (preimat-
ge de b) de A exactament un element b = f(a) (imatge
de a) de B. El subconjunt de B que conté totes les imat-
ges de A es diu imatge de A, i es denota per f(A)1.
Nota: Amb la notació del Schaum’s [1] es fan servir lle-
tres gregues per a les funcions, mappings, (p.e. α en
comptes de f ), i en comptes de la notació b = α(a) es
posa b = aα.

Definició 1.3 Funció restringida a un subconjunt. Si-
gui f : A→ B i X ⊆ A aleshores es defineix

f |X : X → B (1.1)

a la funció que assigna a cada element x ∈ X l’element
f(x) ∈ B.

Definició 1.4 Composició de funcions f : A → B i
g : B → C és

(g ◦ f)(x) = g f(x) = g(f(x)), x ∈ A (1.2)

Nota: Amb la notació del Schaum’s [1] es fan servir
lletres gregues per a les funcions (mappings) (p.e. α
i β en comptes de f i g), i en comptes de la notació
(β ◦ α)(x) = β(α(x)) es posa (xα)β. Notar que amb la
notació del Schaum’s es canvia l’ordre de les funcions,
és a dir, (xα)β = (β ◦ α)(x) = β(α(x)).

Definició 1.5 Funció injectiva (one-to-one)

∀(a,b) ∈ A : f(a) = f(b)⇒ a = b (1.3)

És a dir, a iguals imatges, iguals preimatges.

Definició 1.6 Funció surjectiva (sobreyectiva, onto)

f : A→ B onto ⇒ ∀b ∈ B ∃a ∈ A : f(a) = b
(1.4)

És a dir, tots els elements del codomini tenen una prei-
matge. Notar que una funció surjectiva pot no ser injec-
tiva.

Definició 1.7 Funció bijectiva (bijective) És una fun-
ció que és injectiva i surjectiva (one-to-one and onto).
És a dir, a tots els elements del domini correspon un ele-
ment diferent del codomini, i viceversa. Per tant. una
bijecció d’un conjunt X en Y té inversa de Y en X .
Si X és finit, Y té el mateix nombre d’elements. Una
funció bijectiva d’un conjunt en ell mateix també s’a-
nomena permutació (permutation). Quan una funció f
és bijectiva també es posa f(X) = X , on s’entén que
f(X) és el conjunt que s’obté al aplicar la funció f a
tots els elements del conjunt X .

Definició 1.8 Operació binària en un conjuntG és una
funció que assigna a cada parell ordenat d’elements de
G un element de G.

Definició 1.9 Partició d’un conjunt G és una descom-
posició de G en conjunts disjunts Xi tals que qualsevol
element de G està contingut en algun Xi. És a dir

Xi ∩Xj = ∅,∀i.j
∪iXi = G

Definició 1.10 Classe generada per una relació d’e-
quivalència. Sigui R una relació d’equivalència en un
conjunt no buit X . Es diu la classe de l’element a ∈ X
generada per R al subconjunt aR de X donat per:

aR = {b : aR b, ∀b ∈ X}

Exemple 1.2 (classe generada)
Si X = {1,2,3,4},

R = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,3),(1,4),

(3,1),(3,4),(4,1),(4,3)}

és una relació d’equivalència en X i les classes genera-
des per R són:

1R = {1, 3, 4}
2R = {2}
3R = {3, 1, 4}
4R = {4, 1, 3}

Notar que 1R = 3R = 4R.

Teorema 1.1 (partició)
Sigui R una relació d’equivalència en un conjunt no

buit X . Llavors
1Alguns autors distingeixen funció i aplicació considerant que una funció pot fer correspondre el conjunt buit a un element, mentre

una aplicació sempre fa correspondre un element que no és el conjunt buit.
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1.SiaR∩bR6=∅,aleshoresaR=bR.

2.a∈aR,∀a∈X.
Laprovaésimmediataapartirdeladefinicióderelació
d’equivalència(1.1,pàg.1).Pertant,lesclassesgenera-
desperRenXformenunaparticiódeX.Esfaservir
lanotacióX/Rperareferir-seaaquestapartició.

Elcontraritambééscert:donadaunaparticióPexis-
teixunarelaciód’equivalènciaRquegeneralesclasses
quesónelselementsdeP.Peraixòbastadefinirlare-
laciód’equivalènciaRtalqueaRbsiaibpertanyenal
mateixelementdeP.

NOTA:DeladefiniciódeclassegeneradaperRtenim
quesiaRbllavorsb∈aR.Delteoremaanteriorte-
nimquesib∈aRllavorsbR=aR.Efectivament,en
l’exemple1.2esvacalcular:1R={1,3,4},pertant
hauràdeser1R=3R=4R,talcomesvaobtenir.

Definició1.11ConjuntsquocientsLaparticióX/R
queresultadelesclassesgeneradesperunarelaciód’e-
quivalènciaRenunconjuntX(veureelteorema1.1)
s’anomenenconjuntsquocients.Enl’exemple1.2els
conjuntsquocientssónX/R={{1,3,4},{2}}.

Capítol2
Grups
Definició2.1Grup1ésunconjuntGdotatd’unaope-
racióbinàriaab(normalmentlamultiplicació)quecom-
pleix:

1.Associativitat:(ab)c=a(bc).

2.Identitat:Existeixl’elementneutreoidentitatetal
queae=ea=a.Nota:esfaràservirindistin-
tamentlanotacióeo1perreferir-seal’element
identitat.

3.Inversa:aa−1=a−1a=e.

Perexemple,elconjuntd’entersZil’operacióbinària
+ésungrup.L’elementneutreés0,doncsa+0=
a,∀a∈Z,il’elementinversésa−1=−a,doncs
a−a=0,∀a∈Z.Aquestgrupesdenotaperlatupla
(Z,+)(osimplementpergrupZ)is’anomenaelGrup
additiudelsenters.Altresexemplesśon:
•Grupadditiudelsracionals,(Q,+).

•Grupmultiplicatiudelsracionalsdiferentsdeze-
ro,Q∗=Q\{0}.Notarqueambel0noseriaun
grup,doncs0notéinversa.

•Grupadditiudelsentersmòduln:Zn=
{0,1,2,···(n−1)}.
•Grupadditiudelsentersmúltiplesdem:mZ=
{mx:x∈Z}={···,−2m,−m,0,m2,m,···}.

Exemple2.1(grupquaternió)
Veure[3,ex.14,pàg49].Éselgrupformatperels8
símbols:

Q={1,−1,i,j,k,−i,−j,−k}(2.1)

ambl’operacióQ×Q→Qassociativa,elementneutre
e=1,quecompleixlareglausualdelsigne:a(−b)=
−(ab),∀a,b∈Q,i:

i=jk=−kj
j=ki=−ik
k=ij=−ji
i
2

=j
2

=k
2

=−1.

Perexemple,l’elementinversdeiési
2
i
2

=1→ii
3

=
1→i−1=i

3
.Enelsexemples2.8,pàg.6i2.2,pàg.5

s’investiguenlespropietatsd’aquestgrup.

Proposició2.1Lacondiciód’associativitatd’ungrup
implicaquel’elementinversésúnic.

Demostració.Siunelementaté2elementsinversosh,
h′,aleshoresseria:

h=he

=h(ah′)

=(ha)h′

=eh′

=h′

Teorema2.1(eésúnic)
L’elementneutreeésúnic.

Demostració.Sihihagués2elementsneutreseie′seria
ee′=eiee′=e′.Pertante=e′.

Teorema2.2(Cancel·lació)

ba=ca⇒b=c(2.2)
ab=ac⇒b=c.(2.3)

Teorema2.3(ab)−1=b−1a−1

1Nota:Algunsautors,comenelSchaum’s[1],introdueixenprimerelconceptesde:(1)grupoide,tupla(G,α)formadaperun
conjuntGiunaoperació,α,binàriaenG;(2)grupoideabelià,sil’operacióéscommutativa;i(3)grupoideassociatiuosemigrup,si
l’operacióésassociativa.
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Demostració.
(a b)(b−1 a−1) = a (b b−1) a−1

= a e a−1

= a a−1

= e

Definició 2.2 Subgrup H és un subconjunt de G que
és també un grup sota la mateixa operació binaria de G.
Amb altres paraules, és una tupla (H, · |H), H ⊆ G
que també és grup, on ·|H és la operació binària de G
restringida a H . Notar que els subconjunts formats per
l’element neutre {e}, o el mateix grup G són també sub-
grups de G. Si un subgrup H de G és H 6= {e} i H 6= G
es diu subgrup propi.

Teorema 2.4 Tots els subgrups del grup additiu dels en-
ters (Z,+) són subconjunts de la forma

mZ = {mx : x ∈ Z} =

{· · · , −m 2, −m, 0,m,m 2, · · · } (2.4)

onm és un enter no negatiu. Veure la demostració en [3,
pàg. 27].

Test de subgrup Sigui H 6= ∅, H ⊂ G. H és un
subgrup de G si es compleix qualsevol de les següents
condicions:

a b−1 ∈ H, ∀a,b ∈ H. (2.5)
a b ∈ H, ∀a,b ∈ H i a−1 ∈ H, ∀a ∈ H. (2.6)
H és finit i tancat sota l’operació binària de G. (2.7)

Definició 2.3 Grup abelià és un grup que a més té la
propietat commutativa: a b = b a.

Notar que un grup de 2 elements és abelià, doncs un dels
elements ha de ser l’element neutre, que és commutatiu.

Teorema 2.5 Sigui el grup G.
1. Si a2 = e, ∀a ∈ G, llavors G és abelià.

2. Si (a b)2 = a2 b2, ∀a,b ∈ G, llavors G és abelià.

Demostració. (1) a2 = e ⇒ a = a−1 ⇒ a b =
(a b)−1 = b−1 a−1 = b a. (2) a (b a) b = (a b)2 =
a2 b2 = a (a b) b⇒ a b = b a.

Definició 2.4 Ordre d’un grup o(G) és el nombre d’e-
lements de G (pot ser∞).

Notar que el grup additiu dels enters i tots els seus sub-
grups són infinits, Veure el teorema 2.4.

Definició 2.5 Subgrup generat 〈S〉. Sigui S 6= ∅, S ⊂
G. Es defineix el subgrup generat per S a:

〈S〉 = {sh11 sh22 · · · shnn : n ∈ N, si ∈ S, hi ∈ Z} (2.8)

Demostració. Donats

x,y ∈ 〈S〉,
x = sh11 sh22 · · · shnn ,
y = tp11 tp22 · · · tpmn .

Tenim x y−1 = sh11 sh22 · · · shnn t−p11 t−p22 · · · t−pmn ∈ 〈S〉.
Per tant, per (2.5) 〈S〉 és un subgrup de G.

Definició 2.6 Sistema generador. Sigui S 6= ∅, S ⊆
G. Es diu que S és un sistema generador de G si
〈S〉 = G.

Es diu que S és un generador minimal de G si qual-
sevol subconjunt propi d’S (és a dir, diferent d’{e} i de
S) pot generar només un subgrupG d’ordre estrictament
menor que G (és a dir, un subgrup propi de G). Amb
altres paraules, no es pot prescindir de cap element d’S
perquè sigui un generador de G.

Exemples:
1. 〈G〉 = G.

2. 〈S〉 = Z, S = {1}, doncs per a qualsevol n ∈ Z:

n =

{
1n = 1 + 1 + · · · 1, n > 0

1−n = −1− 1− · · · 1, n < 0

Nota: recordar que per Z l’operació és la suma, veure
el grup additiu dels enters en 2.1, pàg. 3.

Definició 2.7 Grup finitament generat. Un grup G
que té un sistema generador finit es diu finitament ge-
nerat. Tot grup finit és finitament generat, doncs G és
un sistema generador de G. El recíproc no és cert. Per
exemple, el grup additiu d’enters té el generador finit
S = {1} (com s’ha vist en l’exemple anterior), i no és
un grup finit.

Teorema 2.6 Sigui G un grup i a ∈ G. Llavors 〈a〉 és
un subgrup de G.

Demostració. Com que a ∈ 〈a〉, 〈a〉 6= ∅. Tenim
an ∈ 〈a〉 i an (an)−1 = an a−n = an−n = e ∈ 〈a〉.
Per tant, per (2.5) 〈a〉 és un subgrup de G.

Corol·lari 2.1 del teorema 2.6. Al ser 〈a〉 un subgrup
de G, per el teorema de Lagrange (veure 4.1, pàg. 13)
o(〈a〉) divideix o(G).
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2.1.Grupscíclics5

Definició2.8Ordred’unelementad’ungrupG,
o(a)éselmenorenterntalquea

n
=e.Sinoexis-

teix,esdiuquel’ordreésinfinit,altramentesdiuquea
ésunelementdetorsió.Notarqueo(a)éstambél’ordre
delsubgrupgeneratperelconjuntS={a},ésadir〈a〉.
Veureladef.2.5desubgrupgenerat.

Exemple2.2(ordred’unelement)
Perelgrupquaternió(veure2.1,pàg.3):

o(−1)=2,doncs(−1)
2

=1

o(i)=o(j)=o(k)=4,doncsi
4

=j
4

=k
4

=1

〈−1〉={1=(−1)
2
,−1}

〈i〉={1=i
4
,i,i

2
=−1,i

3
=−i}

Propietats2.1d’unelementdetorsióaambn=o(a):
1.o(a)éselmenornaturaln≥1talquea

n
=e.

2.〈a〉={e,a,a
2
,···,a

n−1}.
3.Sia

k
=e,llavorskésmúltipleden.

4.o(a)=1siia=e.

5.a−1ésunelementdetorsióio(a−1)=o(a).

6.Six=a
k
∈〈a〉,llavorsxésunelementdetorsiói

o(x)=n/gcd(n,k).

Veurelademostracióen[3,pàg.37].

2.1Grupscíclics

Definició2.9GrupcíclicGésungrupcíclicsiexisteix
unelementgeneradora∈Gtalque

G=〈a〉={a
n

:n∈Z}(2.9)

Denotaremungrupcíclicd’ordrenperCn.

Teorema2.7Sia∈Gtéordreinfinit,aleshoresa
i

=
a
j

siii=j.Siatéordrefinitn,aleshores〈a〉=
{e,a,a

2
,···,a

n−1}ia
i

=a
j

siindivideixi−j.
Corol·laris:(1)o(a)=o(〈a〉).(2)Sio(a)=ni
a
d

=e,aleshoresndivideixd.Veurelademostra-
cióen[2,pàg.73].(3)UngrupfinitGéscíclicsii
téunelementa∈Gtalqueo(a)=o(G)(doncs
G=〈a〉={e,a,a

2
,···,a

n−1}).
Mésendavantesveuràqueungrupd’ordreunnom-

breprimeréscíclic(veureelcorol·laridelteoremade
Lagrange4.1,pàg.13).

Exemple2.3(grupnocíclic)
ElgrupquaternióQ(veure2.1,pàg.3)noéscíclic,
doncso(Q)=8iQnotécapelementd’ordre8(veure
l’exemple2.2,pàg.5).

Exemple2.4(grupcíclicZ)
Elgrupadditiudelsenterséscíclicambgeneradors{1}
i{−1},doncsper{1}

n=

{
1
n

=1+1+···1n≥0

1−n=−1−···−1n≤0

ésadir,Z=〈1〉=〈−1〉.

Exemple2.5(grupcíclicZn)
Elgrupadditiudelsentersmòduln(Zn=
{0,1,2,···(n−1)})éscíclicambgeneradors{1}i
{−1},doncsper{1}

n=

{
1
n

=1+1+···1n≥0,aritmèticamòduln
1−n=−1−···−1n≤0,aritmèticamòduln

ésadir,Zn=〈1〉=〈−1〉,enaritmèticamòduln.Adi-
ferènciadeZ,quenoméstéelsgeneradors{1}i{−1},
comesveuràacontinuació,Znenpottenirmés.Notar
tambéque−1éslainversade1,ésadir1−1=0.Per
tant,−1=n−1enaritmèticamòduln.

Teorema2.8Totgrupcíclicésabelià.

Demostració.SiGéscíclicix,y∈G,llavorsexistei-
xenelsentersn,mtalsquex=a

n
,y=a

m
.Pertant,

xy=a
m+n

=yx.

Elcontrarinoéscert(nototgrupabeliàéscíclic).

Teorema2.9o(a)=n⇒〈a
d
〉=〈a

gcd(n,d)
〉io(a

d
)=

n/gcd(n,d).Corol·laris:(1)Enungrupfinitl’ordre
d’unelementdivideixl’ordredelgrup.(2)Sio(a)=n,
aleshores〈a

i
〉=〈a

j
〉siigcd(n,i)=gcd(n,j)io(a

i
)=

o(a
j
)siigcd(n,i)=gcd(n,j).(3)Sio(a)=n,ales-

hores〈a〉=〈a
j
〉siigcd(n,j)=1io(a)=o(a

j
)sii

gcd(n,j)=1.(4)Unenterk∈Znésungeneradorde
Znsiigcd(n,k)=1,ésadir,n,ksónprimersrelatius.
Veureladefiniciódeprimerrelatiuen13.14,pàg.38.
Veurelademostracióen[2,pàg.75].

Exemple2.6(GeneradorsisubgrupsdeZ8)
(Veure[2,pàg.73])Z8=〈1〉=〈3〉=〈5〉=〈7〉,
doncselsprimersrelatiusde8són{1,3,5,7}.Veure
ladefiniciódeprimerrelatiuen13.14,pàg.38.Per
exempleZ8=〈3〉={3,3+3,3+3+3,···}=
{3,6,9,12,15,18,21,24}={3,6,1,4,7,2,5,0},en
aritmèticamòdul8.Améso(1)=o(3)=o(5)=
o(7)=8.Notartambéque〈2〉={2,4,6,0},〈4〉=
{4,0},〈6〉={6,4,2,0}=〈2〉.Pertanto(2)=4,
o(4)=2,o(6)=4.VeiemdoncsqueZ8té4sub-
grups,elssubgrupsimpropis{0}i{0,1,···7}generats
per{1,3,5,7},ielssubgrupspropis{0,4}i{0,2,4,6}
generatsper{4}i{2,6},respectivament.
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6 Capítol 2. Grups

Teorema 2.10 Teorema fonamental dels grups cí-
clics: Tot subgrup d’un grup cíclic, és també cíclic. Si
o(〈a〉) = n, aleshores l’ordre de qualsevol subgrup de
〈a〉 és divisor d’n i per cada divisor d de n hi ha exacta-
ment un subgrup d’ordre d: 〈an/d〉. Veure la demostració
en [2, pàg. 77].

Si considerem Zn i a = 1 en el teorema anterior, obte-
nim:

Corol·lari 2.2 (subgrups de Zn) Per cada divisor d de
n, 〈n/d〉 és l’únic subgrup de Zn d’ordre d. A més,
aquests són els únics subgrups de Zn.

Teorema 2.11 Si d és un divisor positiu d’n, el nombre
d’elements d’ordre d en un grup cíclic d’ordre n és la
funció φ(n) d’Euler. Veure l’apèndix C. Corol·lari: en
un grup finit el nombre d’elements d’ordre d és divisible
per φ(d). Veure la demostració en [2, pàg. 79].

Exemple 2.7 (subgrups de Z8) Els divisors de 8 són
1, 2, 4, 8. Per tant, del corol·lari 2.2 tenim que els sub-
grups de Z8 són:

{〈8〉, 〈4〉, 〈2〉, 〈1〉}

amb ordres iguals als divisors:

o(〈8〉) = 1, o(〈4〉) = 2, o(〈2〉) = 4, o(〈1〉) = 8.

Del teorema 2.11 tenim que el nombre d’elements de Z8

que generen aquests conjunts són:

〈8〉 : φ(1) = 1

〈4〉 : φ(2) = 1

〈2〉 : φ(4) = 2

〈1〉 : φ(8) = 4

Els subgrups d’ordre 8 són els generadors de Z8, és a dir,
els generats per els primers relatius de 8: {1, 3, 5, 7}.
Deduïm doncs que els 2 elements generadors del sub-
grup d’ordre 4 són {2, 6}. Es pot comprovar que
aquests resultats coincideixen amb els obtinguts en l’e-
xemple 2.6.

2.2 Propietats dels grups

Definició 2.10 Subgrup conjugat Si G és un grup, H
és un subgrup de G i a ∈ G, es diu subgrup conjugat
de H al conjunt (veure la definició de conjunt conju-
gat 2.14, pàg. 7):

Ha = a−1H a = {a−1 h a : h ∈ H}

Com és veurà més endavant, H i Ha són isomorfs (te-
orema 7.6, pàg. 18). Això vol dir que els subgrups H i
Ha tenen les mateixes propietats de la teoria de grups.
Per exemple, si H és cíclic, llavors Ha també ho és, si
H és abelià, llavors Ha també ho és, etc.

Definició 2.11 Centre d’un grup, Z(G) ⊂ G és el sub-
conjunt d’elements deG que commuten amb tots els ele-
ments de G:

Z(G) = {a ∈ G : a b = b a∀b ∈ G}. (2.10)

Notar que si G és abelià, llavors Z(G) = G.

Teorema 2.12 El centre d’un grup, Z(G) és un sub-
grup. Veure la demostració en [3, pàg. 31].

Exemple 2.8 (centre d’un grup)
Calcular el centre del grup quaternió definit en 2.1,
pàg. 3 (exercici 22 [3, pàg 114]).

Solució Els elements i, j, k no commuten però 1, − 1
si. Per exemple, i j = −j i. Per tant. Z(Q) = {1, − 1}.
Es pot comprovar que efectivament Z(Q) és un subgrup
de Q, a més cíclic, doncs (−1)2 = 1. En l’exemple 2.2,
pàg. 5 s’investiguen més propietats d’aquest grup.

Definició 2.12 Centralitzador d’un element a,
C(a) ⊂ G és el subconjunt d’elements de G que com-
muten amb a:

C(a) = {b ∈ G : a b = b a}. (2.11)

Teorema 2.13 Per a cada a ∈ G, el centralitzador de a
és un subgrup.

Definició 2.13 Centralitzador d’un subgrup H de G,
C(H) ⊂ G és el subconjunt d’elements de G que com-
muten amb tots els elements d’H:

C(H) = {x ∈ G : a x = x a,∀a ∈ H}. (2.12)

Teorema 2.14 C(H) és un subgrup de G.

Demostració. Clarament, 1 ∈ C(H). Siguin x,y ∈
C(H) i a ∈ G. Es té a x = x a i a−1 y = y a−1, per
tant:

a (x y−1) = (a x) y−1 = (x a) y−1 = x (a y−1) =

x (y a−1)−1 = x (a−1 y)−1 = x (y−1 a) = (x y−1) a

així doncs x y−1 ∈ C(H), ∀x,y ∈ C(H), i per (2.5)
C(H) és un subgrup de G.

Apèndix D. Notació 39

Propietats
1. Per a qualssevol nombres n.m primers relatius

(gcd(n.m) = 1):

φ(mn) = φ(m)φ(m) (13.23)

2. Per a qualsevol nombre primer p i enter k ≥ 1:

φ(pk) = pk − pk−1 = pk(1− 1

p
) (13.24)

3. Donada la descomposició d’un enter en factors
primers (13.13) i aplicant reiteradament (13.23)
i (13.24) es té:

φ(a) = φ(pα1
1 p

α2
2 · · · pαk

k ) =

φ(pα1
1 )φ(pα2

2 ) · · ·φ(pαk
k ) =

pα1
1 (1− 1

p1
)pα2

2 (1− 1

p2
) · · · pαk

k (1− 1

pk
) =

pα1
1 p

α2
2 · · · pαk

k (1− 1

p1
)(1− 1

p2
) · · · (1− 1

pk
) =

a (1− 1

p1
)(1− 1

p2
) · · · (1− 1

pk
) (13.25)

D. Notació
gcd greatest common divisor.

lcm least common multiple.

d|a d divideix a.

S ⊆ T S ⊂ T o S = T .

S ⊂ T S ⊂ T i S 6= T .

X/R Partició generada per la relació d’equivalèn-
cia R d’un conjunt X . Veure el teorema 1.1,
pàg. 2.

G ∼= G′ Grups isomorfs. Veure la def. 7.4, pàg. 18.

An Grup altern de grau n. Veure la def. 3.3,
pàg. 10.

Biy(X) [3, pàg. 20] Grup format per les aplicacions
bijectives del conjunt no buit X → X , on l’o-
peració és la composició de funcions. Notar
que els elements de Biy(X) són funcions, i la
funció h : X → X, h(x) = (f ◦ g)(x), on
f ,g ∈ Biy(X) compleix h(X) = f(g(X)) =
f(X) = X . Per tant, h ∈ Biy(X)1.

Cn Grup cíclic d’ordre n. Veure la definició .

Dn Grup dièdric d’ordre n. Veure la secció 2.3,
pàg. 7.

N(S) o NG(S) normalitzador de S en G. Veure la
def. 2.15, pàg. 7.

o(G) Ordre del grup G. Veure la def. 2.4, pàg. 4.

o(a) Ordre de l’element a. Veure la def. 2.8, pàg. 5.

Sn Grup simètric de grau n. Veure la def. 3.2,
pàg. 8. Quan X és un grup finit, es fa servir
la notació Sn en comptes de Biy(X).

Sa Conjugat de S per a. Veure la def. 2.14, pàg. 7.

GLn Grup de les matrius no singulars d’ordre n,
amb operació producte de matrius.

U(n) Conjunt dels enters positius menors que n i
primers relatius amb n. També es fa servir
aquesta notació per referir-se al grup format
per aquest conjunt i l’operació mòdul n. L’or-
dre o(U(n)) = φ(n). Veure la funció φ d’Eu-
ler, apèndix C. Notar que per un nombre pri-
mer p, U(p) = {1, 2, · · · , p− 1}.

Conjunts/Grups

C Conjunt dels complexes.

N Conjunt dels naturals (enters positius).

Q Conjunt dels racionals.

Q+ Conjunt dels racionals positius.

R Conjunt dels reals.

R+ Conjunt dels reals positius.

Z Conjunt dels enters.

Z+ Conjunt dels enters positius.

Zn Conjunt {0, 1, · · · ,n−1} i grup amb l’addició
mòdul n.

mZ Conjunt dels múltiples de m: {mx : x ∈
Z} = {· · · , − 2m, − m, 0,m 2,m, · · · } i
grup amb l’operació d’addició. Veure el teo-
rema 2.4, pàg. 4.

Zom Grup multiplicatiu dels enters mòdul n. Veure
la def. 6.1, pàg. 16.

Referències
[1] Benjamin Baumslag i Bruce Chandler. Schaum’s

outline of theory and problems of group theory.
McGraw-Hill, 1968.

1Notar que es fa servir la notació f(X) per representar el conjunt que s’obté al aplicar la funció f a tots els elements del conjunt X .
Veure la def. 1.7, pàg. 2.



2.3.Grupdièdric,Dn7

Definició2.14Conjugatd’unsubconjuntSperun
elementa.SiSésunsubconjuntnobuitdeGia∈G,
s’anomenaconjugatdeSperaalconjunt

S
a

={a−1xa:x∈S}

Propietats2.2Delconjuntconjugat:
1.S→S

a
:x→a−1xaésbijectiva.

2.(S
a
)
b

=S
ab
,∀a,b∈G.

3.S=S
1
.

4.SiSésunsubgrupdeGtambéhoésdeS
a
.

5.SiS⊂TllavorsS
a
⊂T.

Veurelademostracióen[3,pàg.33].

Definició2.15NormalitzadorSiSésunsubconjunt
nobuitdeG,s’anomenanormalitzadordeSenGal
conjunt

N(S)={a∈G:S
a

=S}={a∈G:a−1Sa=S}
(2.13)

Teorema2.15N(S)ésunsubgrupdeG.

Demostració.(esbos)ClaramentS
1

=Siespotprovar
fàcilmentqueS

ab−1
=S,∀a,b∈N(S).

Veurelademostracióen[3,pàg.34].

Teorema2.16Si{Hi}ésunafamíliadesubgrupsde
G,llavors

H=
⋂

i

Hi

ésunsubgrupdeG.Amés,pera∈G

H
a

=
⋂

i

H
a
i.

Veurelademostracióen[3,pàg.34].

Definició2.16Productedesubgrups.(internaldirect
product)DonatsdossubgrupsH,K⊂G,esdefineix:

HK={hk:h∈H,k∈K}(2.14)

NotarqueH⊂HKiK⊂HK.

Teorema2.17HKésunsubgrupdeGsiiHK=
KH.Veurelademostracióen[3,pàg.34].

2.3Grupdièdric,Dn

Dnesdefineixcomelgrupdesimetriesd’unpolí-
gonregulard’nvèrtexsX={ai,i=1,···n}.
Aquestesespodenobteniramb(1)nrotacionsd’angle
i
2π
n,i=0,1,···,n−1ensentitdelesagullesdelre-

llotge,i(2)nreflexionsalvoltantdelseixosdesime-
triad’anglesi

2π
n,i=0,1,···,n−1,queanomenarem

si,i=1,2,···,n.Veurelafigura2.1perD3.

a3

a1

a2s3

s1

s2

f
1

a3

a1

a2

s3

s1

s2

g
1

a1

a3

a2

s1

s2

s3

Figura2.1:Operacióg
3

=f
1

g
1

enD3.

Alternativamentespotdefinirelgrupdièdriccom
labijeccióh:X→Xtalquedist(a,b)=
dist(h(a),h(b)),∀a,b∈X,onXéselconjuntdelsvèr-
texsdelpolígon.Ésadir,labijeccióqueconservala
distànciaentreelsvèrtexs(aixòés,rotacionsireflexi-
ons).

Fentservirlanotacióde[3]denotaremlesrotacions
perelconjunt{f

0
,f

1
,···f

n−1},onf
i

representaunaro-
taciódei

2π
n,i=0,1,···,n−1enelsentitdelesagulles

delrellotge.Lesreflexionsalvoltantdelseixosdesime-
triasi,i=1,2,···,nlesdenotaremper{g

1
,g

2
,···g

n
}.

veurelafigura2.1.Seguintlanotacióde[3]denotarem
g=g

1
,ésadir,denotaremperglareflexióalvoltantde

l’eixdesimetriaqueuneixelcentredelpolígonambun
delsvèrtexs.

Perexemple,peruntriangleequilàter,D3,hihalesro-
tacions{f

0
,f

1
,f

2
}ireflexions{g

1
,g

2
,g

3
}alvoltantdels

eixosdesimetrias1,s2,s3.Veurelafigura2.1.

Definició2.17LatauladeCayley2.1(otaulademul-
tiplicació)mostralespossiblesoperacionsqueresulten
delescomposicionsdelesbijeccionshihj,quehihaen
lafilai,columnaj.Enelpropercapítol3,pàg.8,es
veuràenmésdetalllacomposiciódebijeccions.PerD3

espotcomprovarquelataulaéstancadaambelement
neutree=f

0
.Veurelataula2.1.
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f
1

f
1

f
2

f
0

g
3

g
1

g
2

f
2

f
2

f
0

f
1

g
2

g
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g
1

g
1

g
1

g
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f
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f
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f
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f
1

g
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g
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g
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g
1

f
1

f
2

f
0

Taula2.1:TauladeCayleydeD3.

38Apèndixs

Teorema13.7(elementprimitiu)
SiguiE/Funaextensiófinitadecossosdecaracte-

rística0.Llavorséssimple,algebraicaiE=F(a)per
alguna∈E.L’elementaesdiuelementprimitiude
l’extensió.

Apèndixs

A.Divisibilitatenelsenters
Definició13.11DivisorEsdiuquel’enterddivideix
l’entera(oqueaésdivisibleperd,oquedésdivisoro
factordea)siaésunmúltipleded,is’escriud|a:

d|a⇒a=qd,q∈N.(13.8)

Definició13.12Màximcomúdivisor(GreatestCom-
monDivisor,gcd):Peraqualssevolentersa,b,amb
a,b6=0,gcd(a,b)éselmajordetotselsdivisorsco-
munsdea,b.Escompleixgcd(a,b)=gcd(a,amodb).
Peracalcular-hoésconvenientl’algorismed’Euclidi:

gcd(a,b)=





a,a=b

gcd(a−b,b),a>b

gcd(a,b−a),b>a

(13.9)

Definició13.13Mínimcomúmúltiple(LeastCom-
monMultiple,lcm):Peraqualssevolentersa,b,amb
a,b>0,lcm(a,b)éselmenorenterpositiuqueésmúl-
tipledea,b.

Definició13.14Nombresprimersrelatius:Dosnom-
bresn,msónprimersrelatiussil’únicfactorcomúque
tenenésl’1.Ésadir,gcd(n,m)=1.

Teorema13.8Deladivisióentera
PeraqualssevolentersD(dividend)id(divisor),amb
d>0existeixenelsentersúnicsq(quocient)ir(reste)
talsque

D=dq+r,0≤r<d(13.10)

Veurelademostracióen[2,pàg.3].

Teorema13.9gcdésunacombinaciólineal
Peraqualssevolentersa,b,amba,b6=0,existeixenels
enterss,ttalsque

gcd(a,b)=as+bt.(13.11)

Corol·lari:Sia,bsónprimersrelatius(gcd(a,b)=1),
aleshoresexisteixenelsenterss,ttalsque

as+bt=1.(13.12)

Veurelademostracióen[2,pàg.5].

Teorema13.10Lemad’EuclidiPeraqualssevolen-
tersa,b,sipésunnombreprimerquedivideixab,ales-
horespdivideixaodivideixb.Veurelademostració
en[2,pàg.6].

Teorema13.11Teoremafonamentaldel’aritmètica
Qualsevolenteraespotrepresentardeformaúnicacom
aproductedepotènciesdenombresprimers:

a=p
α1
1p

α2
2···p

αk
k=

k∏

i=1

p
αi
i(13.13)

onp1<p2<···pksónnombresprimersiαi∈N.
Veurelademostracióen[2,pàg.6].

B.Aritmèticamodular
Peraqualssevolentersa,n,elmòdulamodnesdefi-
neixcomelrestedeladivisióenteradeaentren.

Propietats
amodn∈Zn={0,1,···,n−1}(13.14)
(amodn)modn=amodn(13.15)

(a+b)modn=
((amodn)+(bmodn))modn(13.16)

abmodn=((amodn)(bmodn))modn(13.17)

a
b

modn=a
bmodφ(n)

modn(13.18)

onφ(n)éslafunciód’Euler(veurel’apèndixC).

Definició13.15CongruènciaQualssevolentersa,b
sóncongruentsrespectemodnsi

amodn=bmodn(13.19)

Teorema13.12Sidosentersa,bsóncongruentsrespec-
temodn,aleshoresa−bésunmúltipleden(ésadir
a−bdivideixn).

Teorema13.13Siescrivima∼nbquana,bsóncon-
gruentsmodn,aleshores,sia1∼nb1ia2∼nb2,llavors

a1+a2∼nb1+b2(13.20)
a1−a2∼nb1−b2(13.21)
a1a2∼nb1b2(13.22)

C.Funcióφd’Euler
(Euler’stotientfunction)φ(n)≥1comptequants
nombresenterspositiusmenorsquensónprimersre-
latiusambn.Pertant,φ(n)éselnombred’enters
k,1≤k<n,talsquegcd(n.k)=1.Perexemple,
φ(9)=6,doncs1,2,4,5,7,8sónprimersrelatiusde9.
Notarqueperunnombreprimerp,φ(p)=p−1.
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En general, un grup Dn compleix fi fj = fi+j en
aritmètica mòdul n, i les n reflexions es poden obtenir
amb les composicions {g f0, g f1, · · · g fn−1}. Notar que
g fi 6= g fj , per i 6= j, i,j ∈ {0,1, · · · ,n− 1}. Altrament
implicaria que fi = fj, i 6= j, i,j ∈ {0,1, · · · ,n−1} que
no és possible.

Es conclou que un grup dièdric Dn està format per 2n
elements:

Dn = {e, f1, f2, · · · fn−1, g, g f1, · · · g fn−1} (2.15)

on e = f0. Notar també que Dn no és abelià per
n ≥ 3. Per exemple, de la taula 2.1 tenim g1 g2 = f1

i g2 g1 = f2.

2.4 Producte directe de grups

Definició 2.18 Producte directe de grups (External
Direct Product): Siguin els grups G1, G2, · · ·Gn es de-
fineix el grup denotat per G1 × G2 × · · ·Gn al con-
junt de totes les n-tuples (g1, g2, · · · gn) on gi ∈ Gi i
el producte de tuples (g1, g2, · · · gn) (g′1, g

′
2, · · · g′n) =

(g1 g
′
1, g2 g

′
2, · · · gn g′n), on el producte gi g′i és el corres-

ponent al grup Gi.

Teorema 2.18 L’ordre s’un element del producte direc-
te de grups és el mínim comú múltiple dels ordres de les
components de l’element:

o((g1, g2, · · · gn)) = lcm(o(g1), o(g2), · · · o(gn))
(2.16)

Demostració. Sigui s = lcm(o(g1), o(g2), · · · o(gn)),
llavors, fent servir el teorema 2.7 tenim:

(g1, g2, · · · gn)s = (gs1, g
s
2, · · · gsn) = (e1, e2, · · · en)

a més, si (gt1, g
t
2, · · · gtn) = (e1, e2, · · · en), llavors

per 2.7 tenim que t ha de ser un múltiple de o(gi), per
tant, s ≤ t.

Teorema 2.19 Siguin G1 i G2 dos grups cíclics finits.
Llavors G1 ×G2 és cíclic sii o(G1) i o(G2) són primers
relatius.

Demostració. Sigui o(G1) = m i o(G2) = n. Llavors
o(G1 ×G2) = mn. Per la primera part hem de demos-
trar que si G1 × G2 és cíclic, llavors gcd(m,n) = 1.
Suposem que gcd(m,n) = d i que (g1, g2) és un ge-
nerador de G1 × G2. Això implica (g1, g2)

mn/d =
((gm1 )n/d, (gn2 )m/d) = (e, e). Per tant o(G1 ×G2) =
mn = o((g1, g2)) ≤ mn/d⇒ d = 1.

Per la segona part hem de demostrar que si
gcd(m,n) = 1, llavors G1 × G2 és cíclic. Suposem
G1 = 〈g1〉, G2 = 〈g2〉, amb gcd(m,n) = 1. Llavors
o(G1 ×G2) = o((g1, g2)) = lcm(m,n) = mn. Per tant
(g1, g2) és un generador de G1 ×G2.

Capítol 3
Grups permutatius
Nota: Per a més detalls i demostració dels teoremes veu-
re [2, capítol 5, pàg. 95].

Definició 3.1 Grup permutatiu: És un conjunt de bi-
jeccions d’elements d’un conjunt A en ell mateix, que
forma un grup amb l’operació binària composició de
funcions. Normalment es considera un conjunt A finit.

Els elements d’un grup permutatiu es representen en for-
ma d’array i s’anomenen permutacions. Per exemple,
dues permutacions α i β són:

α =

[
1 2 3 4
2 3 1 4

]

β =

[
1 2 3 4
4 3 1 2

]

On α(1) = 2, α(2) = 3, α(3) = 1, · · · i anàlogament
per β. La composició de permutacions és:

αβ =

[
1 2 3 4
2 3 1 4

] [
1 2 3 4
4 3 1 2

]
=

[
1 2 3 4
4 1 2 3

]

doncs (αβ)(1) = α(β(1)) = 4, etc.
L’element neutre d’un grup permutatiu és la permuta-

ció que no canvia cap element, per exemple:

e =

[
1 2 3 4
1 2 3 4

]

Es pot comprovar fàcilment que per a qualssevol permu-
tació α: α e = e α = α.

Definició 3.2 Grup simètric de grau n, Sn: És el
grup format per totes les permutacions de A ={

1 2 · · · n
}

. Sn té n! elements, i es pot provar que
per n ≥ 3 no és Abelià.

Exemple 3.1 (D4 és un subgrup de S4)
En un grup dièdric D4 podem descriure una rotació de
90o en sentit de les agulles del rellotge:

1 2

34

90o

1

23

4

13.3. Extensions simples 37

Es diu que el cos L = F (A) està generat per A sobre F .
Si A té un nombre finit d’elements, llavors es diu que L
està finitament generat. Si A té un sol element, es diu
que és una extensió simple.

Per a 2 conjunts A, B es té:

F (A)(B) = F (A ∪B) (13.3)

Definició 13.8 (homomorfisme d’avaluació) [4,
pàg. 255] Sigui E una extensió del cos commutatiu F i
a1, · · · an ∈ E. Es defineix l’homomorfisme d’avalua-
ció:

F [x1, · · ·xn]→ E : f(x1, · · ·xn)→ f(a1, · · · an)
(13.4)

Llavors es diu que a1, · · · an són algebraicament inde-
pendents si ker f = {0}. És a dir, no hi ha un polinomi
no nul tal que f(a1, · · · an) = 0. Altrament, si existeix
un polinomi no nul tal que f(a1, · · · an) = 0, es diu que
a1, · · · an són algebraicament dependents.

Si a1, · · · an són algebraicament independents es un
isomorfisme entre anells:

F [x1, · · ·xn] ∼= F [a1, · · · an] ⊂ E

i entre cossos:

F (x1, · · ·xn) ∼= f(a1, · · · an) ⊂ E

Si n = 1 i a1 és algebraicament independent sobre
F , llavors es diu que a1 és transcendent sobre F . Al-
trament, si a1 és algebraicament dependent sobre F ,
llavors es diu que a1 és algebraic sobre F , i es té l’iso-
morfisme:

F [x1]/ ker f ∼= F [a1] ⊂ E (13.5)

A més, com que E és un cos, no té divisors de zero.
Per tant, tampoc els té F [x1]/ ker f i ker f és un ideal
primer ker f 6= {0}. Com que F [x1] és un DIP, ker f
serà maximal, i F [x1]/ ker f un cos. Per tant, de l’i-
somorfirme anterior tenim que F [a1] també és un cos i
F [a1] = F (a1).

Definició 13.9 (tipus d’extensions) La definició ante-
rior d’element algebraic i transcendent en [2, pàg. 370]
es resumeixen així: Sigui E una extensió del cos com-
mutatiu F i a ∈ E. Es diu que a és algebraic en F si és
el zero d’un polinomi d’F [x]. Altrament es diu que a és
transcendent en F .

L’extensióE es diu algebraica en F si tots els elements
d’E són algebraics en F . Altrament es diu que E és una
extensió transcendent en F .

Teorema 13.2 (espai vectorial) [4, pàg. 249] Sigui
E/F . Llavors E té una estructura d’espai vectorial so-
bre F .

Definició 13.10 (grau d’una extensió) SiguiE una ex-
tensió del cos commutatiu F i a ∈ E. Es diu que el grau
de l’extensió E és n i s’escriu [E : F ] = n si E té di-
mensió n com a espai vectorial en F . Si el grau és finit,
es diu que E és una extensió finita. En particular, si
[E : F ] = 1, llavors E = F .

Per exemple, C té grau 2 en R, doncs {1,i} és una base
de C.

Teorema 13.3 (extensió finita) Sigui E/F i F/K.
Llavors són equivalents
1. E/F i F/K són finites,

2. E/K és finit.
A més, si són finites es té: [E : K] = [E : F ] [F : K].

Teorema 13.4 (unicitat) Si a és algebraic en F , llavors
hi ha un polinomi mònic únic en F [x] tal que p(a) = 0.

Teorema 13.5 (divisibilitat) Si a és algebraic en F i
p(x) un polinomi de grau mínim per a en F . Llavors
si f(x) ∈ F [x] i f(a) = 0, p(x) divideix a f(x) en F [x].

13.3 Extensions simples

Teorema 13.6 (caracterització d’extensions) [2,
pàg. 371] i [4, pàg. 257] Sigui E una extensió del cos
commutatiu F i a ∈ E. Es compleix que:
• Si a és transcendent en F , llavors F (a) és isomorf a
F (x).

• Si a és algebraic en F , llavors f : F (x) → F (a) =
E : x → a és un epimorfisme i E un anell de poli-
nomis en a. Es diu que E/F és una extensió simple
algebraica. Si f(x) és un polinomi irreductible tal
que f(a) = 0, llavors

ker f = 〈f(x)〉 (13.6)

doncs f(a) = 0, i f(a) g(a) = 0. Per tant, 〈f(a)〉 =
{f(a) g(a) : g(x) ∈ F [x]} ⊆ ker f . Al ser f(x)
irreductible, 〈f(x)〉 és un ideal maximal (veure el te-
orema 12.13, pàg. 35) i, per tant , ker f = 〈f(x)〉.
D’aquí tenim que per el primer teorema d’isomorfia,

F [x]/〈f(x)〉 = F [x]/ ker f ∼= im f = F (a) (13.7)

Per a que el polinomi sigui únic es tria mònic i s’ano-
mena polinomi mínim de a sobre F . Amb la nota-
ció de [4, pàg. 257] el polinomi mínim es denota per
P (a, F ). És a dir, P (a, F ) és un polinomi irreductible
mònic f(x) ∈ F [x], tal que f(a) = 0.
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amblapermutació:

f=

[
1234
4123

]

ilareflexióalvoltantdel’eixhoritzontal:

12

3 412

3 4

amblapermutació:

g=

[
1234
4321

]

ElselementsfiggenerentotelgrupD4(talcomes
vaobtenirenlasecció2.3,pàg.7).Ésadir,qualsevol
elementdeD4espotobtenird’algunacombinaciódef
ig.Perexemple,unarotacióde180

o
ésf

2
(composició

defambellmateix).Defet,aplicant(2.15)tenim:

D4={e,f
1
,f

2
,f

3
,g,gf

1
,gf

2
,gf

3
}

Pertant,D4ésunsubgrupdeS4.

3.1Notaciópercicles(cyclenotation)

Consisteixenespecificarlapermutacióperelsciclesque
vand’unelementaellmateix.Perexemple:

α=

[
123456
231465

]

s’identificariaper:α=(1,2,3)(4)(5,6),doncshihaels
cicles1→2→3→1,4→4i5→6→5.Notarque
l’últimelementdelcicle(queésigualalprimer)noes
posaenlaseqüència.Unaltreexemple:

β=

[
123456
346215

]
=(1,3,6,5)(2,4)

Cadaexpressiódelaforma(a1,a2,···,an)s’anomena
cicledelongitudn.

Cadacicleespotinterpretarcomunapermutacióon
elselementsquenohihaenelciclenocanvien(equiva-
lentanoafegirelsciclesd’unsolelement).Perexem-
ple:

(1,2,3)=

[
123456
231456

]

Lamultiplicaciódecicless’interpretacomlapermu-
tacióqueresultadelacomposiciódelespermutacions:

(1,2,3)(2,3,5)=
[

123456
231456

][
123456
135426

]
=

[
123456
215436

]
=(1,2)(3,5)

Lacomposicióespotferdirectamenttenintencompte
lesrelacionsdelcicle,iqueelselementsquenohiha
enelciclenocanvien.Hemderepetiraquestesregles
rotantdedretaaesquerra(composiciódefuncions)fins
queesprodueixuncicle.Perexemple:

(1,3)(3,4,6)(5,3,2)=(1,3,2,5,4,6)

doncsl’1ésfixeneltercerfactorielsegon,ipassaa3
enelprimer.Desprésel3passaa2enelprimerfactor,
queésfixenelsegonitercer,iaixísuccessivament:

1→1→3

3→2→2→2

2→5→5→5,

5→3→4→4

4→4→6→6

6→6→3→1⇒
(1,3,2,5,4,6)

Teorema3.1Uncicledelongitudntéordren.
Espotcomprovarfàcilment,doncsalrotarnelements,
s’obtéelmateixelementdelcicle.Perexemple:

(2,4,5)
3

=(2,4,5)(2,4,5)(2,4,5)=(2)(4)(5)=e

Teorema3.2Totapermutacióespotescriurecomel
productedeciclesdisjunts(ambelementsdiferents).

Teorema3.3Sielsciclesαiβsóndisjunts,aleshores
αβ=βα.

Teorema3.4L’ordred’unapermutacióexpressadaen
ciclesdisjuntséselmínimcomúmúltipledeleslongi-
tudsdelscicles.
Perexemple,consideremS4,queté4!=24permutaci-
ons.Denotem(n)uncicledelongitudn.Elspossibles
ciclesdisjuntsdelespermutacionsdeS4tenenlongi-
tuds:

(4)

(3)(1)

(2)(2)

(2)(1)(1)

(1)(1)(1)(1)

36Capítol13.Extensiódecossos

Teorema12.17(DFU)
SiguiFuncoscommutatiu(field).LlavorsF[x]ésun

dominidefactoritzacióúnica(veureladefinició11.30,
pàg.32).

Teorema12.18(Fcos,F[x]DE,F[x]DIP)
[4,pàg.127]Lessegüentsafirmacionssónequivalents:
•Fésuncos,

•F[x]ésundominieuclidi(DE),

•F[x]ésundominid’idealsprincipals(DIP).

Teorema12.19(Gauss:implicacióUFD)
[2,pàg.334]i[4,pàg.127]SiguiDundominidefac-

toritzacióúnica(DFU).LlavorsD[x]tambéésunDFU.

ZZ[x]

an10
n

+···+a110+a0anx
n

+···+a1x+a0
Unitat‖a‖=1∂f(x)=0

a=bq+rf(x)=g(x)q(x)+r(x)
primerirreductible

ED:‖a‖=|a|‖f(x)‖=2
∂f(x)

DIP:I=〈a〉I=〈f(x)〉
DFU:producteprimersproducteirreductibles

Taula12.1:AnalogiaentreelsanellsZiZ[x][2,
pàg.332].

Capítol13
Extensiódecossos
13.1Espaisvectorials

Definició13.1(espaivectorial)[2,pàg.345]Uncon-
juntVesdiuespaivectorialsobreuncoscommutatiu
(field)FsiVésungrupabeliàambl’addicióipera
cadaa∈Fiv∈Vhihaunelementav∈V;ies
compleixenelsegüentpertota,b∈Fiu,v∈V:
1.a(u+v)=au+av

2.(a+b)v=av+bv

3.a(bv)=(ab)v

4.1v=v.
Elselementsd’Fs’anomenenescalarsielsd’Vvec-
tors.

Definició13.2(subespaivectorial)SiguiVunespai
vectorialsobreF.U⊂VésunsubespaideVsitambé
ésespaivectorialsobreFamblesmateixesoperacions
queV.

Definició13.3(independèncialinial)Unconjuntde
vectorsSesdiuenlinealmentdependentsenFsihiha
unsvectorsv1,···vn∈Siescalarsa1,···an∈Ftals
quea1v1+···+anvn=0.Altramentesdiuenlineal-
mentindependents.

Definició13.4(based’unespaivectorial)SiguiVun
espaivectorialenF.UnconjuntdevectorsB∈Ves
diubasedeVsiBéslinealmentindependentiqualse-
volvectordeVésunacombinaciólineald’elementsde
B.
Elnombredevectorsd’unabaseésinvariant(ésadir,la
mateixperaqualsevolbased’V)is’anomenadimensió
deV.

13.2Extensiódecossos

Definició13.5(extensiód’uncos)(extensionfield)[4,
pàg.247]SiguinK,Ecossos.EsdiuqueEésunaex-
tensiód’uncosK,is’escriuE/K,siexisteixunho-
momorfismef:K→E.ComqueKésuncos,fés
unmonomorfisme(veureelteorema11.7,pàg.30),per
tant,Késisomorfalasevaimatgef(K)⊆E(notar
quealserinjectiva,fseràunabijeccióentreKif(K)).

EnelGallian[2,pàg.345]esdónaunadefiniciómés
senzilla:EésuncoscommutatiuK⊆Eonlesopera-
cionsdeKsónlesdeErestringidesaK.

Teorema13.1(Kronecker)
SiguiFuncoscommutatiu(field)if(x)∈F[x]amb

∂f>0.LlavorsexisteixunaextensióEonf(x)téun
zero.

Definició13.6(tipusd’extensions)[2,pàg.370]Sigui
EunaextensiódelcoscommutatiuFia∈E.Una
extensiód’FdelaformaF(a),on

F(x)={f(x)/g(x):f(x),g(x)∈F[x],g(x)6=0}
(13.1)

s’anomenaextensiósimpled’F.

Definició13.7(subextensiód’uncos)L’extensiósim-
pledefinidaanteriormentesdefineixen[4,pàg.252]de
lasegüentmanera.SiguiE/FiA={a1,···an}∈E
(onnpotser∞).EsdenotaF(A)alainterseccióde
totselssubcossosK⊂EquecontenenFiA.Elcos
F(A)s’anomenaextensiógeneradaperAsobreF.El
cosF(A)tambéespotdescriuredelasegüentmane-
ra:x∈EestàenF(A)siexisteixenelselementsA=
{a1,···an}∈Eielspolinomisf,g∈F[x1,···xn]amb
nindeterminadestalsque

g(a1,···an)6=0,x=f(a1,···an)/g(a1,···an)
(13.2)
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amb mínims comuns múltiples: 4, 3, 2, 2, 1. Per tant, els
ordres de les 24 permutacions de S4 són 4, 3, 2, 1.

Teorema 3.5 Qualsevol permutació de Sn, n > 1 es
pot expressar com el producte de cicles de longitud 2 (2-
cycles), possiblement no disjunts.
És fàcil de provar, doncs tota permutació es pot expres-
sar com el producte de cicles disjunts, però:

(a1,a2, · · · ,ai) · · · (b1,b2, · · · ,bj) =

(a1,ai) · · · (a1,a2) · · · (b1,bj) · · · (b1,b2)

Per exemple:

(1,2,3)(4,5) = (1,3)(1,2)(4,5)

Teorema 3.6 El caràcter parell o senar de l’expressió
com un producte de 2-cycles d’una permutació és únic.
És a dir, hi pot haver múltiples expressions en productes
de 2-cycles d’una permutació, però totes seran parelles o
senars. Això motiva la classificació de les permutacions
en parelles o senars, segons es puguin expressar com el
producte d’un nombre parell o senar de 2-cycles.

Per determinar si una permutació és parella o senar,
hi ha una marera més senzilla que fer la descomposició
en 2-cycles (veure [1, pàg. 60]). Donada una seqüència
ordenada d’enters, es diu que el nombre d’inversions
de la seqüència és el nombre d’enters inferiors al primer
enter de la seqüència. Per exemple, el nombre d’inversi-
ons de 3,2,4,1 és 2, i escrivim I(3,2,4,1) = 2, perquè els
elements 2 i 1 són inferiors a 3. Per determinar si una
permutació

α =

[
1 2 · · · n
i1 i2 · · · in

]

és parella o senar, basta calcular si ho són el nombre
d’inversions de la permutació:

Iα = I(i1,i2, · · · ,in)+I(i2, · · · ,in)+ · · ·+I(in−1,in)

Per exemple, el nombre d’inversions de la permutació:

α = (1,2,3)(4,5) = (1,3)(1,2)(4,5) =

[
1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

]

és Iα = I(2,3,1,5,4) + I(3,1,5,4) + I(1,5,4) + I(5,4) =
1 + 1 + 0 + 1 = 3. Per tant, α és una permutació senar.

Teorema 3.7 El conjunt de les permutacions parelles de
Sn forma un subgrup de Sn. Notar que no passa el ma-
teix amb les senars, doncs es pot comprovar que la per-
mutació identitat és parella.

Definició 3.3 El subgrup de les permutacions parelles
de Sn té el nom de Grup altern de grau n, An. Com
que Sn té n! permutacions, de les quals la meitat són
parelles, An té ordre n!/2.

Exemple 3.2 (permutacions de A4)
Les permutacions de S4 que comencen per 1 són:

permutació Inv. signe notació ordre

1 2 3 4 0 + e 1
1 2 4 3 1 − (3,4) 2
1 4 2 3 2 + (2,4,3) 3
1 4 3 2 3 − (2,4) 2
1 3 4 2 2 + (2,3,4) 3
1 3 2 4 1 − (2,3) 2

Taula 3.1: Permutacions de S4 que comencen per 1

Intercanviant 1 ↔ 2, 1 ↔ 3 i 1 ↔ 4 s’obtenen les 18
permutacions que falten de S4.

De la taula 3.1 tenim que les Permutacions de A4 que
comencen per 1 són:

permutació Inv. signe notació ordre

1 2 3 4 0 + e 1
1 4 2 3 2 + τ2 = (2,4,3) 3
1 3 4 2 2 + τ1 = (2,3,4) 3

Taula 3.2: Permutacions d’A4 que comencen per 1

Intercanviant 1↔ 2, 1↔ 3 i 1↔ 4 en les permutaci-
ons senars de la taula 3.1 s’obtenen les 9 permutacions
que falten d’A4 (agafem les senars perquè al fer l’inter-
canvi canvia el signe de la permutació):

permutació Inv. signe notació ordre

2 1 4 3 2 + σ8 = (1,2)(3,4) 2
2 4 3 1 4 + τ5 = (1,2,4) 3
2 3 1 4 2 + τ7 = (1,2,3) 3
3 2 4 1 4 + τ3 = (1,3,4) 3
3 4 1 2 4 + σ2 = (1,3)(2,4) 2
3 1 2 4 2 + τ8 = (1,3,2) 3
4 2 1 3 4 + τ4 = (1,4,3) 3
4 1 3 2 4 + τ6 = (1,4,2) 3
4 3 2 1 6 + σ5 = (1,4)(2,3) 2

Taula 3.3: Permutacions d’A4 que comencen per 2,3,4

En les taules 3.2 i 3.3 s’ha fet servir la mateixa nota-
ció que en [1, prob. 5.1, pàg. 131]. Notar que σi són
permutacions d’ordre 2 i les τi són d’ordre 3.
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12.1 Factorització de polinomis

Definició 12.2 (irreductibilitat) [2, pàg. 305] Sigui D
un domini d’integrigat. Un element f(x) ∈ D[x] no nul
ni unitat és irreductible si per a qualsevol factorització
f(x) = g(x)h(x), g(x),h(x) ∈ D, llavors g(x) o h(x)
és una unitat de D[x].

Exemple 12.2 (irreductibilitat) f(x) = 2x2 + 4 és ir-
reductible en R[x], doncs, per exemple f(x) = 2(x2+2)
i h(x) = 2 és unitat amb h−1(x) = 2−1. Igualment per a
qualsevol factorització d’f(x). En canvi f(x) és reduc-
tible en C, doncs f(x) = (2 x+

√
−2)(2x−

√
−2) i cap

dels factors és una unitat de C[x].

Definició 12.3 (contingut i polinomi primitiu)
S’anomena contingut d’un polinomi f(x) = an x

n +
· · ·+ a1 x+ a0 a c(f) = gcd(an, · · · ,a0).
S’anomena polinomi primitiu a un polinomi amb
c(f) = 1.

Teorema 12.5 (lema de Gauss)
[2, pàg. 307] El producte de 2 polinomis primitius és

primitiu.

Teorema 12.6 (irreductibilitat en A[x] i K[x])
[4, pàg. 130] Si f(x) ∈ A[x] amb ∂[A] > 0 és irreduc-

tible en A[x], llavors c(f) = 1 i també és irreductible en
el cos de fraccions K[x] de A[x].

Teorema 12.7 (les arrels divideixen f(0))
[4, pàg. 142] Sigui f(x) = an x

n+· · ·+a1 x+a0 ∈ A[x]
amb an ∈ U(A). Llavors, tota arrel d’f(x) en A divi-
deix a0 = f(0).

12.1.1 Teoremes d’irreductibilitat
Veure [2, pàg. 307].

Teorema 12.8 (irreductibilitat)
[2, pàg. 306] Sigui F un cos commutatiu (field) i

f(x) ∈ F [x] amb grau 2 o 3. Llavors f(x) és reduc-
tible en F [x] sii f(x) té un zero en F .

Exemple 12.3 (teorema irreductibilitat) En l’exem-
ple 12.8 f(x) = 2x2 + 4 té els zeros ±

√
−2 ∈ C. Per

tant, és reductible en C, però no en R, doncs no té zeros
en R.

Teorema 12.9 (reductibilitat en Q)
Sigui f(x) ∈ Z[x]. Si f és reductible en Q, llavors és

reductible en Z.

Teorema 12.10 (test d’irreductibilitat mod p)
Sigui p primer i f(x) ∈ Z[x], ∂f ≥ 1. Sigui

f̂(x) ∈ Zp[x] el polinomi obtingut reduint els coeficients
f mod p. Llavors, si f̂ és irreductible en Zp i ∂f̂ = ∂f ,
també ho és f en Q.

Teorema 12.11 (criteri d’Eisenstein)
Sigui

f(x) = an x
n + · · ·+ a1 x+ a0 ∈ Z[x]

si hi ha un primer p tal que

p - an, p | an−a, · · · , p | a0, i p2 - a0

llavors f és irreductible en Q.

Teorema 12.12 (polinomi ciclotomic)
Sigui p primer. Llavors el polinomi ciclotomic

Φp(x) =
xp − 1

x− 1
= xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1 (12.8)

és irreductible en Q.

Teorema 12.13 (ideal maximal en F [x])
Sigui F un cos commutatiu (field) i f(x) ∈ F [x]. Lla-

vors 〈f(x)〉 és un ideal maximal en F [x] sii f és irreduc-
tible en F (veure la definició d’ideal maximal en 11.17,
pàg. 29).

Teorema 12.14 (cos commutatiu)
Sigui F un cos commutatiu (field) i f(x) ∈ F [x] un

polinomi irreductible en F . Llavors F [x]/〈f(x)〉 és un
cos commutatiu (field).

Teorema 12.15 (f(x) | a(x) b(x))
Sigui F un cos commutatiu (field), f(x),a(x),b(x) ∈

F [x] i f(x) ∈ F [x] un polinomi irreductible en F . Si
f(x) | a(x) b(x), llavors f(x) | a(x) o f(x) | b(x).

Teorema 12.16 (factorització)
Qualsevol polinomi f(x) ∈ Z[x] diferent de zero o la

unitat es pot factoritzar de forma única com:

f(x) = b1 · · · bs p1(x) · · · pm(x) (12.9)

on bi i pi(x) són polinomis irreductibles amb ∂bi = 0 i
∂pi(x) ≥ 1.

Proposició 12.1 (DE) [4, pàg. 126] Sigui F un cos
commutatiu (field). Llavors F [x] és un domini Euclidi
(DE) amb:

‖f(x)‖ = 2∂f(x) (12.10)

Veure la definició de DE en 11.28, pàg. 32. Nota: en el
Gallian es defineix ‖f(x)‖ = ∂f(x).
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Capítol4
TeoremadeLagrange
4.1Classelateral(coset)

SiGésungrup,HésunsubgrupdeG,iaésunelement
deG,llavorselsconjunts

aH={ah:h∈H}(4.1)
Ha={ha:h∈H}(4.2)

s’anomenenrespectivamentclasselateralperl’esquerra
iperladreta(classeesquerraodreta,perabreujar)de
HenGquecontenena(leftandrightcosetofHinG
containinga).

NOTA:enungrupambl’operacióaddició,lesclasses
lateralsserana+HiH+a.

Exemple4.1(Classeslaterals)SabemqueH={0,4}
ésunsubgrupdeZ8={0,1,···7}(veurel’exemple2.6,
pàg.5).LesclasseslateralsgeneradesperHsón:

0+H={0,4}
1+H={1,5}
2+H={2,6}
3+H={3,7}
4+H={4,0}=H

5+H={5,1}=1+H

6+H={6,2}=2+H

7+H={7,3}=3+H

Definició4.1SiguielgrupGielsubgrupHdeG.De-
finimlesrelacionsR

H
iRH(veure[3,pàg.40]):

aR
H
bsia−1b∈H(4.3)

aRHbsiab−1∈H(4.4)

Exemple4.2(classeslateralsenC4)
DonatelsubgrupH={e,a

2
}deC4=〈a〉,trobarles

classeslateralsperladretadeHenC4(grupcíclicd’or-
dre4).

He=H={e,a
2
}

Ha={a,a
3
}

Ha
2

={a
2
,a

4
}={a

2
,e}=H

Ha
3

={a
3
,a

5
}={a

3
,a}=Ha

Espotveurequel’ordredetoteslesclasseslateralsés
elmateix,hiha2classeslateralsdiferentsdisjuntesila
uniódetoteslesclasseslateralséselgrupC4.

Exemple4.3(classeslateralsenS3)

DonatelsubgrupH={e,
(

123
213

)
}deS3,trobarles

classeslateralsperladretad’HenS3(grupsimètricde
3elements).o(S3)=3!=6.Els6elementsd’S3són:

e=

(
123
123

)

s1=

(
123
132

)
=(2,3)

s2=

(
123
213

)
=(1,2)

s3=

(
123
312

)
=(1,3,2)

s4=

(
123
231

)
=(1,2,3)

s5=

(
123
321

)
=(1,3)

Espotveurequehiha3elementsd’ordre2(s1,s2,s5)i
2d’ordre3(s3,s4).Amblanotacióanteriortenimque
H={e,s2}.Amés:

s2s1=(1,2)(2,3)=(2,3,1)=(1,2,3)=s4

s2s2=(1,2)(1,2)=e

s2s3=(1,2)(1,3,2)=(1,3)=s5

s2s4=(1,2)(1,2,3)=(2,3)=s1

s2s5=(1,2)(1,3)=(1,3,2)=s3

Pertant,lesclasseslateralsperladretasón:

He=H

Hs1={s1,s4}
Hs2={s2,e}=H

Hs3={s3,s5}
Hs4={s4,s1}=Hs1

Hs5={s5,s3}=Hs3

Ésadir,3classeslateralsdiferentsd’ordre2.

Teorema4.1R
H

iRHsónrelacionsd’equivalènciaen
elconjuntG.Veureladefinicióderelaciód’equivalèn-
cia1.1,pàg.1.

Demostració.PerRH(perR
H

ésanàleg):
1.Pera∈Gestéaa−1=e∈H(perquèHéssub-

grup),pertant:aRHa(propietatreflexiva).
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•[k]6=0inoésdivisordezeroenZ/〈n〉

Teorema11.19(Euler)
Sin>1iksónprimersrelatius,llavors:

k
φ(n)

=1(modn)(11.33)

onφ(n)éslafunciód’Euler.Veurel’apèndixC.Per
exemple,φ(10)=10(1−1/2)(1−1/5)=4.Pertant
7
φ(10)

=7
4

=2401=1(mod10),doncsgcd(7,10)=
1.

Teorema11.20(petitteoremadeFermat)
Sipésprimerin∈Zllavors:

n
p

=n(modp).(11.34)

equivalentment:n
p−1=1(modp).

Teorema11.21(deWilson)
Sipésprimer,llavors

(p−1)!=−1=p−1(modp)(11.35)

Perexemple4!=24=4(mod5).

Capítol12
AnellsdePolinomis
Definició12.1(polinomi)Siguiunanellcommutatiu
A,s’anomenaanelldepolinomisenunaindetermina-
daxa:

A[x]={anx
n

+···+a1x+a0:ai∈A,n∈Z
+
}

(12.1)
Nota:enelllibredel’UNED[4,pàg.107]esconsidera
mésd’unaindeterminada:

A[x]=
∑

ν

aνx
ν1
1···x

νn
n.(12.2)

Sif(x),g(x)∈A:

f(x)=anx
n

+···+a1x+a0

g(x)=bmx
m

+···+b1x+b0

esdefineixlasumaiproductecom:

f(x)+g(x)=
(as+bs)x

s
+···+(a1+b1)x+(a0+b0),

s=max(n,m)

f(x)g(x)=cn+mx
n+m

+···+c1x+c0

onck=akb0+···+a0bk,k=0,···,n+m.
Sif(x)tél’elementdirectoran6=0esdiuquetégrau

niesdenotaper∂f=n(fentservirlanotacióde[4]).
Perconveniènciadefinim:

∂0=−∞.(12.3)

Encasdetenirunpolinomiambvariesindeterminades
esdefineixelgrautotaliparcialcom:

∂f(x)=maxd:aν6=0,ν1+···+νn=d(12.4)
∂if(x)=maxd:aν6=0,νi=d(12.5)

Sian=1esdiuqueésunpolinomimònic,isinomés
hihaunsumandesdiumonomi.

Propietats12.1d’unanelldepolinomis
1.A[x]ésundominid’integritat(DI)siiAhoés[2,

pàg.296].

2.SiAésunDIllavorsU(A)=U(A[x]).

Teorema12.1(algorismededivisió)
[2,pàg.296]SiguiFuncoscommutatiu(field)amb

f(x),g(x)∈F,g(x)6=0.Llavorsexisteixenelspoli-
nomisúnicsq(x),r(x)∈F(quocientireste,respectiva-
ment)talsque

f(x)=g(x)q(x)+r(x)(12.6)

onr(x)=0o∂r(x)<∂g(x).

Teorema12.2(regladeRuffini)
Peracadaf(x)∈A[x]existeixq(x)∈A[x]talque:

f(x)=q(x)(x−a)+f(a)(12.7)

ix−a|f(x)siif(a)=0.

Corol·lari12.1Unpolinominonulf∈A[x]técoma
moltp=∂fzerosdiferentsenA.

Teorema12.3(DIP)
SiguiFuncoscommutatiu(field).LlavorsF[x]ésun

dominid’idealsprincipals(DIP).Ésadir,totselsideals
d’F[x]sóndelaforma〈f(x)〉={f(x)g(x):g(x)∈
F[x]}(veureladefiniciódeDIPen11.29,pàg.32).

Teorema12.4(criteriperunideald’F[x])
[2,pàg.300]SiguiFuncoscommutatiu(field),iI

unidealnonuld’F[x].LlavorsI=〈f(x)〉siif(x)
ésunpolinominonuldegraumínimenI(ésadir,un
polinomidemenorgraunonul).

Exemple12.1(I=〈f(x)〉)[2,ex.3,pàg.300]Consi-
derarl’homomorfisme

φ:R[x]→C:f(x)→f(i)

ésadir,avaluarf(x)eni.Llavorsx
2

+1∈kerφi
ésunpolinomidegraumínimdekerφ.Pertant,del
teorema12.4tenimkerφ=〈x

2
+1〉iperelprimerte-

oremad’isomorfia(veure7.9,pàg.19)R[x]/〈x
2

+1〉és
isomorfambimR[x]=C.
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2. Si aRH b, a b−1 ∈ H , llavors (a b−1)−1 = b a−1 ∈
H , per tant, bRH a (propietat de simetria).

3. Si aRH b i bRH c es té: a b−1 ∈ H i b c−1 ∈ H . Així
doncs (a b−1) (b c−1) = a c−1 ∈ H i, per tant, aRH c
(propietat transitiva).

Al ser RH i RH relacions d’equivalència en G, gene-
ren els conjunts quocients G/RH i G/RH . Veure la de-
finició de conjunts quocients 1.11, pàg. 3. Les classes
laterals aH i H a són classes de l’element a generades
per les relacions d’equivalència RH i RH , respectiva-
ment. Veure la def. 1.10, pàg. 2 de classe generada per
una relació d’equivalència. És a dir:

aH = {a h : h ∈ H} = {b : aRH b, ∀b ∈ G} (4.5)
H a = {h a : h ∈ H} = {b : bRH a, ∀b ∈ G} (4.6)

doncs aRH b ⇒ a−1 b = h ∈ H ⇒ b = a h ∈ aH i
bRH a⇒ b a−1 = h ∈ H ⇒ b = h a ∈ H a.

Teorema 4.2 L’aplicació entre els conjunts quocients

G/RH → G/RH : H a→ a−1H (4.7)

és bijectiva.

Demostració. Hem de provar que si H x = H y haurà
de ser x−1H = y−1H . Però si H x = H y es té xRH y
Veure el teorema 1.1, pàg. 2. Per tant: x y−1 ∈ H ⇒
(x−1)−1 y−1 ∈ H ⇒ x−1RH y−1 ⇒ x−1H = y−1H .
Anàlogament es demostra que si H x 6= H y llavors
x−1H 6= y−1H , que prova la injectivitat. Com que cada
element y H deG/RH és la imatge deH y−1, l’aplicació
també és surjectiva.

Propietats 4.1 De les classes laterals. Si G és un grup,
H és un subgrup de G, i a,b ∈ G, llavors
1. a ∈ aH .

2. aH = H sii a ∈ H (H absorbeix a).

3. aH = bH sii a ∈ bH .

4. aH = bH sinó és aH ∩ bH = ∅.
5. aH = bH sii a−1 b ∈ H .

6. o(aH) = o(bH).

7. aH = H a sii H = aH a−1.

8. aH és un subgrup de G sii a ∈ H . Això és demos-
tra fàcilment, doncs si H és subgrup ha de tenir e,
per tant, de les propietats 2 i 4 aH = eH = H .
Notar que aquesta propietat implica que H és l’única
classe lateral per l’esquerra de H que conté a que és
subgrup de G.

Veure la demostració en [2, pàg. 139].
Les propietats anteriors són anàlogues per a classe la-

teral per la dreta. Les propietats 1, 4 i 6 impliquen que
les classes per l’esquerra d’un subgrup H de G partici-
onen G en subconjunts d’igual mida. Per tant, podem
veure les classes per l’esquerra de H com una partició
de G en classes d’equivalència sota la relació d’equi-
valència aRH b si aH = bH (aRH b si H a = H b en
les classes per la dreta) . De fet, sovint el subgrup H es
tria de forma que les classes generades particionen G en
alguna forma desitjada.

4.2 Teorema de Lagrange

Teorema 4.3 (Lagrange)
Si G és un grup finit i H és un subgrup de G, llavors

o(H) divideix o(G). A més, el nombre de classes late-
rals per l’esquerra (o la dreta) de H en G és o(G)/o(H).

Demostració. Siguin aiH, i = 1, · · · , r les r classes
per l’esquerra diferents que té H en G. Donat que per
algun i: ∀a ∈ G, a ∈ aH = aiH tenim que G =
∪ri=1aiH , per tant, o(G) =

∑r
i=1 o(aiH) = r o(H).

Exemple 4.4 (teorema de Lagrange) Z8 té 4 sub-
grups, els subgrups impropis {0} i {0,1, · · · 7}, i els sub-
grups propis {0, 4} i {0, 2, 4, 6} (veure l’exemple 2.6,
pàg. 5). Podem comprovar que l’ordre dels subgrups:
1, 8, 2, 4, divideix o(Z8) = 8. El nombre de classes late-
rals de {0, 4} en Z8 és o(Z8)/o({0, 4}) = 8/2 = 4, tal
com s’ha obtingut en l’exemple 4.1, pàg. 11.

Definició 4.2 Índex d’un subgrup H en G, [G : H]
És el nombre de classes laterals per l’esquerra d’H en
G. Es fa servir la notació [G :H] . Amb aquesta notació
el teorema de Lagrange es pot enunciar dient que o(H)
divideix o(G) amb índex [G :H] = o(G)/o(H).

Exemple 4.5 (índex en C4)
En l’exemple 4.2, pàg. 11 tenim H = {e, a2} subgrup
de C4, o(H) = 2. H genera 2 classes laterals diferents
de C4. Com que o(C4) = 4, comprovem que l’ordre
d’H divideix o(C4), i que el nombre de classes laterals
és [C4 :H] = o(C4)/o(H) = 2.

Exemple 4.6 (índex en S3)

En l’exemple 4.3, pàg. 11 tenim H = {e,
(

1 2 3
2 1 3

)
}

subgrup de S3, o(H) = 2. H genera 3 classes laterals
diferents d’S3. Com que o(S3) = 6, comprovem que
l’ordre d’H divideix o(S3), i que el nombre de classes
laterals és [S3 :H] = o(S3)/o(H) = 3.
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Resolució: Suposem que es compleix una identitat de
Bezout:

d = gcd(a,b) = α a+ β b, d,α,β ∈ A (11.24)

L’equació (11.23) només té solució si d | c, i podem es-
criure (11.23) i (11.24) com:

a′ x+ b′ y = c′ (11.25)
α a′ + β b′ = 1 (11.26)

on:
a′ = a/d, b′ = b/d, c′ = d/d

Multiplicant (11.25) per α i substituint α a′ = 1 − β b′,
i multiplicant (11.25) per β i substituint β b′ = 1− α a′,
tenim, respectivament:

x = α c′ + b′(β x− α y)

y = β c′ − a′(β x− α y)

d’on deduïm que les solucions són de la forma:

x = α c′ + b′ t

y = β c′ − a′ t t ∈ A (11.27)

Nota Si A és un subanell de B, les solucions de l’e-
quació (11.24) en B serien simplement:

u = α c′ + b′ t

v = β c′ − a′ t t ∈ B (11.28)

Algorisme d’Euclidi Per a calcular d = gcd(a,b) l’al-
gorisme (13.9), pàg. 38 es pot generalitzar a un anell A
on hi ha definida una aplicació (és un DE) ‖·‖ : A→ N
com la definida en (11.18). Sigui a,b ∈ A on ‖a‖ > ‖b‖.
Posant x0 = a, x1 = b, amb ‖‖ podem calcular la suc-
cessió:

x0 = y1 x1 + x2

x1 = y2 x2 + x3
...

xr−2 = yr−1 xr−1 + xr

xr−1 = yr xr

d’on és veu que xr divideix a tots els anteriors xi. Per
tant gcd(a,b) = xr, és a dir, l’últim reste no nul. És
convenient posar els resultats en forma de taula:

y1 y2 · · · yr−1 yr
a = x0 b = x1 x2 · · · xr−1 xr

x2 x3 · · · xr

Coeficients de la identitat de Bezout es poden obte-
nir amb l’algorisme d’Euclidi anterior posant:

x2 = a− y1 b
x3 = x1 − y2 x2 =
b− y2(a− y1 b) = −y2 a+ (1 + y1 y2)b

...
xr = d = α a+ β b

11.4 Congruències

Propietats 11.5 de l’anell Z [4, pàg. 56]:
1. Un enter p és irreductible sii és primer.

2. Z és un domini de factorització única (veure la defi-
nició 11.30).

3. El conjunt dels nombres primers és∞.

4. Z/〈n〉, n > 1 s’anomena anell de restes mòdul n.
Es denota:

[k] = [k]n = k+ 〈n〉 = {k+ q n : q ∈ Z} (11.29)

Es fa servir [k] si no hi ha confusió. Notar que un
altre representant de [k] és k = r + q n on r és el
reste per defecte si k > 0 o per excés si k < 0.
És a dir [k] = [r]. Per tant, cada classe d’equiva-
lència de Z/〈n〉 està determinada per un representant
0 ≤ r < n, i:

Z/〈n〉 = {[0], [1], · · · , [n− 1]} (11.30)

[0] i [1] són, respectivament, el 0 i 1 de l’anell Z/〈n〉.
Per referir-se als representants de Z/〈n〉 es fan servir
les notacions:

k = lmodn = l (modn) (11.31)

i es diu que k i l són congruents mòdul n.

5. Dels resultats anteriors tenim que els ideals d’un
anell de restes mòdul n estan en bijecció amb els ide-
als I ⊂ Z que contenen 〈n〉.

Teorema 11.18 (xinès del reste)
Si a, b són primers relatius existeix un isomorfisme

d’anells unitaris:

f : Z/〈a b〉 → Z/〈a〉 × Z/〈b〉 :

[k]ab → ([k]a, [k]b) (11.32)

Proposició 11.4 (unitats dels anells de restes)
(veure [4, pàg. 61]) Si n > 1 i k ∈ Z les següents con-
dicions són equivalents:
• [k] ∈ U(Z/〈n〉).

• gcd(k,n) = 1.
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Exemple4.7(subgrupspropisd’A4)
[1,Prob.5.1,pàg.131]o[3,Prop.2.10,pàg.92].Trobar
totselssubgrupspropisdelgrupA4.

SolucióPerelteoremadeLagrange,elssubgrupspro-
pishandeserd’ordre2,3,4,6,doncshandedividir
o(A4)=4!/2=12.

Enlestaules3.2i3.3,pàg.10hihalespermutacions
d’A4.N’hiha3d’ordre2(σ2,σ5,σ8).Pertant,dedu-
ïmqueelssubgrupsd’ordre2són:{e,σ2},{e,σ5}i
{e,σ8}.

Podemcomprovarqueperalespermutacionsd’or-
dre3:

τ
2
1=(2,3,4)(2,3,4)=(2,4,3)=τ2

τ
2
2=(2,4,3)(2,4,3)=(2,3,4)=τ1

τ
2
3=(1,3,4)(1,3,4)=(1,4,3)=τ4

τ
2
4=(1,4,3)(1,4,3)=(1,3,4)=τ3

τ
2
5=(1,2,4)(1,2,4)=(1,4,2)=τ6

τ
2
6=(1,4,2)(1,4,2)=(1,2,4)=τ5

τ
2
7=(1,2,3)(1,2,3)=(1,3,2)=τ8

τ
2
8=(1,3,2)(1,3,2)=(1,2,3)=τ7

D’ondeduïmquehihaelssubgrupsd’ordre3:
{e,τ1,τ2},{e,τ3,τ4},{e,τ5,τ6},{e,τ7,τ8}.

Espotcomprovarqueelsproductesdepermutacions
d’ordre2tambésónpermutacionsd’ordre2,perexem-
ple:σ2σ5=(1,3)(2,4)(1,4)(2,3)=(1,2)(3,4)=σ8.
Pertant,hihaelsubgrupd’ordre4{e,σ2,σ5,σ8}.

Alintentarbarrejarpermutacionsd’ordre2i3s’acaba
obtenintA4perquèelsubgrupsiguitancat.Perexem-
ple:τ1σ2=(2,3,4)(1,3)(2,4)=(1,3)(2,4)=σ2,però
σ2τ1=(1,3)(2,4)(2,3,4)=(1,3,2)=τ8,etc.

Pertant,janohihaméssubgrupsd’ordre4itampoc
n’hihacapd’ordre6.Enelcapítol8,pàg.20,exem-
ple8.1,esfaranservirelsteoremesdeSylowpertenir
mésinformaciósobreelssubgrupsd’A4.

Exemple4.8(índexde[Z:mZ])
[3,exemple1.12.5,pàg.41]ElsubgrupH=mZdel
grupadditiud’enters(veureelteorema2.4)generael
conjuntquocientZ/RH={H+0,H+1,···H+(m−
1)}.Pertant[Z:mZ]=m.

Corol·larisdelteoremadeLagrange:

Corol·lari4.1Ungrupd’ordreunnombreprimeréscí-
clic.

Demostració.Suposarqueo(G)ésunnombreprimer.
Siguia∈G,a6=e.Llavorso(〈a〉)divideixo(G)i
o(〈a〉)6=1.Pertant,hadesero(〈a〉)=o(G).

Corol·lari4.2Enungrupfinitl’ordredecadaelement
divideixl’ordredelgrup.

Demostració.Notarqueo(a)éstambél’ordredelsub-
grupgeneratperelconjuntS={a}.Veure2.8.Si
n=o(G),delteoremadeLagrangetenimquen=
do(a),d∈N.

Corol·lari4.3EnungrupfinitG:∀a∈G:a
o(G)

=e.

Demostració.Segonselcorol·lari4.2peralgunenterd:
o(G)=do(a),pertant:a

o(G)
=a

do(a)
=e

d
=e.

Corol·lari4.4SiHiKsónsubgrupsfinitsd’ungrup
Gambo(H)=m,o(K)=n,igcd(m,n)=1,llavors
H∩K=e.

Demostració.H∩K=eéssubgrupdeHiK.
Comqueo(H∩K)hadedividirmin,hadeser
o(H∩K)=1.PertantH∩K=e.

Corol·lari4.5Fórmuladetransitivitatdel’índex.Si
HiKsónsubgrupsd’ungrupGambH⊂K:(1)Hés
subgrupdeK;(2)Si[G:H]ésfinit,llavorstambého
és[G:K]i

[G:H]=[G:K][K:H](4.8)

Veurelademostracióen[3,pàg.43].

Corol·lari4.6SiHiKsónsubgrupsd’ungrupGd’or-
drefinit.Llavors:

card(HK)=
o(H)o(K)

o(H∩K)
(4.9)

Veurelademostracióen[3,pàg.44].

Corol·lari4.7PetitteoremadeFermat.Peracada
enterainombreprimerp:

a
p

modp=amodp.

Veurelademostracióen[2,pàg.143].

Capítol5
SubgrupNormal
Definició5.1SubgrupNormalSiGésungrupiHés
unsubgrupdeG,llavorsesdiuqueHésunsubgrup
normaldeG(iesposaHCG)si

aH=Ha,∀a∈G(5.1)

Notarqueaixòvoldirque∀a∈Gi∀h∈Hexistei-
xenh1,h2∈Htalsqueah=h1aiha=ah2.També
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∀x,y∈A∗:gcd(x,y)·lcm(x,y)=xy.

Definició11.26(elementirreductible)Siunelement
nonuly∈Anoésunitatielsúnicsdivisorsdeysón
div(y)=U(A)∪yU(A),esdiuqueyésirreductible.

Definició11.27(elementprimer)Siunelementnonul
y∈Anoésunitatipera,b∈A,y|ab⇒y|aoy|b
(ésadir,ygeneraunidealprimer〈y〉,veureladefinició
d’idealprimer11.18,pàg.29),esdiuqueyésprimer.

Teorema11.13(enunDIprimerimplicairreducti-
ble)

Enundominid’integritattotelementprimerésirre-
ductible.

Demostració.Suposarqueyésprimeriy=ab.Hem
deprovarqueaobésunaunitat.Comqueyésprimer,
y|aoy|b.Suposemquey|a⇒a=ky=kab⇒
1=kb,pertant,bésunitat.

Enelcasdelsenterslesdefinicionsd’elementirreducti-
bleiprimersónequivalents,peròveuremquehipoden
haveranellsirreductiblesquenosónprimers.

Definició11.28(dominieuclidi)Esdiuqueundomini
d’integritatAésundominieuclidi,DEsiexisteixuna
aplicació(anomenadamesura):

‖·‖:A→N(11.18)

talque:
1.‖x‖=0siix=0.

2.‖xy‖=‖x‖‖y‖.
3.Perx,y∈A∗∃r∈A:y|(x−r)i‖r‖<‖y‖.
Aquestadefiniciósegueixladefiniciodeladivisióente-
ra,rs’anomenaresteiq∈A:x−r=qyquocient.

Proposició11.2[4,prop.2.8,pàg.38]
SiAésundominieuclidi:

U(A)={x∈A:‖x‖=1}(11.19)

Exemple11.11(‖·‖)

1.PerA=Z

‖k‖=|k|=
{
k,sik≥0

−k,sik<0
(11.20)

2.PerA=Z[i][4,exemple2.7.2,pàg.37]

‖a+bi‖=a
2

+b
2

(11.21)

Definició11.29(dominid’idealsprincipals,DIP)És
undominid’integritatontotselsidealstenenlaforma
〈a〉,ésadir,sónidealsprincipals(veureladefinició
d’idealprincipalen11.14,pàg.28).

Teorema11.14(enunDIPirreductible⇒primer)
Enundominid’idealsprincipals,DIP,unelementés

irreductiblesiiésprimer.Veurelademostracióen[2,
pàg.324].

Teorema11.15(ED⇒PID)
[2,pàg.333]TotdominiEuclidi(ED)ésundomini

d’idealsprincipals(PID).

Proposició11.3(identitatdeBezout)Six,y∈A∗ge-
nerenunidealprincipal(perexemple,siAésunDIP),
aleshoresexisteixd=gcd(x,y)i

d=ax+by,a,b∈A

Teorema11.16(factorsirreductibles)
[4,pàg.42]SiguiAundominid’idealsprincipals,

DIP.Percadax∈A∗quenoésunitatexisteixen
elselementsirreductiblesúnics(anomenatsfactorsir-
reductibles)a1,···arprimersrelatius,ielsentersúnics
n1,···nrtalsque

x=a
n1
1···a

nr
r(11.22)

Definició11.30(dominidefactoritzacióúnica,DFU)
ésundominid’integritatquecompleix:
1.totelementirreductibleésprimer,

2.totelementnonulquenosiguiunitatéselproducte
d’elementsirreductibles.

Teorema11.17(PID⇒DFU)
[2,pàg.329]Totdominid’idealsprincipals(DIP)és

undominidefactoritzacióúnica(DFU).
NotarqueDE⇒DIP⇒DFU.PeròDFU;DIP;
DE.

EnunDFUsempreexisteixen:
•gcd=productedelsfactorsirreductiblescomunsele-

vatsalmenorexponent,

•lcm=productedelsfactorsirreductiblescomunsino
comunselevatsalmajorexponent.

11.3.1Equacionsdiofàntiques
Ambduesincògnitessónlessolucionsde[4,pàg.50]:

ax+by=c,a,b,c,x,y∈A(11.23)
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equival a dir que les relacions d’equivalènciaRH = RH .
Veure la definició en 4.1, pàg. 11. Doncs les classes late-
rals aH i H a són classes de l’element a generades per
les relacions d’equivalència RH i RH , respectivament.
Veure les (4.5) i (4.6). La relació (5.1) en general no
es compleix. Aquells subgrups que compleixen (5.1),
els subgrups normals, com es veurà a continuació, tenen
una especial rellevància.

Teorema 5.1 La condició de normalitat equival a:
1. H = Ha = a−1H a, ∀a ∈ G.

2. a b ∈ H ⇒ b a ∈ H, ∀a,b ∈ G. Notar però que en
general a b 6= b a.

Demostració. (esbós, veure la demostració en [3,
pàg. 61]).
1. Si H és normal de G, ∀a ∈ G ∃h,h′ ∈ H : a h =
h′ a. Llavors a h a−1 = h′ ⇒ aH a−1 ⊆ H . Contrà-
riament, si aH a−1 ⊆ H tenim aH ⊆ H a. Si posem
b = a−b s’obté H b ⊆ bH . Per tant aH = H a.

2. b a = a−1 (a b) a ∈ Ha = H .

Test de normalitat. SiG és un grup iH és un subgrup
de G, llavors la condició del teorema 5.1:

H = Ha = a−1H a, ∀a ∈ G (5.2)

es pot fer servir per a determinar si H és un subgrup
normal de G, llavors H és un subgrup normal de G.

Exemple 5.1 (subgrups normals de S3)
Trobar tots els subgrups normals de S3. En l’exem-
ple 4.3, pàg. 11 s’ha trobat que S3 té 3 classes laterals
per la dreta d’ordre 2 i 2 classes d’ordre 3. Per distingir-
les farem servir la notació τ i σ per les d’ordre 2 i 3,
respectivament (igual que en l’exemple del Schaum [1,
pàg. 57]. En particular:

e =

(
1 2 3
1 2 3

)

τ1 =

(
1 2 3
1 3 2

)
= (2, 3)

τ2 =

(
1 2 3
3 2 1

)
= (1, 3)

τ3 =

(
1 2 3
2 1 3

)
= (1, 2)

σ1 =

(
1 2 3
2 3 1

)
= (1, 2, 3)

σ2 =

(
1 2 3
3 1 2

)
= (1, 3, 2)

La taula de Cayley (veure la def. 2.17, pàg. 7) es pot
calcular fàcilment, per exemple, τ1 τ2 = (2, 3) (1, 3) =
(1, 2, 3) = σ1, i resulta la taula 5.1.

e σ1 σ2 τ1 τ2 τ3

e e σ1 σ2 τ1 τ2 τ3
σ1 σ1 σ2 e τ3 τ1 τ2
σ2 σ2 e σ1 τ2 τ3 τ1
τ1 τ1 τ2 τ3 e σ1 σ2
τ2 τ2 τ3 τ1 σ2 e σ1
τ3 τ3 τ1 τ2 σ1 σ2 e

Taula 5.1: Taula de Cayley de les permutacions del
grup S3.

Els subgrups {e} i G són normals. La taula 5.1 mos-
tra que tots els productes de permutacions d’ordre 2
donen una permutació d’ordre 3. Per tant, no hi pot
haver grups normals que només tinguin permutacions
d’ordre 2. De fet, es pot veure fàcilment que l’únic
grup que té permutacions d’ordre 2 és G. Per exem-
ple, si un subgrup normal H té τ1, també haurà de tenir
τ2 τ1 τ

−1
2 = σ2 τ2 = τ3 ∈ H . Per tant, τ1 τ3 = σ2 ∈ H ,

etc. i s’obté H = G.
Per altra banda, els productes de permutacions d’or-

dre 3 són tancades, p.e. σ2
1 = σ2. De fet, es comprova

fàcilment que el subgrup N = {e, σ1, σ2} és normal.
Doncs, p.e. τ1 σ1 τ−11 = τ2 τ1 = σ2 ∈ N .

Nota: en l’exemple del Schaum [1, pàg. 57] la taula és
la transposada de la taula 5.1. Això és degut a que en
el llibre del Schaum es fa servir la notació contraria per
a la composicions de funcions. Veure l’explicació de la
notació en la def. 1.4, pàg. 2.

Propietats 5.1 Dels grups normals: (veure [2,
pàg 179])
1. Tot subgrup d’un grup abelià és normal. El recíproc

és fals, hi ha grups amb tots el subgrups normals que
no són abelians. En aquest cas es diuen hamiltoni-
ans.

2. El centre d’un grup Z(G) és normal. Tots els sub-
grups de Z(G) també ho són.

3. El grup altern An és normal.

4. El subgrup de les rotacions del grup dièdric Dn és
normal.

5. El subgrup de les matrius amb determinant 1 de
GLn(R) (matrius reals amb determinant no nul) és
normal. Aquest subgrup deGLn(R) s’anomena grup
especial lineal i es denota per SLn(R).

Teorema 5.2 Si H és subgrup de G i [G : H] = 2, lla-
vors H és normal. Veure la demostració en [3, pàg. 63].
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Exemple 11.9 (homomorfisme) [2, pàg. 284]
L’aplicació

f : Z[x]→ Z : p(x)→ p(0)

és un homomorfisme entre anells amb

ker f = {p(x) ∈ Z[x] : f(0) = 0} = 〈x〉

(veure l’exemple 11.5, pàg. 28). Del teorema 11.8 tenim
Z[x]/〈x〉 ∼= Z. Com que Z és un domini d’integritat,
però no un cos, dels teoremes 11.5 i 11.6 tenim que 〈x〉
és un ideal primer però no maximal en Z[x].

Teorema 11.10 (homomorfisme de Z en un anell)
[2, pàg. 284] Sigui R un anell unitari 1 ∈ R. L’aplica-

ció:
f : Z→ R : n→ 1n (11.14)

és un homomorfisme entre anells.

Teorema 11.11 (un anell unitari conté Z o Zn)
[2, pàg. 284] Sigui R un anell unitari 1 ∈ R amb ca-

racterística n > 0. Llavors R conté un subanell isomorf
a Zn. Si la característica és 0, llavors conté un subanell
isomorf a Z.

Demostració. Sigui charR = n, 1 ∈ R i S = k 1 :
k ∈ Z}. Del teorema 11.10 tenim que f(k) = k 1 és un
homomorfisme. Com que ker f = 〈n〉, on n és l’ordre
d’1 amb l’addició i Z/ ker f = Z/〈n〉 ∼= Zn ∼= S, per el
teorema 11.2, pàg. 27 tenim que també és la caracterís-
tica d’R. Si R té característica 0, llavors S ∼= Z/〈0〉 ∼=
Z.

Teorema 11.12 (F conté Zp o Q)
[2, pàg. 285] Sigui F un cos commutatiu (field). Lla-

vors si la característica d’F és p, F conté un subcos iso-
morf a Zp. Altrament, si la característica és 0, F conté
un subanell isomorf al cos dels racionals, Q.

Tot i que Z no és un cos commutatiu, del teorema ante-
rior tenim que està contingut en el cos commutatiu dels
racionals. Això motiva el següent teorema:

Definició 11.23 (cos commutatiu quocient)
[2, pàg. 286] Sigui D un domini d’integritat. Llavors
existeix un cos commutatiu F anomenat cos quocient
que conté un subanell isomorf a D.

Demostració. (esborrany) Definim

F = {a/b : a,b ∈ D,b 6= 0} (11.15)

amb operacions: a/b + c/d = (a d + b c)/(b d) i
(a/b) (c/d) = (a c)/(b d). Llavors F és un cos com-
mutatiu.

Exemple 11.10 (cos quocient) El cos quocient de Z[x]
és:

F (x) = {f(x)

g(x)
: f(x),g(x) ∈ Z[x],g(x) 6= 0}.

(11.16)
La notació estàndard per aquest cos és F (x).

11.3 Divisibilitat en un anell

En tota aquesta secció es considera un anell A que és
domini d’integritat.

Definició 11.24 (Divisibiliat en un anell)
Siguin x,y ∈ A amb x 6= 0. Es diu que x divideix y, o
que y és divisible per x, o que x és divisor o factor de
y, o que y és un múltiple de x, i s’escriu x | y si existeix
a ∈ A tal que

y = a x, a ∈ A. (11.17)

Propietats 11.3 de la divisibilitat en un anell
1. x | y sii y ∈ 〈x〉, o equivalentment 〈y〉 ⊂ 〈x〉.
2. 〈x〉 = 〈y〉 ⇒ existeix una unitat a ∈ U(A) tal que
y = a x.

Demostració. 〈x〉 = 〈y〉 ⇒ y ∈ 〈x〉 i x ∈ 〈y〉 ⇒
y = a x, x = b y ⇒ y = a b y ⇒ a b = 1, doncs A és
un domini d’integritat. Per tant, a és unitat.

3. Si un element no nul y ∈ A no és unitat, denotem
div(y) al conjunt de tots els divisors de y. Tenim que
U(A) ∈ div(y) i y U(A) ∈ div(y), doncs si x és
unitat:

y =(y x−1)x = a x, a = y x−1 ∈ A, x ∈ U(A),

y =x−1 (y x) = a (y x), a = x−1 ∈ A, (y x) ∈ y U(A).

Definició 11.25 (gcd, lcm) (veure la definició per els
enters en l’apèndix A) Per x,y ∈ A∗ definim:
• Màxim comú divisor (Greatest Common Divisor,

gcd) d = gcd(x,y) si d |x, d | y i d és múltiple de
qualsevol altre divisor de x,y.

• Mínim comú múltiple (Least Common Multiple,
lcm): z = lcm(x,y) si z és múltiple de x i y, i di-
videix qualsevol altre múltiple de x i y.

Propietats 11.4 del gcd i lcm [4, pàg. 40]

Per un DIP A (veure la definició 11.29), ∀x,y ∈ A∗:
1. z = lcm(x,y)⇒ 〈z〉 = 〈x〉 ∩ 〈y〉.
2. z = lcm(x,y)⇒ t = x y/z = gcd(x,y).

3. d = gcd(x,y)⇒ 〈d〉 = 〈x〉+ 〈y〉.
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Exemple5.2(subgrupnormald’índex2)
Coms’havistenl’exemple5.1N={e,σ1,σ2}ésun
subgrupdeS3.Comqueo(N)=3io(S3)=3!=6,
tenimque[S3:N]=2,iperelteorema5.2tenimque
NéssubgrupnormaldeS3(talcomesvaveureenl’e-
xemple5.1).

Teorema5.3SiguiHunsubgrupdeG.Llavors:
1.HéssubgrupdeN(H).

2.HéssubgrupnormaldeN(H).

3.SiKéssubgrupdeG,H⊂KiHéssubgrupnormal
deK,llavorsK⊂N(H).

Veurelademostracióen[3,pàg.66].

Definició5.2subgrupsconjugats.SiHiKsónsub-
grupsdeGi∃a∈G:K=H

a
=a−1Ha,esdiuque

KiHsónsubgrupsconjugats(doncstambéescom-
pleix∃b∈G:H=K

b
).Veureladef.desubgrup

conjugaten2.10.

Teorema5.4SiFéslafamíliadesubgrupsconju-
gatsdeH(diferents)ielnormalitzadordeHenGés
N=N(H)(veureladefiniciódenormalitzador2.15,
pàg.7),llavorsl’aplicació

f:G/N→F:Na→H
a

(5.3)

ésbijectiva.Enparticular,si[G:N]ésfinit,aleshores
elnombredeconjugatsdiferentsdeHenGés[G:N].
Veurelademostracióen[3,pàg.67].

Teorema5.5SiguiNunsubgrupnormaldeGiH,K
subgrupsdeGtalsqueHéssubgrupnormaldeK.Lla-
vorsNHéssubgrupnormaldeNK.

Definició5.3UngrupGquenomésté2grupsnormals
{e}iGesdiuGrupsimple.Enparticular,sio(G)és
unnombreprimer,llavors,perelteoremadeLagrange,
noméstédossubgrups:{e}iG,doncsl’ordredelssub-
grupshadedividiro(G).Pertant,sio(G)ésunnombre
primer,Géssimple.

Definició5.4SiHéssubgrupdeG,esdiuCordeGa:

K(H)=
⋂

a∈G
H
a
.(5.4)

De(5.4)estéqueK(H)éssubgrupdeG.Améséssub-
grupnormaldeG.Veurelademostracióen[3,pàg.69].

Teorema5.6SiN⊂HéssubgrupnormaldeG,lla-
vorsN⊂K(H).

Demostració.Percadaa∈GestéN=N
a
⊂H

a
,per

tantN⊂∩a∈GH
a

=K(H).

Teorema5.7(Poincaré)
SiGtéunsubgrupd’índexfinit,llavorstambété

unsubgrupnormald’índexfinit.Veurelademostració
en[3,pàg.69].

Capítol6
Grupquocient
Teorema6.1(Grupquocient(factorgroup))

SiguiGungrupiHunsubgrupnormaldeG.Lla-
vorselconjuntdelesclasseslaterals(cosets)G/H=
G/RH=G/R

H
={aH:a∈G}={Ha:a∈G}és

ungrupambl’operació

G/H×G/H→G/H:(aH)(bH)=abH,(6.1)

onl’elementneutreésH=eH,doncs(eH)(eH)=
eeH=eH=H.

Ésadir,donatunsubgrupnormalH,laparticiógene-
radaperlesclasseslateralsperl’esquerraiperladre-
taéslamateixai,amés,téestructuragrup.Recor-
darqueperelgrupadditiudelsenters(Z,+)l’opera-
cióéslasuma.Ésadirl’operaciódelgrupquocientés
G/H×G/H→G/H:(a+H)(b+H)=a+b+H.
Veurelademostracióen[2,pàg.180]o[3,pàg.70].

NotarqueelselementsdeG/HsóndeltipusaH,on
a∈G.Pertant,l’ordred’unelementaHdeG/Hésel
mínimnaturalntalque(aH)

n
=a

n
H=H.També,

〈aH〉ésunsubgrupdeG/H,isihihaunaH∈G/H
talqueo(aH)=o(G/H),llavorsG/Héscíclic.

Exemple6.1(grupquocient)Enl’exemple4.1,
pàg.11hemcalculatlesclasseslateralsgeneradesperel
subgrupH={0,4}deZ8={0,1,···7}.Tenimdoncs
que

Z8/H={{0,4},{1,5},{2,6},{3,7}}

one={0,4}i,perexemple,

{0,4}+{2,6}=(0+{0,4})+(2+{0,4})=

2+{0,4}={2,6}

Teorema6.2UnsubgrupKdeGésnormalsiiK/H
éssubgrupnormaldeG/H.Veurelademostracióen[3,
pàg.72].

Teorema6.3SiGéscícliciHésunsubgrupnormal
deG,aleshoresG/Htambééscíclic.

Demostració.SiG=〈a〉,llavorstambéG/H=
〈aH〉.
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Definició11.20(nuclid’unhomomorfisme)Siguif:
A→Bunhomomorfismeentreanellsunitariscommu-
tatius.Deformaanàlogaalnuclid’unhomomorfisme
entregrups(veureladefinicióen7.2,pàg.16),esdefi-
neixelnuclidel’homomorfismeentreanells(kernel)
iesdenotaperkerfal’ideal:

kerf={x∈A:f(x)=0}.(11.10)

Comquehadeserf(0)=0,esté,0∈kerf,ielnu-
cliambelmenornombred’elementsqueespottenirés
kerf={0}.

Definició11.21(imatged’unhomomorfisme)Sigui
f:A→Bunhomomorfismeentreanellsunitaris
commutatius.S’anomenaimatgedel’homomorfisme
entreanellsiesdenotaperimfal’anell:

imf={y∈B:∃x∈Aamby=f(x)}(11.11)

Igualqueenl’homomorfismeentregrupsesdefinei-
xenelssegüentstipusd’homomorfismes:

Definició11.22(Tipusd’homomorfismes)Existeixen
tipusespecialsd’homomorfismessegonsfsigui:
•Injectiva(one-to-one),iesdiumonomorfisme.

•Surjectiva(onto),iesdiuepimorfisme.

•Injectivaisurjectiva(bijectiva),iesdiuisomorfisme.

Notarqueentrehomomorfismeiisomorfismehihadi-
ferènciesimportants.Unhomomorfismepotsimplificar
unanell,mantenintalgunescaracterístiques,mentredos
anellsisomòrficssónessencialmentelmateix,desdel
puntdevistaalgebraic.

Teorema11.7(kerfésunidealpropi)
[4,pàg.33].Siguif:A→Bunhomomorfisme

entreanellsunitariscommutatius.Comquef(1A)=
1B6=0,kerfésunidealpropid’A(ésadir,kerf⊂
A,kerf6=A).Veurelafigura11.1,icompararambla
figura7.1,pàg.17.

Amés,esverificaquefésinjectiu(ésadir,ésunmo-
nomorfisme)siikerf={0}.Lademostracióésanàlo-
gaelteoremaequivalentpermonomorfismeentregrups
(veureelteorema7.2,pàg.16).

Unaconseqüènciad’aquestteoremaésquesif:K→
BésunhomomorfismeentreanellsunitarisiKésun
cos,llavorsfésunnecessàriamentunmonomorfisme,
doncskerfésunidealpropideK,iKnoméstéels
ideals{0}iK(veurelaproposició11.1).Pertant,hade
serkerf={0}.

0r′

f f

R

S

f−1
(0)=kerf

f−1
(r′)=r+kerf

···

f(R)

R/kerf={r+kerf:r∈R}

{0,r1,···,rn−1}
{r,r+r1,···,r+rn−1}

Figura11.1:Propietatsd’unhomomorfismeentreanells.

Propietats11.2delsmonomorfismesentreanells

[2,pàg.283]Siguif:A→Bunhomomorfisme
entreanellsunitariscommutatius.

1.f(na)=nf(a),a∈A,n∈Z.

2.SiSésunsubanelldeA,llavorsf(S)ésunsubanell
deB.

3.SiIésunidealdeAiféssurjectiva(epimorfisme),
llavorsf(I)ésunidealdeB.

4.SiIBésunidealdeB,llavorsf−1(B)ésunidealde
A.

5.SiAéscommutatiu,llavorsf(B)tambéhoés.

6.SiAtéunitat1,B6={0}iféssurjectiva(epimor-
fisme),llavorsf(1)éslaunitatdeB.

7.fésunisomorfismesiiéssurjectiva(epimorfisme)i
kerf={0}.

Teorema11.8(primerteoriad’isomorfiaperanells)
Siguif:R→Sunhomomorfismeentreanells.Lla-

vorsl’aplicació:

r+kerf→f(r)(11.12)

ésunisomorfisme,ésadir,R/kerf∼=imf=f(R).
Veurelafigura11.1.

Teorema11.9(elsidealssónkernel)
TotidealId’unanellRéselkerneld’unhomo-

morfismeentreanellsd’R.Enparticular,hoésde
l’homomorfismenatural:

f:R→R/I:r→r+I(11.13)

Clarament,∀a∈I:a+I=I.Pertant,pelquefaels
representants,∀a∈I:a=0,d’onkerf=I.
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Exemple 6.2 (grup quocient Z/mZ)
El subgrup normal mZ del grup additiu dels enters Z
(és normal doncs Z és abelià), genera el grup quocient
Z/mZ. Veure la definició de mZ en el teorema 2.4,
pàg. 4:

Z/mZ× Z/mZ→ Z/mZ :

(a+mZ) (b+mZ)→ a+ b+mZ =

{0 +mZ, 1 +mZ, · · · (m− 1) +mZ} =

{0
∧

, 1
∧

, · · ·m− 1
∧

} (6.2)

on s’ha fet servir la notació a
∧

= a + mZ = {a + mx :
x ∈ Z} = {· · · , a−m 2, a−m, a, a+m, a+m 2, · · · }.
Notar que amb aquesta notació a

∧

b
∧

= (a + mZ) (b +

mZ) = a+ b+mZ = a+ b
∧

.
Notar que o(Z/mZ) = m i que Z/mZ = 〈1+mZ〉 =
〈1
∧

〉 és cíclic, amb element neutre 0
∧

= {0 +mZ}, doncs
(1
∧

)m = 0
∧

.

Definició 6.1 Grup multiplicatiu dels enters mòdul n
(Multiplicative group of integers modulo n). Veure [3,
pàg. 73]. El conjunt

Zom = {a+mZ ∈ Z/mZ : gcd(a,m) = 1} (6.3)

amb operació

Zom × Zom → Zom :

(a+mZ)(b+mZ)→ a b+mZ (6.4)

és un grup abelià amb ordre o(Zom) = φ(m), on φ(m) és
la funció φ d’Euler (veure l’apèndix C), i element neutre
{1 +mZ}.

Per exemple, per m = 4, com que els primers relatius
amb 4 són 1,3, es té:

Zo4 = {1 + 4Z, 3 + 4Z} (6.5)

Té 2 elements, per tant, és cíclic d’ordre 2. Zom, però, no
sempre és cíclic. Veure l’exemple 7.7, pàg. 18.

Notar que en (6.4) es fa servir el producte (a b+mZ),
i no la suma (a+ b+mZ) com en el grup quocient (6.2)
de l’exemple 6.2. Per evitar ambigüitats amb la nota-
ció de l’exemple 6.2 ara canviem la notació i definim:
a = a + mZ. Ara a b = (a + mZ) (b + mZ) =
a b+mZ = a b.

Demostració. Sigui G = Zom.
1. G és tancat: Per a,b ∈ G tenim gcd(a,m) =

gcd(b,m) = 1. Per tant gcd(a b,m) = 1⇒ a b ∈ G.

2. Propietat associativa: (a b) c = a b c = a (b c).

3. Identitat: gcd(1,m) = 1 ∈ G, 1 a = a = a 1.

4. Inversa: Si gcd(a,n) = 1 ⇒ ∃s,t : a s + n t = 1
(veure el teorema 13.9, pàg. 38). Com que a s+n t =
1⇒ a s+n t = 1 i n t = 0, tenim a s = ā s̄ = 1 ∈ G
i es conclou que a−1 = s.

Capítol 7
Morfismes
Definició 7.1 Grups homomòrfics (del grec homo,
“semblant” i morfic, “forma”). Un homomorfisme f :
G → G′ és una operació (funció) que preserva l’opera-
ció del grup:

f(a b) = f(a) f(b), ∀a b ∈ G (7.1)

Definició 7.2 Es diu nucli (kernel) d’un homomorfisme
f d’un grup G a

ker f = {a ∈ G : f(a) = e′} (7.2)

on e′ és l’element identitat de G′. Notar que f(e) = e′,
per tant, e ∈ ker f , i el nucli amb el menor nombre d’e-
lements que es pot tenir és ker f = {e}.

Exemple 7.1 (kernel) La funció

f : Z→ Zn : x→ xmodn

és un homomorfisme, i el kernel és ker f = 〈n〉 = nZ.
Clarament,

f(a+ b) = (a+ b) modn =

(amodn) + (bmodn) = f(a) + f(b), ∀a,b ∈ Z

(l’operació del grup Z és l’addició). A més

f(x) = xmodn = f(0) = 0, ∀x ∈ 〈n〉.

Teorema 7.1 El nucli (kernel) és un subgrup normal.

Demostració. Per a,b ∈ ker f tenim f(a b−1) =
f(a) f(b−1) = e′ ⇒ a b−1 ∈ ker f , que prova que
ker f és subgrup de G. Per provar que és normal hem
de provar que a ker f a−1 ⊆ ker f, ∀a ∈ G. Veu-
re el teorema 5.2, pàg. 14. Però si x ∈ ker f , lla-
vors f(a x a−1) = f(a) f(x) f(a−1) = f(a) f(a−1) =
f(e) = e′ ⇒ a x a−1 ∈ ker f .

Teorema 7.2 [3, pàg. 77]. Un homomorfisme f és in-
jectiu (és a dir, és un monomorfisme) sii ker f = {e},
on e és l’element identitat de G.
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Definició 11.15 Anell quocient (factor ring) Sigui A
un anell unitari commutatiu i I ⊂ A un ideal propi d’A.
Definim (veure el teorema 6.1, pàg. 15):

A/I = {a+I : a ∈ A}, a+I = {a+r : r ∈ I} (11.5)

que és un anell commutatiu amb les operacions:

I1 + I2 = {r1 + r2 : r1 ∈ I1, r2 ∈ I2} (11.6)
I1 · I2 = {r1 · r2 : r1 ∈ I1, r2 ∈ I2} (11.7)

on l’element neutre de la suma és 0 + I , i del producte
1 + I .

Relació d’equivalència Notar que un Ideal I permet
definir la relació d’equivalència (veure la definició 1.1,
pàg. 1):

a ≡ b sii a− b ∈ I (11.8)

El conjunt a + I = {a + r : r ∈ I} és una relació
d’equivalència de l’element a ∈ A. Per aquesta relació
d’equivalència també es fa servir la notació

amod I = a+ I = {a+ r : r ∈ I}. (11.9)

Per això, l’anellA/I s’anomena anell de classes de res-
tes mòdul I [4, pàg 26]. Notar que:

I1 = a1 + I = {a1 + r : r ∈ I}
I1 + I2 = (a1 + I) + (a2 + I) = (a1 + a2) + I =

{a1 + a2 + r : r ∈ I}
I1 I2 = (a1 + I) (a2 + I) = (a1 a2) + I =

{a1 a2 + r : r ∈ I}

Definició 11.16 (representants de les classes) (coset
representatives) Sigui A un anell unitari commuta-
tiu i I ⊂ A un ideal propi d’A. Els represen-
tants de l’anell quocient A/I és el conjunt d’ele-
ments ai ∈ A que donen lloc a diferents elements de
A/I = {ai + I : ai ∈ A}, ai + I = {ai + r : r ∈ I}.

Exemple 11.8 (representants d’un anell quocient)
[2, ex. 11, pàg 265] Considerar l’anellA = Z[i] /〈2−i〉,
on Z[i] és l’anell d’enters de Gauss (veure la defini-
cio 11.1) i 〈2 − 1〉 l’ideal principal generat per 2 − i
(veure la definició 11.14). Hem de buscar els elements
(representants) a + b i ∈ Z[i] tals que donin lloc a
conjunts a + b i + 〈2 − i〉 diferents. El fet de que
2 − i + 〈2 − i〉 = 0 + 〈2 − i〉 implica que, pel que fa
els representats, 2 − i = 0. És a dir, 2 = i ⇒ 4 =
−1 ⇒ 5 = 0. Es conclou doncs, que els elements
de A = Z[i] /〈2 − i〉 seran de la forma a + 〈2 − i〉,
on a és un enter. En particular: A = Z[i] /〈2 − i〉 =
{0+〈2−i〉, 1+〈2−i〉, 2+〈2−i〉, 3+〈2−i〉, 4+〈2−i〉}.
És a dir, A = Z[i] /〈2− i〉 és isomorf amb l’anell Z5.

Definició 11.17 Ideal maximal [4, pàg. 29] Sigui A un
anell unitari commutatiu i I ∈ A un ideal. I és maximal
si compleix qualsevol de les següents condicions equi-
valents:
1. A/I és un cos.

2. I és un ideal propi i no hi ha altre ideal propi que el
conté.

Definició 11.18 Ideal primer Sigui A un anell unitari
commutatiu i I ∈ A un ideal. I és primer si compleix
qualsevol de les següents condicions equivalents:
1. A/I és un domini d’integritat.

2. I és un ideal propi i ∀x,y ∈ A, si x y ∈ I llavors
x ∈ I o y ∈ I .

Demostració. Si x y ∈ I ⇒ x y + I = I = 0 + I =
(x + I) (y + I). Per tant, pel que fa els represen-
tats, x y = 0. Al ser A/I un domini d’integritat, o
bé x = 0 ⇒ x + I = 0 + I ⇒ x ∈ I , o bé
y = 0⇒ y + I = 0 + I ⇒ y ∈ I .

Teorema 11.5 (R/I DI sii I primer)
[2, pàg. 268] Sigui R un anell commutatiu amb unitat

i I un ideal d’R. Llavors R/I és un domini d’integritat
(DI) sii I és un ideal primer.

Demostració. Sigui D/I DI amb a b ∈ I . Llavors
(a + I)(b + I) = a b + I = I , l’element 0 d’R/I . Per
tant, o bé a + I = I o b + I = I , és a dir, o bé a ∈ I
o b ∈ I . Així doncs, I és primer. Per provar el contrari,
s’ha de provar que si I és primer, R/I no té divisors de
0. Però si (a+I)(b+I) = I , o bé a+I = I o b+I = I .
Per tant, (a+ I) o bé (b+ I) és l’element 0 d’R/I .

Teorema 11.6 (R/I és un cos commutatiu sii I maxi-
mal)

[2, pàg. 268] Sigui R un anell commutatiu amb uni-
tat i I un ideal d’R. Llavors R/I és un cos commutatiu
(field) sii I és un ideal maximal.

11.2 Homomorfismes

Definició 11.19 Homomorfisme entre anells De forma
semblant a l’homomorfisme entre grups (veure la defini-
ció 7.1, pàg. 16) un homomorfisme f : A→ B entre dos
anells unitaris commutatius A i B és una aplicació que
compleix ∀a,b ∈ A:
1. f(a+ b) = f(a) + f(b)

2. f(a b) = f(a) f(b)

3. f(1A) = 1B
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Demostració.Suposemquefésinjectiva.Siguie′=
f(e)l’elementidentitatdeG′.Llavorspercadaa∈G
diferentdeeesté

f(a)6=f(e)=e′

Pertanta/∈kerf,iesconcloukerf={e}.Perelcon-
trari,suposarquekerf={e}if(a)=f(b).Llavors
f(a)f(b)−1=e′=f(e)=f(a)f(b−1)=f(ab−1)⇒
ab−1=e⇒a=b.

Unaconseqüènciad’aquestteoremaésqueelkernel
d’unisomorfisme(veureladefinició7.4,pàg.18)ésel
gruptrivialkerf={e},doncs,comesveurà,uniso-
morfismeésunafuncióbijectiva(i,pertant,injectiva).

Propietats7.1Homomorfismes:

[2,pàg.202]Siguif:G→G′unhomomorfisme
delgrupGalgrupG′:

1.SielselementsneutresdeGiG′sóneie′,lla-
vorse′=f(e).Doncse′f(e)=f(e)=f(ee)=
f(e)f(e).

2.f(a
n
)=f(a)

n
,∀a∈G.Encasquel’operaciódel

grupsiguil’addició:f(na)=nf(a),∀a∈G.

3.f(a−1)=f(a)−1,doncs

f(a)f(a−1)=f(aa−1)=f(e)=e′

f(a−1)f(a)=f(a−1a)=f(e)=e′.

4.SiKésunsubgrupdeG,llavorsf(K)ésunsub-
grupdeG′.Amés,siKésnormaldeG,llavors
f(K)tambéhoésdeG′.

5.SiH′ésunsubgrupdeG′,llavorsf−1(H′)={x∈
G:f(x)∈H′}ésunsubgrupdeG.Amés,siH′

ésnormaldeG′,llavorsf−1(H′)tambéhoésdeG.
Veurelademostracióen[3,pàg.78].

6.SiHésunsubgrupdeG,llavors

f:H→G:x→x(7.3)

ésunhomomorfismeinjectiu,doncsf(xy)=xy=
f(x)f(y).

7.Sif:G→G′ig:G→G′isónhomomorfismes,
tambéhoésg◦f:G→G′,doncsg◦f(xy)=
g(f(xy))=g(f(x)f(y))=g(f(x))g(f(y))=
(g◦f(x))(g◦f(y)).

8.Six∈Gio(x)=m,llavors

(a)o(f(x))divideixm.
(b)Sifésinjectiva,o(f(x))=m.

Veurelademostracióen[3,pàg.79].

9.f(a)=f(b)siiakerf=bkerf.

10.Sif(a)=a′,llavors

f−1(a′)={x∈G:f(x)=a′}=akerf.

11.Siféssurjectiva(epimorfisme)ikerf={e},lla-
vorsfésunisomorfismedeGaG′.

12.Sio(kerf)=n,llavorsfésunaaplicación-a-1(n-
to-1).

Lafigura7.1il·lustraalgunesdelespropietatsanteriors
(veure[2,pàg.205]).

{e,a1,···,an−1}
{a,aa1,···,aan−1}

e′a′

f f

G

G′

f−1
(e′)=kerf

f−1
(a′)=akerf

···

f(G)

G/kerf={akerf:a∈G}

Figura7.1:Propietatsd’unhomomorfisme.

Teorema7.3(Veure[3,2.4.8,pàg78])SiNésunsub-
grupnormaldeG,lafunció(mapping):

π:G→G/N:a→aN(7.4)

ésunhomomorfismesobrejectiu,doncsπ(ab)=
abN=(aN)(bN)=π(a)π(b).Recordarqueper
elgrupquocientesdefineixabH=(aH)(bH)(veure
elteorema6.1).

Lafunció(7.4)s’anomenatambéprojeccióohomo-
morfismenatural(naturalhomomorphism).

Aquestésunresultatimportant,doncsimplicaquesi
NésunsubgrupnormaldeG,lesclasseslateralstenen
estructuradegrup,amboperació(aH)(bH)=abH
(veureelteorema6.1).

Exemple7.2(grupquocientZ/E)
(Problema4.64de[1]).ProvarqueZ/E=C2onEés
elconjuntdelsentersparells.
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11.1Ideals

Motivació:Elsidealssónl’equivalentalsconjuntsnor-
malsdelsgrups(veureelcapítol5,pàg.13)perals
anells.Aixòpermetdefinirelgrupquocientd’ungrup
(factorgroup,veureelcapítol6,pàg.15),peralsanells
(anomenatanellquocient,factorring,queesveumés
abaix).

Definició11.12[2,pàg.262]Ideal(ideal)ésunsub-
anellId’unanellAtalqueper∀r∈Ai∀s∈Ies
térs∈Iisr∈I.Ésadir,unidealabsorbeixels
elementsd’A:∀r∈A:rI⊆I,Ir⊆I.

En[4,pàg.25]esdefineixidealambladefinicióequi-
valent:SiguiAunanellcommutatiuunitari.Unidealés
unsubconjuntI⊂Atalque:
1.IéssubgrupdeAperalasuma(enparticular0∈I),

2.∀r∈Ai∀s∈Iestérs∈I.
Notarque
•Iésunsubgrupnormald’A(veure5.1,pàg.13).

•{0}iAsónidealsd’unanellA.{0}s’anomena
l’idealtrivial.

•As’anomenal’idealimpropi.

•EsdiuqueunidealIéspropid’unanellA,siésun
subanelldiferentd’A.

•Engeneral,noéscertquesr∈I⇒s∈Ior∈I.
SiescompleixaquestacondicióesdiuqueIésun
idealprimer(veureladefiniciód’idealprimer11.18,
pàg.29).

Testd’ideal[2,pàg.262]UnsubconjuntnobuitI
d’unanellAésunidealsi
1.a−b∈I,∀a,b∈I.Aquestacondicióésanàlogaa
a+b∈I,∀a,b∈I,doncs−b=(−1)b∈I,perquè
−1∈Aib∈I.

2.ra∈I,ar∈I,∀r∈I,∀a∈A.

Teorema11.4(si1∈IllavorsI=R)SiguiIunide-
ald’unanellRi1∈I.LlavorsI=R.

Demostració.Si1∈Illavors∀r∈Rtenim1r∈I⇒
r∈I⇒I=R.

OperacionsambIdeals.SiguinI,Jidealsd’unanell
unitaricommutatiuA.Lessegüentoperacionstambé
donenunideald’A.
•Suma:I+J={x+y:x∈I,y∈J}.Notarque
I+J=I∪J.

•Producte:IJ={xy:x∈I,y∈J}.

•Intersecció:I∩J.

Definició11.13idealfinitamentgeneratSiguiAun
anellcommutatiuunitariiL={x1,···xr}⊂A.S’a-
nomenal’idealIgeneratperLa

I=Ax1+···Axr=





r∑

i=1

aixi:ai∈A




.(11.3)

Enelllibredel’UNEDesfaservirlanotacióI=
(x1,···xr)(veureladefinició[4,def1.18,pàg27]).Si
r=1s’anomenaidealprincipal.Degutalasevaim-
portànciaesdefineixacontinuació.

Definició11.14idealprincipalSiguiAunanellcom-
mutatiuunitariia∈A.Elconjunt:

aA={ra:r∈A}(11.4)

ésunidealdeAanomenatl’idealprincipald’Agenerat
pera.
NOTA:Enelllibredel’UNEDesfaservirlanotació
I=(a).Enaquestsapunts,però,esfaràservirlanota-
ciódelGallianI=〈a〉perreferir-seal’idealprincipal
generatpera[2,pàg263],perevitarconfusionsamb
elsparèntesi.Notarquelanotació〈a〉tambéesfaser-
virperelgrupcíclicgeneratpera(veureladefinicióD,
pàg.39).Tanmateixelsignificatd’〈a〉s’enténsempre
delcontext.

Exemple11.5(idealprincipal〈x〉)SiguiR[x]elcon-
juntdetotselpolinomisambcoeficientsreals.siguiI
elsubconjuntd’R[x]ambeltermeconstantigualazero.
LlavorsIésunideald’R[x]ambI=〈x〉.Clarament,
peraqualsevolpolinomip(x)∈R[x],xp(x)∈I.

Exemple11.6(idealprincipal〈x,2〉)SiguiIelcon-
juntdeZ[x]formatperelspolinomisquetenenelterme
constantigualaunnombreparell.LlavorsIésl’ide-
algeneratperI=〈x,2〉.Clarament,peraqualssevol
polinomisp(x),g(x)∈Z[x],xp(x)+2g(x)∈I.

Exemple11.7(idealmZ)Peraqualsevolenterm,
〈m〉=mZ={mx:x∈Z}={···,−2m,−
m,0,m2,m,···}ésunidealprincipaldeZ.Com
quemi−mgenerenelmateixideal,espotestablir
unabijeccióentreelsidealsdeZielsentersnonega-
tius.Enelllibredel’UNED[4]esfaservirlanotació:
Jm=(m)=mZ.

Proposició11.1(idealsd’uncos)[4,pàg28]Enun
cosKnoméshihaelsideals{0}iK.Recíprocament,
siunanellnoméstéelsideals{0}iK,aleshoresKés
uncos.
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Solució Com que Z és abelià, E és un subgrup nor-
mal. Per tant, per el teorema 7.3 es té que Z/E té es-
tructura de grup. De fet, Z/E = {E,E + 1}, doncs
un enter és parell o senar. L’element neutre és e = E,
doncs E+ (E+ 1) = E+ 1, i E+E = E. A més E2 =
E+E = E = e i (E+1)2 = (E+1)+(E+1) = E = e.
Per tant, Z/E = {E,E + 1} és un grup cíclic d’ordre 2.

Definició 7.3 (Tipus d’homomorfismes) Existeixen ti-
pus especials d’homomorfismes segons f sigui:
• Surjectiva (onto), i es diu epimorfisme.

• Injectiva (one-to-one), i es diu monomorfisme.

• Surjectiva i injectiva (bijectiva), i es diu isomorfis-
me.

El cas d’un isomorfisme és especialment rellevant i s’-
explica en més detall a continuació.

Definició 7.4 Grup isomorf (del grec iso, “igual” i
morfic, “forma”) Un isomorfisme f : G → G′ és una
bijecció que preserva l’operació del grup:

f(a b) = f(a) f(b), ∀a b ∈ G (7.5)

Si existeix un isomorfisme f entre G i G′ es diu que els
grups G i G′ són isomorfs, i s’escriu G ∼= G′. Notar que
els rols d’un homomorfisme i un isomorfisme són molt
diferents. Un homomorfisme pot simplificar un grup, tot
i mantenir algunes característiques. Dos grups isomorfs,
en canvi, són idèntics des d’un punt de vista algebraic.

Test d’isomorfia Per comprovar que dos grups són
isomorfs cal:
1. Definir la funció f entre els grups.

2. Provar que f és injectiva (one-to-one).

3. Provar que f és surjectiva (onto).

4. Provar que f preserva l’operació:

f(a b) = f(a) f(b), ∀a,b ∈ G

.

Exemple 7.3 (isomorfisme 2x)
El grup G format per els reals i la suma és un isomorfis-
me del grup G′ format per els reals positius i la multipli-
cació amb la bijecció f(x) = 2x, doncs

f(x+ y) = 2x+y = 2x 2y = f(x) f(y), ∀x,y ∈ R

Exemple 7.4 (x3 no és isomorfisme)
La funció f : R → R : x → x3 no és un isomorfisme
de G = (R,+) a G′ = (R,+), doncs, tot i que f és
bijectiva, (x+ y)3 6= x3 + y3, ∀x,y ∈ R.

Teorema 7.4 Dos grups cíclics G1 = 〈a〉, G2 = 〈b〉 del
mateix ordre són isomorfs amb la bijecció

f : G1 → G2 : an → bn.

Demostració. Òbviament f és bijectiva, i f(an1 an2) =
f(an1+n2) = bn1+n2 = bn1 bn2 = f(an1) f(an2)

Exemple 7.5 (isomorfisme dels grups cíclics)
Qualsevol grup cíclic infinit és isomorf del grup Z,
doncs la bijecció ak → k és un isomorfisme. Igualment,
qualsevol grup cíclic 〈a〉 d’ordre n és isomorf del grup
additiu dels enters mòdul n (Zn = {0, 1, 2, · · · (n− 1)})
amb la bijecció ak → kmodn. També és una conse-
qüència immediata del teorema 7.4.

Exemple 7.6 (Zn ∼= Z/nZ)
El Grup additiu dels enters mòdul n (Zn =
{0, 1, 2, · · · (n−1)}) és isomorf del grup quocient Z/nZ
(veure la definició de Z/nZ en 6.2, pàg. 16). És una
conseqüència immediata del teorema 7.4, doncs Zn i
Z/nZ són ambdós cíclics del mateix ordre n (veure 2.5,
pàg. 5 i 6.2, pàg. 16, respectivament).

Exemple 7.7 (isomorfisme de Zo
pk

)
El Grup multiplicatiu dels enters mòdul n (veure 6.1,
pàg. 16) és cíclic sii n = 1,2,4,pk,2 pk on p és un primer
major que 2 i k un enter positiu. Com que o(Zon) = φ(n)
(veure C), per els valors pk es té:

Zopk ∼= Zφ(pk) = Zpk(1−1/p) (7.6)

Teorema 7.5 Sigui m = n1 n2 · · ·nk, on ni són enters
positius. Llavors el següent producte directe de grups
(veure 2.16, pàg. 7) és una isomorfia sii ni,nj, i 6= j són
primers relatius

Zn ∼= Zn1 × Zn2 × · · ·Znk
(7.7)

Zni
és el grup additiu dels enters mòdul ni: Zni

=
{0, 1, 2, · · · (ni − 1)}.
Demostració. Zni

és cíclic (veure l’exemple 2.5,
pàg. 5), i el producte directe de grups cíclics és cíclic
sii els ordres dels grups són primers relatius (veure el
teorema 2.19, pàg. 8),

Teorema 7.6 (Un subgrup i el seu conjugat són iso-
morfs)
Sigui G un grup, H un subgrup de G i a ∈ G. Definim

la funció

f : H → Ha = a−1H a : h→ a−1 h a.

Llavors els grups H i Ha són isomorfs.
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Definició 11.8 Domini d’integritat (integral domain)
És un anell unitari i commutatiu que no té divisors de
zero.
Una propietat fonamental d’un domini d’integritat és la
cancel·lació (veure el teorema 2.2, pàg. 3). És a dir:
b a = c a⇒ b = c.

Demostració. b a = c a ⇒ (b − c) a = 0 ⇒ b = c
perquè a no és divisor de 0.

Exemple 11.3 (Zn) Zn és un anell commutatiu unitari
amb l’addició i multiplicació mòdul n amb unitats:

U(Zn) = {0 < k < n : gcd(k,n) = 1} (11.1)

Clarament, si gcd(k,n) = 1 llavors existeixen a,b ∈ Z
tals que k a + n b = k a = 1 (modn). Per tant, k és
unitat. Notar que o(U(Zn)) = φ(n) (veure la definició
de φ(n) en l’apèndix C, pàg. 38)). Deduïm, doncs, que
només en cas que n sigui primer tots els elements de Zn
seran unitats i, per tant, Zn serà un domini d’integritat.

Si n no és primer, tots els elements de Zn que no són
unitats són divisors de zero. Clarament, si gcd(k,n) =
d, d > 1 llavors k = s d i k (n/d) = s d (n/d) = s n =
0 (modn).

Definició 11.9 producte d’anells Siguin els anells A,
B anells unitaris commutatius. Llavors C = A × B és
un anell unitari commutatiu amb les operacions

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2)

(a1, b1) (a2, b2) = (a1 a2, b1 b2)

i 0C = (0A,0b), 1C = (1A,1B). El producte d’anells
sempre té divisors de zero, doncs (a, 0) (0, b) = (0,0),
amb a 6= 0, b 6= 0.
Una propietat del producte d’anells és

U(C) = U(A)× U(B) (11.2)

on U(A) és el conjunt de les unitats d’A (veure la
def. 11.3).

Teorema 11.1 Un domini d’integritat finit és un cos
commutatiu (field [2, pàg. 251]). Esborrany de la de-
mostració: Al ser finit hi ha d’haver ai = aj per
i > j. Per tant, ai−j−1 és l’element invers d’a, doncs
ai−j−1 a = 1. Notar que un domini d’integritat infinit no
és necessàriament un cos.

Corol·lari 11.1 Per a un nombre primer p, Zp és un cos
commutatiu (field).

Demostració. Per el teorema 11.1 basta provar que Zp
és un domini d’integritat (no té divisors de zero). Si
a,b ∈ Zp amb a b = 0, llavors a b = k p per algun enter
k. Llavors, per el lema d’Euclidi (veure l’apèndix 13.10,
pàg. 38), p divideix a, o b, que no és possible. Per tant,
a = 0 o b = 0. Corroborem així el que ja havíem obtin-
gut en l’exemple 11.3.

Definició 11.10 Cos de fraccions d’un domini d’inte-
gritat És un anell unitari i commutatiu que no té divisors
de zero.

Definició 11.11 Característica d’un anell, charA. Si-
gui un anell A. És el menor enter n tal que nx =

x + · · ·n + x = 0, ∀x ∈ A. Si no existeix, es diu que
la característica de A és 0.

Exemple 11.4 (característica d’un anell) Per el suba-
nell A = {0, 3, 6, 9} de Z12 es té 4x = 0 ∀x ∈ A. Per
tant, charA = 4.
Anàlogament, charZ = 0 i charZn = n.

Teorema 11.2 (Característica d’un anell unitari)
Sigui un anell unitari A. Si 1 té ordre infinit respecte

l’addició, aleshores la característica de A és 0. Altra-
ment, si l’ordre és n, la característica és n.

Demostració. Si 1 té ordre n per a l’addició es té 1 +

· · ·n + 1 = 0. Per tant:

nx = x+ · · ·n + x =

= 1x+ · · ·n + 1x =

= (1 + · · ·n + 1)x =

= (0)x = 0

Teorema 11.3 (Caract. d’un domini d’integritat)
La característica d’un domini d’integritat és 0 o un

nombre primer.

Demostració. Suposem que 1 té ordre n on n no és
primer. Aleshores n = s t, 1 < s ≤ t < n, i
0 = n 1 = (s t) 1 = (s 1) (t 1). Això implica que
s 1 = 0 o t 1 = 0. Però això no és possible perquè n
és el menor enter tal que n 1 = 0. Per tant, n = s t,
1 < s ≤ t < n, no és possible, és a dir, n és primer.

Veure més exemples d’anells i propietats en la taula 13.2
de [2, pàg 254].
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Demostració.
1.h∈kerf⇒a−1ha=e⇒h=e.Pertant

kerf={e},que,perelteorema7.2,provaquef
ésinjectiva.

2.Siguix∈H
a
.Llavors∃h∈H:f(x)=a−1ha.

Pertant,féssurjectiva.

3.f(h1h2)=a−1(h1h2a)=(a−1h1a)(a−1h2)a=
f(ha)f(h2).Pertant,fpreserval’operació.

Veureladefiniciódesubgrupconjugaten2.10,pàg.6.

Propietats7.2Delsisomorfismes
1.Lesmateixesquelesdelshomomorfismes7.1,doncs

unisomorfismetambéeshomomorfisme.

2.f−1ésunisomorfismedeG′aG.Peraixoesdiu
simplementqueGiG′sóngrupsisomorfsiesde-
notaperG∼=G′.

3.Dosgrupsisomorfstenenlesmateixespropietats(de
lateoriadegrups).Enparticular:

4.Sia,b∈Gsoncommutatius,tambéhosón
f(a),f(b)∈G′.Pertant,siGésabelià,tambého
ésG′.

5.G=〈a〉siiG′=〈f(a)〉.Pertant,siGéscíclic,
tambéhoésG′.

6.o(G)=o(G′)io(a)=o(f(a))∀a∈G.

7.Lesequacionsx
k

=aenGtenenelmateixnombre
desolucionsquex

k
=f(a)enG′.

8.PeragrupsfinitsGiG′tenenelmateixnombred’e-
lementsdecadaordre.

9.SiXiYsóndosconjuntsfinitsambnelements,lla-
vorsBiy(X)iBiy(Y)sónisomorfs.

Veurelesdemostracionsen[2,pàg.128]i[3,pàg.81].

Teorema7.7SiguiGungrupambo(G)=2p,onpés
unnombreprimermajorde2.LlavorsGésisomorfde
Z2poDp.Perexemple,S3,ambordre3!=6,ésisomorf
deD3.

Teorema7.8(Cayley)
Totgrupésisomorfd’ungruppermutatiu.

Definició7.5Esdiuimatgedefa:

imf={f(x):x∈G}=f(G)(7.8)

imfésunsubgrupdeG,doncssia=f(x),b=
f(y),llavorsab−1=f(x)f(y)−1=f(x)f(y−1)=
f(xy−1)∈imf.

Teorema7.9(Primerteoremad’isomorfia)
Sif:G→G′ésunhomomorfisme,llavorsG/kerf

ésisomorfdeimf=f(G).Notarqueaixòimplicaque
o(G/kerf)=o(f(G)).Lafigura7.1,pàg.17il·lustra
aquestteorema.

Demostració.(esbós)Recordardelteorema7.1que
kerfésunsubgrupnormaldeG.Amés,perelteo-
rema7.3estéqueG/kerftéestructuradegrupiésun
isomorfismedeG.Peramésdetalls,veurelademostra-
cióen[3,pàg.82].

Exemple7.8(homomorfismeinjectiuf:S3→A4?)
[3,prob.26.a,pàg.114]Existeixunhomomorfismein-
jectiuf:S3→A4?

SolucióSifésinjectivallavorskerf={e}(teore-
ma7.2,pàg.16).Perelprimerteoremad’isomorfia(te-
orema7.9)tenimS3/kerf=S3∼=f(S3).Pertant,
f(S3)seriaunsubgrupd’A4ambo(f(S3))=o(S3)=
3!=6.Peròaixònoéspossible,perquè,talcoms’-
havistenl’exemple4.7,pàg.13,A4notécapsubgrup
d’ordre6.

Exemple7.9(homomorfismesentreZ/mZiZ/nZ)
[3,ex.2.9.4,pàg84]Calcularelshomomorfismesentre
Z/mZiZ/nZ.

Solució(veure[3,pàg86])Elshomomorfismesentre
Z/mZiZ/nZsóndeltipus:

fk:Z/mZ→Z/nZ:x+mZ→kx+nZ

k=i
n

d
,i=0,···d−1,d=gcd(m,n).(7.9)

Pertant,hihad=gcd(m,n)homomorfismesdiferents.

Exemple7.10(monomorfismesentreZ/mZiZ/nZ)

[3,ex.2.9.4,pàg87]Calcularelshomomorfismesin-
jectius(monomorfismes)entreZ/mZiZ/nZ.

Solució(veure[3,pàg88])Siguif:Z/mZ→Z/nZ.
Sifésinjectivallavorskerf={e}(teorema7.2,

pàg.16).Perelprimerteoremad’isomorfia(teore-
ma7.9)tenim(Z/mZ)/kerf=Z/mZ∼=imf=
f(Z/mZ),quehadeserunsubgrupdeZ/nZ.Tenim
doncso(f(Z/mZ))=mquehadedividiro(Z/nZ)=
n,perteoremadeLagrange.Tenintencomptel’exem-
ple7.9,esconclouqueelsmonomorfismessóndela
forma:

f:Z/mZ→Z/nZ:x+mZ→kx+nZ

k=i
n

m
,i=0,···m−1,gcd(i,m)=1.(7.10)

26Capítol11.Anells

SielproductetélapropietatcommutativaesdiuAnell
commutatiu.

Definició11.2Anellunitari(unitaryring)Ésunanell
Aenelqueelproductetéelementneutre(unity)enA∗.
L’elementneutreeldenotaremper1.

Definició11.3Unitat(unit)d’unanellunitariAésun
elementx∈Aquetéelementinversy=x−1∈A
respecteelproducte.Ésadir,xy=1.Notarque,en
casd’existir,l’inversd’unelementésúnic.Elconjunt
detoteslesunitatsdeAesdenotaperU(A)iésungrup
perelproducte.

Exemple11.1(anells)[2,pàg238]
•Zésunanellcommutatiuunitariambl’addicióimul-

tiplicacióambunitats1i−1.

•Znésunanellcommutatiuunitariambl’addiciói
multiplicaciómòduln.

•Z[x](polinomisdecoeficientsentersivariablereal)
ésunanellcommutatiuunitariambl’addicióimulti-
plicaciódepolinomisambunitatf(x)=1.

•ElconjuntM2(Z)delesmatrius2×2d’entersésun

anell(nocommutatiu)ambunitat

[
10
01

]
.

•2Z(conjuntdelsentersparells)ésunanellcommuta-
tiusenseunitats.

•Anelld’entersdeGauss(ringofGaussianintegers)
Z[i]ésl’anellcommutatiuunitariambelementneutre
delproducteiguala1formatperelnombrescomple-
xesa+bi,ona,b∈Z.Lesunitatssón1i−1.

•A=C(R,R)defuncionscontinuesrealsdevariable
realésunanellcommutatiuunitariambelementneu-
tredelproducteigualalafuncióconstantf(x)=1.
Lesoperacionssón(f+g)(x)=f(x)+g(x)i
(fg)(x)=f(x)g(x).

Definició11.4Subanell(subring)[2,pàg.240]ésun
subconjuntSd’unanellAtalqueésanellamblesma-
teixesoperacionsqueA.

Testdesubanell[2,pàg.240]Unsubconjuntnobuit
Sd’unanellAéssubanellsiéstancatambl’operació
restaimultiplicació.Ésadira−b∈S,ab∈S
∀a,b∈S.

Notarque{0}iAsónsubanellsd’unanellA.

Exemple11.2(subanelldeZ12)
{0,3,6,9}ésunsubanelldeZ12:

0−3=−3=9(mod12),

0−6=−6=6(mod12),

0−9=−9=3(mod12),

3−6=−3=9(mod12),

3−9=−6=6(mod12),

6−9=−3=9(mod12),

3·3=9(mod12),

3·6=18=6(mod12),

3·9=27=3(mod12),

6·6=36=0(mod12),

6·9=54=6(mod12),

9·9=81=9(mod12).

Propietats11.1delsanells

Siguil’anellAia,b,c∈A
1.a0=0a=0

2.a(−b)=(−a)b=−(ab)

3.(−a)(−b)=ab

4.a(b−c)=ab−aci(a−b)c=ac−bc
SiAésunitari:

5.(−1)a=−a
6.(−1)(−1)=1

Demostració.[2,pàg.239]0+a0=a0=a(0+0)=
a0+a0iperelteoremadecancel·lació(veure2.2,
pàg.3)0=a0.

Definició11.5CosésunanellKtalqueK∗ambel
producteésungrup.Ambaltresparaules,uncosésun
anellunitariKontotelementnozeroésunitat,ésadir
U(K)=K∗.

Normalmentensinteressaremperuncoscommuta-
tiu,quecoincideixambladefiniciódefield,definita
continuació.

Definició11.6Field[2,pàg.250]ésunanellunitari
commutatiuontotelementnozeroésunitat,ésadir
U(K)=K∗.Perexemple,elsconjuntsQ,R,Cdels
racionals,realsicomplexes,sóncossoscommutatius(fi-
elds).

NOTA:algunsautorsdefineixencosafegintaladefini-
ció11.5lacondiciód’anellcommutatiu.Enaquestcas,
coscoincideixambladefiniciódefield.

Definició11.7Divisordezero(zero-divisor)Ésunele-
mentx6=0,x∈A∗talquexy=0peralguny6=0,
y∈A∗.
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Per tant, el nombre de monomorfismes és la funció φ(m)
d’Euler. Veure l’apèndix C.

Exemple 7.11 (epimorfismes entre Z/mZ i Z/nZ)
[3, ex. 2.9.4, pàg 88] Calcular els d’homomorfismes sur-
jectius (epimorfismes) entre Z/mZ i Z/nZ.

Solució (veure [3, pàg 88]) Sigui f : Z/mZ→ Z/nZ.
Si f és surjectiva llavors im f = f(Z/mZ) = Z/nZ.
Per tant (Z/mZ)/ ker f ∼= im f ∼= Z/nZ ⇒ [Z/mZ :
ker f ] = n i, per el teorema de Lagrange, m/o(ker f) =
n. És a dir, m és un múltiple de n. Tenint en compte
l’exemple 7.9, es conclou que els epimorfismes són de
la forma:

f : Z/mZ→ Z/nZ : x+mZ→ k x+ nZ
k = i, i = 0, · · ·n− 1, gcd(i, n) = 1. (7.11)

Per tant, el nombre d’epimorfismes és la funció φ(n)
d’Euler. Veure l’apèndix C.

Exemple 7.12 (primer teorema d’isomorfia)
(Veure [3, 2.96, pàg. 91] per a més detalls) Sigui

ε : Sn → U2 = {1, − 1} :

α→ ε(α) =

{
1, α és una permutació parella,
−1, α és una permutació senar.

(7.12)

Veure la definició de permutació parella i senar en el te-
orema 3.6, pàg. 10. Llavors, el grup altern An (veure la
definició en 3.3, pàg. 10) és:

An = ker ε = {α ∈ Sn : ε(α) = 1} (7.13)

An és un grup normal de Sn. Llavors, per el primer te-
orema d’isomorfia: Sn/ ker ε = Sn/An ∼= U2. Per tant
[Sn : An] = o(Sn/An) = o(U2) = 2. Per el teorema de
Lagrange tenim o(Sn)/o(An) = 2. com que o(Sn) = n!
es conclou que o(An) = n!/2, tal com es va deduir en la
definició de grup altern 3.3, pàg. 10.

Teorema 7.10 (Segon teorema d’isomorfia)
Siguin N i H subgrups normals d’un grup G tals que

N ⊂ H . Llavors H/N és subgrup normal de G/N i

(G/N) (H/N) ∼= G/H (7.14)

Veure la demostració en [3, pàg. 98].

Teorema 7.11 (Tercer teorema d’isomorfia)
Siguin N i H subgrups d’un grup G, N subgrup nor-

mal de G. Llavors H/N és subgrup normal de G/N i

1. H ∩N és subgrup normal d’H .

2. H N és subgrup de G.

3. N és subgrup normal de H N .

4. (H N)/N ∼= H/(H ∩N).
Veure la demostració en [3, pàg. 99].

Teorema 7.12 (Quart teorema d’isomorfia)
Siguin H1 i H2 subgrups d’un grup G, N1 subgrup

normal de H1 i N2 subgrup normal de H2. Llavors
1. N1 (H1 ∩ H2) i N2 (H1 ∩ H2) són subgrups de H1 i
H2, respectivament.

2. N1 (H1 ∩ N2) és subgrup normal de N1 (H1 ∩H2) i
N2 (N1 ∩H2) és subgrup normal de N2 (H1 ∩H2).

3. (H1∩N2) (N1∩H2) és subgrup normal de (H1∩H2).

4.
N1 (H1 ∩H2)/N1 (H1 ∩N2) ∼=
N2 (H1 ∩H2)/N2 (N1 ∩H2) ∼=
(H1 ∩H2)/(H1 ∩N2)(N1 ∩H2)

Veure la demostració en [3, pàg. 101].

Capítol 8
Teoremes de Sylow
Teorema 8.1 (Primer teorema de Sylow)

SiguiG un grup finit, p un nombre primer i pk la major
potència de p que divideix o(G). Llavors hi ha al menys
un subgrup de G d’ordre pk. Si H és un subgrup de G
d’ordre pk, llavors H es diu un p-subgrup de Sylow de
G. En general, un grup d’ordre igual a una potència d’un
nombre primer p es diu un p-grup. Així, un p-subgrup
de Sylow H d’un grup G és el p-grup maximal en G.
Veure la demostració del teorema en [1, pàg. 130], [2,
pàg. 407] o [3, pàg. 175].

Teorema 8.2 (Segon teorema de Sylow)
Sigui G un grup finit, si H és un subgrup de G i o(H)

és la potència d’un nombre primer p (és a dir, H és un
p-grup), llavors H està contingut en algun p-subgrup de
Sylow de G. Veure la demostració del teorema en [1,
pàg. 131], [2, pàg. 408] o [3, pàg. 175].

Teorema 8.3 (Tercer teorema de Sylow)
Sigui G un grup finit, p un nombre primer i o(G) =

mpk, tal que p no divideix m. Llavors el nombre np
de p-subgrups de Sylow de G compleix: (1) np divi-
deix m i (2) np − 1 és un múltiple de p. Notar que
np = 1 + k p, per algun enter k, i en aritmètica mò-
dul p es té (1 + k p) mod p = 1. Per això també es
diu que np és congruent a 1 en aritmètica mòdul p, o
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2. Ara repetim el procés anterior, però per la primera
columna. És a dir, posem els coeficients ai1, j =
2, · · · k en la forma (notar que per simplificar la nota-
ció, denotem els elements de M després del pas an-
terior per aij):

ai1 = λi a11 + ci1, i = 2, · · · k, 0 ≤ ci1 < a11
(10.18)

És a dir, restar a fila i λi vegades la fila 1. Si ci1 ja és
múltiple de a11 (ci1 = 0), aquest pas és innecessari.
Tenint en compte la proposició 10.2.2 tenim que

r′1 = r1

r′i = ri − λi r1, i = 2, · · · k

és un sistema generador minimal de R(S). Ara con-
tinuem igual que el pas anterior per aconseguir que
ai1, i = 2, · · · k sigui un múltiple de a11, és a dir
ai1 = µi a11, i = 2, · · · k. Això ho podem fer per-
mutant les files (equival a renombrar els generadors i
relacions). Com que de la proposició 10.2.2 es té que

r′1 = r1

r′i = ri − µi r1, i = 2, · · · k

és un sistema generador, apliquem aquestes operaci-
ons per deixar:

M(S ′,R′) =




a11 b12 · · · b1n
0 bk2 · · · bkn
...

...
...

...
0 bk2 · · · bkn




i a continuació retem múltiples de la primera colum-
na de les altres per aconseguir:

M(S ′,R′) =




a11 0 · · · 0
0 b22 · · · b2n
...

...
...

...
0 bk2 · · · bkn




3. Ara hem d’aconseguir que a11 en la matriu anterior
divideixi tots els altres elements no nuls de la ma-
triu. Per exemple, si a11 no divideix b22, llavors apli-
quem el mètode del primer pas agafant els elements
(a11, b22, · · · b2,k).

4. Repetim els passos anteriors a la submatriu:


b22 · · · b2n
...

...
...

bk2 · · · bkn




5. Reiterem el procés anterior fins aconseguir la for-
ma (10.16) desitjada.

Resumint l’algorisme anterior, es tracta d’aconseguir la
forma desitjada (10.16) amb les operacions: canvi de
signe dels elements d’una columna, permutació de files
o columnes, i resta de múltiples de files a altres files, o
columnes a altres columnes.

Exemple 10.2 (coef. de torsió i nombre de Betti)
[3, ex. 7.14.4, pàg. 353] Donat el grup amb presentació:

G = 〈x1,x2,x3,x4 :

6x2 − 9x3 − 3x4 =

12x1+24x2 + 9x3 + 9x4 =

30x1+42x2 + 45x3 + 27x4 = 0〉

Calcular els coef. de torsió i el nombre de Betti.

Solució Aplicant el mètode anterior tenim:



12 24 9 9
30 42 45 27
0 6 −9 −3


→




3 15 0 9
3 −3 18 27
3 15 −6 −3


→




3 15 0 9
0 −18 18 18
0 0 −6 −12


→




3 0 0 0
0 −18 0 0
0 0 −6 −12


→




3 0 0 0
0 6 0 0
0 0 18 0




D’on tenim:

G = Z/3Z× Z/6Z× Z/18Z× Z

amb coeficients de torsió 3,6,18 i nombre de Betti
β(G) = 1.

Capítol 11
Anells
Definició 11.1 Anell (ring) és un conjunt A amb 2 ope-
racions (suma i producte) que compleixen:

1. Amb la suma A es un grup commutatiu. L’ele-
ment neutre de la suma es 0 i denotarem A∗ =
A \ {0}.

2. El producte té la propietat associativa.

3. El producte té la propietat distributiva sobre la su-
ma. És a dir, (x+ y) z = x z + y z, ∀x,y,z ∈ A.
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simplement,1enmòdulp.Amés,siHiKsónp-
subgrupsdeG,llavorsHiKsónconjugats,ésadir,
∃a∈G:K=H

a
=a−1Ha.Recíprocament,siHés

unp-subgrupdeG,llavorsH
a
∀a∈Gtambéésunp-

subgrupdeG.Pertant,elnombredenpdep-subgrups
deGésnp=[G:N(H)].Veureladef.desub-
grupsconjugatsen5.2ielnormalitzadorN(H)en2.15.
Veurelademostraciódelteoremaen[1,pàg.131],[2,
pàg.408]o[3,pàg.175].

Teorema8.4SiguiGungrupfinitiHunp-subgrupde
G.Hésunsubgrupnormalsiielnombredep-subgrups
np=1(ésadir,siHésl’únicp-subgrupdeG).Veure
lademostracióen[2,pàg.410]o[3,pàg.177].

Exemple8.1(primerteoremadeSylow)
PerelgrupA4,o(A4)=4!/2=12.Tenimelsnom-
bresprimers2i3quedivideixen12.Pertant,perel
primerteoremadeSylow,tenimquehiha2-subgrupsi
3-subgrupsdeSylow.

El2-subgrupmaximalquedivideix12és2
2

=4.Per
tant,perelprimerteoremadeSylowhiha,almenys1
2-subgrupdeSylowd’ordre4.Comque3·2

2
=12,del

tercerteoremadeSylowtenimquehipothaver1o32-
subgrupsdeSylowd’A4,doncs1i3divideixenm=3,
i1=1+k2perk=0,3=1+k2perk=1.Talcom
esvaobtenirenl’exemple4.7,pàg.13,noméshiha1
2-subgrupdeSylow(curiosament,enl’exemple4.7s’-
haobtingutquen’hiha3d’ordre2).Comquenomés
hiha12-subgrupdeSylow,perelteorema8.4podem
afirmarqueésunsubgrupnormal.

El3-subgrupmaximalquedivideix12és3
1
.Pertant,

perelprimerteoremadeSylowhiha,almenys13-
subgrupdeSylowd’ordre3.Comque4·3

1
=12,del

tercerteoremadeSylowtenimquenoméshipothaver4
3-subgrupsdeSylowd’A4,doncs4divideixenm=4,
i4=1+k3perk=1.Talcomesvaobteniren
l’exemple4.7,efectivamenthiha43-subgrupdeSylow
d’ordre3.PereltercerteoremadeSylowtenimqueels4
3-subgrupsdeSylowd’A4sónconjugats.

Capítol9
Estructuradelsgrupsabeliansfinits
Lema9.1SiguiGungrupabeliàfinitix∈Gunele-
mentd’ordremàxim.Llavorsperacaday∈G,o(y)
divideixo(x).Veurelademostracióen[3,pàg.104].

Lema9.2SiguiGungrupiH,Ksubgrupsnormalsde
GtalsqueH∩K={e}.LlavorsHKiH×Ksón
isomorfs.Ésadir:

f:H×K→HK:(h,k)→hk.

ésunisomorfisme.Veurelademostracióen[3,
pàg.105].

Lema9.3([2,Ex.11,pàg.226])Elproductedepo-
tènciesdenombresprimers(nonecessàriamentiguals)
espotexpressarcomelproducted’enterspositius
m1m2···mrtalsquemidivideixmi−1,i=2,···,r;i
queelsfactorsqueformencadamisiguinnombrespri-
mersrelatius.

Demostració.Agafarlespotènciesmajorsdetotsels
primersdiferentsiformarm1comelproductedetotes
elles.Aixògaranteixqueelsfactorsqueformenm1són
primersrelatius.Repetirelmateixambelsfactorsque
quedeniaixísuccessivamentfinsacabar.Perexemple:

125×25×27×3×4×2×2=

5
3
×5

2
×3

3
×3×2

2
×2×2=

(5
3
×3

3
×2

2
)(5

2
×3×2)(2)=

m1×m2×m3

Lautilitatd’aquestlemaéslasegüent.Suposemque
tenimgrupscíclicsd’ordreigualalespotènciesdels
nombresprimers.Seguintl’exempleanterior:G1=
Z125×Z25×Z27×Z3×Z4×Z2×Z2.NotarqueG1nose-
riacíclic,doncselsordresdelsgrupsZinosónprimers
relatius(veureelteorema2.19).Peròagrupantelsfac-
torsdeformaquesiguinprimersrelatius,coms’hafet
abans,obtenimelsgrupscíclicsZm1,Zm2,Zm3.Elpro-
ductedirected’aquestsgrupsG2=Zm1×Zm2×Zm3

seràabeliàitindràelselementsambmateixordreque
G1(veurelespropietatsdelsisomorfismes7.2,pàg.19).
Pertant,G1iG2seranisomorfs.

Teorema9.1Teoremad’estructuradegrupsabeli-
ansfinits.

TotgrupabeliàfinitGéselproductedirectedegrups
cíclicsd’ordrepotènciesdenombresprimers(noneces-
sàriamentdiferents).Amés,elnombredetermesiels
ordresdelsgrupscíclicsésúnicperacadaG.Veure[2,
teorema11.1,pàg.218]

Comqueungrupcíclicd’ordrenésisomorfaZn(veu-
rel’exemple7.5,pàg.18),itenintelcompteellema9.3,
elteoremaespotreformularaixí(veure[2,pàg.222]
o[3,proposició2.2.1,pàg.106]):

SiguiGungrupabeliàfinit,llavorsexisteixenenters
positiusm1,m2,···mrtalsque

G∼=Zm1×Zm2×···Zmr(9.1)

oncadamidivideixmi−1.Amés,elsnombres
r,m1,m2,···mrsónúnicsio(G)=m1m2···mr.Els
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doncsqualsevolx=(a+3Z,b+12Z)∈Gespot
escriurecom:

x=(a+3Z,b+12Z)=

a(1+3Z,0+12Z)+b(0+3Z,1+12Z)=

ax1+bx2

Peraltrabanda,r=(m1,m2)∈R(S)sii:

m1x1+m2x2=0⇒
(m1+3Z,m2+12Z)=(0+3Z,0+12Z)⇒

m1∈3Z,m2∈12Z

D’on,perexemple,tenimelconjuntderelacionsde
R(S):

R={r1,r2}
r1=(3,0)

r2=(0,12)

Fentservirlanotació(10.13):

G=〈x1,x2:3x1=12x2=0〉

Delaproposició10.1tenimqueelscoeficientsdetorsió
deGsón3,12ielnombredeBettiβ(G)=n−k=
2−2=0.

Engeneral,elsgeneradorsirelacionsdeGnoestaran
enlaformadelaproposició10.1.Acontinuacióveu-
remunmètodeperaconseguir-ho.Primer,però,veiem
quinestransformacionspodemferambelssistemage-
nerador.

Proposició10.2SiguiGungrupabeliàfinitamentge-
neratamb

S={x1,···xn}
1.Canviantxiper−xis’obtéunconjuntgeneradorde
G.

2.Siguinλ2,···λnnombresenters.Canviantx1per

y1=x1+λ2x2+···+λnxn(10.14)

s’obtéunnouconjuntgeneradordeG.
Veurelademostracióen[3,pàg.345].

Proposició10.3Algorismeperacalcularelnom-
bredeBettiielscoeficientsdetorsió[3,pro.7.14,
pàg.347].
SiguiGungrupabeliàfinitamentgenerati(S,R)una

presentaciódeGmitjançantunsistemadegeneradorsi
unsistemacomplertderelacions:

S={x1,···xn}
R={r1,···rk}
ri=(ai1,···ain),i=1,···k.

DefinimlamatriudeGrespectelapresentació(S,R)

M(S,R)=



a11···a1n

..

.
..
.

..

.
ak1···akn


(10.15)

Estractadetransformarlamatriu(10.15)enunamatriu:

M(S′,R′)=





m1···00···0
0···00···0
..
.

..

.
..
.

..

.
..
.

0···mk0···0



(10.16)

onmidivideixmi+1,i=1,···(k−1),aplicantels
canvisdelaproposició10.2.Llavors,elsgeneradorsS′

queresultenamblesrelacionsri=(0,···,mi,···,0)
generenG.Pertant,delaproposició10.1,m1,···mk

sónelscoeficientsdetorsió,ielnombredeBettiés
β(G)=n−k.
1.Permutarlescolumnes(equivalarenombrarelsge-

neradors)icanviarx1per−x1,ésadir,canviarel
signedelselementsdelaprimeracolumna(sical)
pertenira11>0.Acontinuacióposemelscoefici-
entsa1j,j=2,···nenlaforma:

a1j=λja11+b1j,j=2,···n,0≤b1j<a11
(10.17)

Sia1jjaésmúltipledea11(b1j=0),aquestpasés
innecessari.Tenintencomptelaproposició10.2.2te-
nimquey1=x1+λ2x2+···λnxnésungenerador,
pertant:

a11y1+b12x2+···b1nxn=0

Peractualitzarlesaltresrelacionsambelnousistema
degeneradorshauremdecanviaraij=λjai1+bij,
d’onbij=λjai1−aij.Aixíobtenimlamatriu:

M(S′,R′)=



a11b12···b1n

..

.
..
.

..

.
..
.

ak1bk2···bkn




ons’harestatacolumnajλ1vegadeslacolumna1.
Desprésagafemlacolumnajquetéelmenorb1jen
valorabsolut,diferentde0(ésadir0<b1j<a11)
ipermutemlescolumnes1ij(equivalarenombrar
elsgeneradors).Sib1jdivideixelsaltreselements
delafila1,continuemambelsegüentpas,altrament
repetintelprocés.
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nombres m1,m2, · · ·mr es diuen coeficients de torsió
de G. El càlcul de l’equació (9.1) té l’avantatge que els
grups que s’obtenen no són isomorfs entre ells, doncs el
resultats dels productes (9.1) donarà lloc a grups amb
elements d’ordre diferent. Per tant, calculant tots els
possibles coeficients de torsió diferents, per a cada pos-
sible r, s’obtenen tots els grups no isomorfs entre ells, i
amb producte igual a G.

Veure la demostració en [2, pàg. 223] i [3, pàg. 106].
Veure la definició de producte directe de grups en 2.18,
pàg. 8. Nota: en [3] es fa servir Z/mi Z en comptes
de Zmi

(notació que es fa servir en [2]). Ambdues són
equivalents, doncs Z/mi Z i Zmi

són isomorfs (veure
l’exemple 7.6, pàg. 18).

Exemple 9.1 (grups abelians d’ordre 36)
[3, ex. 2.21.2, pàg. 110] Calcular els grups abelians, no
isomorfs entre ells, d’ordre 36.

Solució. Del teorema 9.1 hem de buscar les tuples
r,m1,m2, · · ·mr tals que m1m2 · · ·mr = 36 i mi di-
videix mi−1.
1. Per r = 1 tenim m1 = 36. Llavors G1 = Z36.

2. Per r = 2 tenim

m1 = 18, m2 = 2, Llavors G2 = Z18 × Z2,

m1 = 12, m2 = 3, Llavors G3 = Z12 × Z3,

m1 = 6, m2 = 6, Llavors G4 = Z6 × Z6

3. Per r ≥ 3 ja no hi ha més productes tals que mi divi-
deix mi−1.

Notar que dels grups anteriors nomésG1 és cíclic, doncs
G1 ×G2 és cíclic sii o(G1) i o(G2) són primers relatius
(veure el teorema 2.19). Notar també que hi ha altres
productes dels grups Zi d’ordre 36, però seran isomorfs
d’algun grup anterior. Per exemple, del teorema 2.19 te-
nim que Z9×Z4

∼= Z36 = G1, doncs 9 i 4 són primers re-
latius. Igualment, Z2×Z2×Z9

∼= Z2×Z18
∼= Z18×Z2 =

G2 (doncs per el teorema 2.19 Z2 × Z9
∼= Z18), etc.

Capítol 10
Estructura dels grups abelians
finitament generats
Definició 10.1 Subgrup de torsió. Sigui G un grup,
definim:

T (G) = {g ∈ G : o(g) és finit}. (10.1)

Si G és abelià, llavors T és un subgrup de G i el deno-
minarem el subgrup de torsió de G. En general, si G
no és abelià, T (G) no és un subgrup de G.

Propietats 10.1 Del subgrup de torsió
1. Si G és abelià, llavors G/T (G) no té torsió.

2. El grup G = Z× · · ·Z︸ ︷︷ ︸
n

, que denotarem per Zn, no té

torsió.

3. Si G és finit, llavors T (G) = G. El recíproc és fals.

4. Si G és abelià i K ⊂ G, llavors T (K) = K ∩ T (G).
D’on es dedueix T (T (G)) = T (G).

5. Sigui

G = Z/m1Z× · · ·Z/mrZ× Z× · · ·Z︸ ︷︷ ︸
s

tenim

T (G) = Z/m1Z× · · ·Z/mnZ× ∅ × · · · ∅︸ ︷︷ ︸
r

=

Z/m1Z× · · ·Z/mrZ (10.2)

doncs ningun element x = (a1 + m1Z, · · · ar +
mnZ, b1, · · · br) amb bi 6= 0 té ordre finit.

6. Sigui

G = Z/m1Z× · · ·Z/mnZ× Z× · · ·Z︸ ︷︷ ︸
r

tenim
G/T (G) = Z× · · ·Z︸ ︷︷ ︸

s

Veure les demostracions en [3, pàg. 326].

Teorema 10.1 (d’estructura de grups abelians finita-
ment generats)
SiguiG un grup abelià finitament generat. Llavors exis-

teixen els enters no negatius n i r, i si n 6= 0 enters
positius m1, · · ·mn, tals que:

1.
G ∼= Z/m1Z× · · ·Z/mnZ× Z× · · ·Z︸ ︷︷ ︸

r

(10.3)

2. mi divideix mi−1, i = 2, · · ·n.

3.
T (G) ∼= Z/m1Z× · · ·Z/mnZ (10.4)

i r = β(G) és el nombre de Betti.

4. G ∼= T (G)×G/T (G)
Veure les demostracions en [3, pàg. 331].
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10.1 Construcció

Veure [3, pàg. 337]. Sigui G un grup abelià finitament
generat i

S = {x1, · · ·xn} (10.5)

un sistema generador de G (veure la definició 2.6,
pàg. 4). Denotem

Zn = Z× · · ·Z︸ ︷︷ ︸
n

(10.6)

i definim l’homomorfisme

fs : Zn → G :

(m1, · · ·mn)→ x1m1 + · · ·xnmn (10.7)

Notar que

fs((m1, · · ·mn) + (g1, · · · gn)) =

x1 (m1 + g1) + · · ·xn (mn + gn) =

(x1m1 + · · ·xnmn) + (x1 g1 + · · ·xn gn) =

fs(m1, · · ·mn) + fs(g1, · · · gn),

i definim el subgrup de les relacions de G respecte
d’S:

R(S) = ker fs. (10.8)

Notar que (m1, · · ·mn) ∈ R(S) = ker fs equival a la
relació entre els generadors d’S = {x1, · · ·xn}:

m1 x1 + · · ·mn xn = 0 (10.9)

Veure la definició de ker f 7.2, pàg. 16. En el que que
segueix es farà servir el terme relació per referir-se a la
tupla (m1, · · ·mn) ∈ R(S), o a l’expressió (10.9) a la
que es es refereix. Utilitzant el teorema 9.1 tenim que
existeixen els enters no negatius j, k tals que

R(S) = Z/q1 Z× Z/qj Z× Zk (10.10)

De la propietat 10.1.5 tenim

T (R(S)) = Z/q1Z× · · ·Z/qjZ
i de 10.1.4

T (R(S)) = R(S) ∩ T (Zk)

com que T (Zk) = {e} tenim

T (R(S)) = Z/q1Z× · · ·Z/qjZ ∼= {e}
i, substituint en (10.10):

R(S) ∼= {e} × Zk = Zk

on k = β(R(S)) ≤ β(Zn) = n és el nombre de Betti.
Per el primer teorema d’isomorfia (veure 7.9, pàg. 19):

Zn/R(S) ∼= G. (10.11)

Definició 10.2 Sigui G un grup abelià finitament gene-
rat i S un sistema generador finit de G. Tenim R(S) =
ker fs = Zk.
1. Es diu sistema complet de relacions de G respec-

te S a qualsevol sistema generador minimal R del
subgrup R(S). Notar que la relació (m1, · · ·mn) ∈
R(S) = ker fs entre els generadors S = {x1, · · ·xn}
de G equival a l’equació (10.9).

2. Una presentació de G mitjançant generadors i re-
lacions és una tupla (S,R) on S és un sistema gene-
rador de G i R un sistema complet de relacions de G
respecte S (definit en el punt anterior).

Veure [3, def.7̃.11, pàg. 338]. Nota: Per a representar la
presentació anterior es farà servir la notació:

G = 〈x1, · · ·xn : m1 x1 = · · ·mn xn = 0〉 (10.12)

Proposició 10.1 Càlcul dels coeficients de torsió i del
nombre de Betti Sigui G un grup abelià finit amb la
presentació de G mitjançant generadors i relacions, amb

S = {x1, · · ·xn}
R = {r1, · · · rk}
ri = (0, · · · ,mi, · · · ,0)

on mi+1 divideix mi, i = 1, · · · (k − 1). Amb la nota-
ció (10.13):

G = 〈x1, · · ·xn : m1 x1 = · · ·mk xk = 0〉 (10.13)

Llavors el grup

G = Z/m1 × · · ·Z/mkZ× Zn−k

on m1, · · ·mk són els coeficients de torsió, i el nombre
de Betti és β(G) = n − k. Veure la demostració en [3,
pàg. 344].

Exemple 10.1 (coef. de torsió i nombre de Betti)
[3, ex. 7.11.3, pàg. 340]. El grup

G = Z/3Z× Z/12Z

té un sistema generador

S = {x1, x2}
x1 = (1 + 3Z, 0 + 12Z)

x2 = (0 + 3Z, 1 + 12Z)


