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Prefaci

Vaig escriure aquests apunts mentre preparava 1’ assig-
natura Programacion Matemdtica del curs 2008-09 de
la carrera de matematiques de la UNED. Els apunts es-
tan basats fonamentalment en el llibre de 1’assignatu-
ra [2], el W. Winston [3] i el D.G. Luenberger [1], i
editats amb I&TEX.

Notaci6: Els vectors son vectors columna, i es repre-
senten amb minuscules en negreta (x). Les matrius es
representen amb majiiscules en negreta (A). x! vol dir
traspost, de manera que x?xz €s el producte escalar dels
vectors X1 Xxs.
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Capitol 1
Model de programacio lineal

Problema: maximitzar (0o minimitzar) una “funcié
objectiu” z lineal subjecta a unes restriccions (con-
straints):

max z=-cC|X|+ - CiXk

s.a apyx;+--- apxy=>b

anxi+-- apxk < b
am1 X1+ A X = bm
X,‘ZO

Aquest problema es pot reescriure en la “forma
estandard”, on només hi ha restriccions d’igualtat i on
totes les variables x; > 0. Per aixo:
1. Si hi ha variables x; < 0, aleshores cal substituir
=y x>
X; Xj,X; 2> 0.
2. Si hi ha variables x; no restringides en signe (unre-
stricted in sign), aleshores cal substituir x; = x’j —
x}’ : x’j,x}’ > (. En la solucié sera x& =0, x}’ > 0 si
. L "o co R A/ .
xj <0 xj>0,xj—051xj>0, 1xj—xj—051
x]' =0.

3. Les desigualtats < es poden convertir en igualtats
afegint variables de folganca o separacio (slack) amb
signe +: aj x1+---apxy <by=apnx;+---apxg+
X p = by, Xpyp 2 0.

4. Les desigualtats > es poden convertir en igualtats
afegint variables de folganca amb signe — (anome-
nades també variables d’excés): a1 X1+ - Qup Xp >
b = am1 X1+ - - Qi Xk — Xk+q — D, Xk+q > 0.

En la forma estandard el problema és:

max z=ciX|+-""CnXxp

S.a daixi+--+ aipx, = b (1.1)
Am1 X1+ Qup X = by,

x,~20

Notar que hi ha coeficients ¢;, a;; que poden valer 0 o
ser negatius. En forma matricial (c' vol dir trasposta i
x > 0 vol dir que totes les components x; del vector x
soén x; > 0):

(12)

s.a  ApxnXnx1 = bmxi
x>0

Capitol 1. Model de programacio lineal

1.1 Solucié del model de programacio lin-
eal

El sistema d’equacions (1.2) representa la interseccid
d’hiperplans i semiespais, 1 per tant, €s un conjunt con-
vex (un politop), anomenat regi6 factible.

Qualsevol x que satisfa les restriccions de (1.2)
s’anomena soluci6 factible.

Lema 1.1.1 El conjunt de totes les solucions factibles
és un conjunt convex.

Demostracié. Si x;,i = 1,---n son solucions factibles,
aleshores la seva combinaci6 convexa:

X=MX1+ ApXm
M+A,=1

també és una soluci6 factible, doncs:

Ax =MAx|  + - ApAxy, =Mb+---A,b=b O

Per tant, el politop P que formen les restriccions es pot
expressar com a la combinaci6 convexa de les solucions
factibles. En concret, si 2 esta acotat (és un poliedre),
aleshores P és I’envolupant convexa dels seus punts ex-
trems.

Segons si P esta acotat, i la seva intersecci6 amb
I’hiperpla que representa la funcié objectiu, es pot
donar un dels segiients quatre casos per la solucié del
problema de programacio lineal (1.2):

1. Que hi hagi una soluci6 dnica (un Gnic punt extrem).

2. Que hi hagi infinites solucions (dos o més punts ex-
trem son solucio).

3. Que no hi hagi soluci6 (si la regi6 factible esta bui-
da).

4. Que la soluci6 no estigui acotada.

A continuacié suposarem que la regié factible P esta
acotada.



1.2. Solucions factibles basiques

Teorema 1.1.1 La funcio objectiu assoleix el maxim
en un punt extrem

Demostracio. Siguin x;,i = 1,---n els punts extrems.
Qualsevol punt de P es pot expressar com a combinacid
convexa de x;:

x=MX1 4+ ApXp,
M+ Ap=1

Multiplicant per ¢! tenim:

x=NcTx 4+ Anetx,

Sigui: zo = max{c x;,i = 1,---m}. Aleshores:

cTx=McT x4+ A xy <Mzo+ - Amzo =20
Per tant, el maxim, zg, s’assoleix en algun dels punts
extrems x;, i =1,---n. ]

Teorema 1.1.2 Si el maxim s’assoleix en més d’un
punt extrem, aleshores, s’assoleix en qualsevol com-
binacio convexa d’aquests

Demostracio. Sigui el maxim: zo = clx pi=1,-k,
per tant: Ay el xy +---Agelxg = zo(Ay +---A) = 20. O

1.2 Solucions factibles basiques

El rang de la matriu A, ., del problema de programaci6
lineal (1.2) val m (altrament hi ha restriccions que s6n
combinaci6 lineals de les altres, 1 es poden eliminar).
Podem formar doncs la matriu B,,x,, no singular amb
m columnes linealment independents de A,,,, 1 resol-
dre el sistema d’equacions:

BmxmxB(mxl) = bmx1 (1.3)
Que tindra per soluci6:
XB(mx1) = Bk Bt = Dt (1.4)

Si ordenem les equacions de (1.2) de forma que les
m columnes que hem agafat siguin les m primeres
columnes de la matriu A, ,, aleshores tindrem:

Am><n == [Bmxm me(n—m)} (15)
K1) [xN((nm) x1) (1.6)

De forma que podem reescriure I’equacid A, x,X,x1 =
b,,«1 en la forma:

BixmXB(mx 1) + Ninsc (n—m) XN ((n—m)x 1) = bmx1 (1.7)
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Clarament, el vector:
_ XB(mx1) :| _ |: lA)m><1 }
X(px1) = = 1.8
(nx1) LCN((n—m)xl) 00— m)x1 (18)

on 0,_,)x1 €s un vector de (n —m) zeros, €s una solu-
ci6 del sistema d’equacions (1.7). La solucié s’anom-
ena “soluci6 basica” de (1.2); les variables que formen
Xp(mx1) S’anomenen “variables basiques” de la solucio,
1 les que formen Xy ((,—)x1) $’anomenen “variables no

basiques”. A més, si Bmxl > 0, aleshores aquest valor
de x(,, 1) €s una solucio factible basica de (1.2).

Teorema 1.2.1 Els punts extrems son solucions
factibles basiques

Demostracio. Podem comprovar que una solucid
factible basica no es pot expressar com a combinaci6
convexa d’altres dos punts diferents de P, per tant, €s
un punt extrem. Reciprocament, qualsevol punt extrem
amb m components diferents de 0 es pot expressar com
a combinacio lineal de m columnes de A,,,, que donen
lloc a una solucid factible basica. O]

Del resultat anterior deduim el segiient teorema:

Teorema 1.2.2 Teorema fonamental de la progra-
macio lineal

1. Si existeix una solucié factible, aleshores existeix
una soluci6 factible basica.

2. Si existeix una soluci6 factible Optima, existeix una
soluci6 factible basica Optima.

1.3 Costos reduits

Si reescrivim el problema de programacio lineal (1.2)
amb la partici6 de la matriu de restriccions que hem fet
en la secci6 1.2 (A = [B N],x = [¥£]) tindrem:

(1.9)
(1.10)

max z= chg + c{,xN
s.a Bxg+Nxy=Db
x>0

Notar que, per simplificar la notacid, a partir d’ara
deixarem d’indicar les dimensions de les matrius i els
vectors. Si substituim la solucié basica (equaci6 (1.8))
en la funci6 objectiu, tindrem el valor: 7 = cgf) =
CITQB*1 b. Ara ens demanen que valdra la funcié objec-
tiu si modifiquem lleugerament el valor de les variables
no basiques, de forma que la soluci6 sigui factible (les
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restriccions (1.10) es compleixen). Ho podem calcu-
lar multiplicant (1.10) per B!, aillant xp i substituint
en (1.9):

x3+B 'Nxy =B~ 'b
x5=B 'b—B 'Nxy

z=csB b+ (ch —ci B ' N)xy (1.11)

Definim el vector:

r=cy—cyB'N (1.12)

Notar que la component ry, de r que multiplica la vari-
able no basica x; €és:

ry =cy —CcpB lay, (1.13)

on ¢y, €s el coeficient que multiplica x; en la funci6 ob-
jectiu, i ay, €s la columna de la matriu A que multiplica
Xi.

Els coeficients ry, tenen una important rellevancia
perque ens donen el criteri d’optimalitat de la solucié
factible. El motiu €s el segiient: Suposem que el prob-
lema és de maximitzacié. Suposem una solucié basica
factible (en la que les variables basiques valen > 01 les
no basiques valen 0). Si per aquesta solucié es com-
pleix: ry, <0, aleshores augmentar lleugerament algu-
na de les variables no basiques xy reduira el valor de
la funci6 objectiu z. Per tant, entrar alguna de les vari-
ables no basiques en la base portara a una soluci6 pitjor,
i concloem que la soluci6 basica factible és optima.

Degut a la importancia del vector (1.12), es fa servir
el nom “costos reduits” (reduced costs) per referir-
se als coeficients (1.13). Una possible explicacio
d’aquest nom (que serveix com a mnemotecnic de la
féormula (1.13)), és que els cost de la variable no basica
(cy;) es veu “reduit” per la quantitat ch_l a,

Observacions
e En la definici6 dels costos reduits hi ha una dis-
crepancia entre el llibre de D.G. Luenberger [1] i
els llibres de W. Wiston [3] 1 la UNED [2]: Men-
tre el primer els defineix com s’ha explicat en aque-
sta secciO, els altres dos els defineixen com els co-
eficients que multipliquen les Variables en la funcié
obJectlu escrita en la forma: z — (cN ;B IN)xy =
B 'b. BEsa dir, defineix els costos redults com els
de I’equaci6 (1.12) canviats de signe.

El motiu és que al construir les taules simplex que
s’expliquen en la secci6 2.1, el llibre de Winston
1 la UNED fan servir la funci6 objectiu escrita en
la forma z — (¢}, — ckB~!'N)xy = ¢;B~'b. Es a
dir, es canvia el signe dels coeﬁ01ents de la fun-
ci6 objectiu quan es posen en la taula simplex, de
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manera que en la taula simplex optima es llegeix el
valor que assoleix la funcié objectiu: z =c5B~!b.
En el llibre de Luenberger, en canvi, en la taula
simplex es posa la funci6 objectiu escrita en la for-
ma: (c¢§ —esB™'N)xy =z—c,B~'b. Es adir, en
la taula simplex els coeficients de la funcié objectiu
es posen amb el mateix signe, de manera que el valor
que es llegeix en la taula optima (—CEB_I b), és el
valor que assoleix la funci objectiu canviat de signe.

Respecte la notacid, en el llibre de Luenberger i la
UNED es defineix z; = ¢g TB~ ax,.. De manera que en
el Luenberger es fa servir la notaci6 ¢; — z; per iden-
tificar el cost reduit de la variable x;. En el llibre de
la UNED, en canvi, es fa servir la notaci6 z; — ¢; per
el motiu explicat anteriorment.

e En aquests apunts resoldrem les taules simplex
(veure la seccid 2.1) tal com s’explica en el lli-
bre de Winston, pero respectarem la definicié dels
costos reduits que dona el llibre de Luenberger
(equaci6 (1.12)).

Capitol 2
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2.1 Sumari de I’algorisme

Suposem un problema de maximitzacio:

1. Expressar el problema amb la forma estandard i de
forma que hi aparegui una soluci6 basica factible (si
hi ha m restriccions, hi ha d’haver m columnes en
la matriu de restriccions que tinguin un “pivot”, €s a
dir, un unic coeficient > 0):

max zZ=2cC1X]+" " CpXxy

s.a apxy+--- appx, =by

ApnXn = by
Xi Z 0

Am1 X1+

2. Escriure la taula simplex. En la “fila 0” hi ha els co-
eficients de la funci6 objectiu escrita en la forma z —

c1x; —---cpx, = 0. La columna de la variable z no
N N T
cal posar-la perque sempre valdra [l 0 0] :
X1 X2 - x, b
—Cc1 —Cp —c;, O
ai;  ap ain b
aml am2 Amn  bm

3. Si tots els coeficients de la fila O son > 0, aleshores
la taula simplex és Optima. Altrament:
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(a) Triar com a variable no basica x; que entra en
la base, aquella que té el coeficient de la fila O
més negatiu (produeix 1’increment major en la
funci6 objectiu).

(b) x; pot augmentar mentre les altres variables
basiques x; compleixin x; > 0. Com que en la
fila i tindrem I’equacio d;; x; +a;jx; = Bi, a;; >
Q, b; > 0, perqué sigui x; > 0, haura de ser: x ;i <
%, ajj > 0. (Nota: Posem el barret (d;;, d;, b)

perque al iterar, els coeficients ja no seran els

del problema inicial). Aixo porta a triar com a

pivot en la columna j, el de la fila i que té el

quocient menor:

bi

min
aijj

2.1)

1
aA,‘j>0

Aix0 garanteix que la solucié basica sigui
factible: x; > 0, Vk. Al deixar com a pivot aque-
st element, x; passara a ser una variable basica,
1 hi haura una altra variable que ho haura deixat
de ser: la que abans tenia un pivot en la fila i;
Xi.

4. Pivotar en la columna j, fila i, i tornar a iterar el

punt 3.

Observacions

Es possible que al formular el problema en la forma
estandard no s’obtingui una taula simplex amb una
soluci6 factible basica. Aixo0 pot passar, per exemple,
quan en el problema original hi ha restriccions del ti-
pus =. El metode de les penalitzacions, o el metode
de les dues fases explicats en el capitol 3 permeten
resoldre aquest tipus de problemes.

Si el Problema és de minimitzacio, aleshores entraran
com a variables basiques les més positives de la fila
0, 1 la taula sera optima quan tots els coeficients de la
fila O siguin < 0.

Notar que els coeficients de la fila O valdran O per
les variables basiques (excepte la variable z, que no
posem en la taula perque sempre sera el pivot de la fi-
la 0), i son els coeficients del vector de costos reduits
canviats de signe (equaci6 (1.12)) per les variables
no basiques. Determinar el valor dels coeficients de
les variables no basiques de la fila 0 en les succes-
sives iteracions del metode simplex, sol anomenar-se
pricing out.
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e Amb la definici6 dels costos reduits de 1e-

quacié (1.12), els costos reduits son els coeficients a
la dreta de la funci6 objectiu, per tant, el criteri d’op-
timalitat és el contrari que en la taula simplex, on els
coeficients de la fila O son els coeficients a I’esquerra
de funci6 objectiu . Es a dir, el criteri d’optimalitat
és:

— Costos reduits < 0 per un problema de maxim-
itzacid, o bé, > 0 per un problema de minim-
itzacio.

— Coeficients de la fila O de la taula simplex > 0

per un problema de maximitzacio, o bé, < 0 per
un problema de minimitzacio.

Exemple 2.1.1 Metode simplex

max z=15x1+3x
s.a 4x1+2x <12
4x1+ x <10

X1+ x» <3
xiZO

e En la forma estandard:

=12
=10
S3:3
xi,5; >0

dx14+ 2x2+ 51
4x1+ x4+ s
X1+ x4+

e La taula simplex és:

X1 X2 St s s3 b

-5 =30 0 0 0
4 2 1 0 0 12
4] 1 0 1 0 10
1 1. 00 1 3

e Entra x; amb el pivot indicat (a ’esquerra poso el

factor pel que es multiplica la fila del pivot):

X1 X2 5 52 53 b

5/4 0 —7/4 0 5/4 0 25/2

-1 0 1 1 -1 0 2

4 1 0 1 0 10

—1/4 0 (34 0 —1/4 1 1)2

e Entra xp:

X1 X2 S1 52 53 b
7/3 0 0 0 2/3 7/3 41/3

—4/3 0 0 1 —2/3 —4/3 4/3
—4/3 4 0 0 4/3 —4/3 28/3

0 3/4 0 —1/4 1 1)2



e Com que els coeficients de la fila 0 s6n > 0, concloem
que la taula és optima, i el resultat és: z =41/3, les
variables basiques sén: s =4/3,x1 =7/3,x, =2/3,
1 les no basiques: s; = 53 = 0. m

Muiltiples solucions Suposem que en la taula Optima
hi hagués una variable no basica que tingués un coe-
ficient = O en la fila O (és a dir, una variable amb un
cost reduit = 0). Si fos possible obtenir una soluci6
factible entrant aquesta variable com a basica, com que
no faria falta modificar la fila 0, obtindriem una solu-
cié que també seria Optima, perque la funcid objectiu
assoliria el mateix valor.

Solucié no acotada Suposem que en I’exemple ante-
rior haguéssim arribat a la taula:

X1 X2 S1 52 S3 b

0 —7/4 0 5/4 0 25/2
0 -1 1 -1 0 2

4 -1 0 1 0 10
0 —3/4 0 —1/4 1 1/2

En aquest cas, al intentar entrar x, com a variable
basica, ens trobariem que els quocients by /ay; son tots
negatius. Per tant, la variable x, podria ser tant gran
com desitgéssim.

Solucié factible basica degenerada es diu quan una
o més variables basiques son = 0. Quan passa aixo, el
metode simplex pot ser ineficient, o tenir cicles: Es a
dir, arribar a una mateixa taula després de diverses it-
eracions, 1 no arribar mai a la solucid.

2.2 Cicles i tecniques de pertorbacio

Si es déna una solucid basica factible degenerada (una o
més variables basiques son = 0) poden apareixer cicles.

La interpretacié d’una solucié basica factible degen-
erada és la segiient: Sigui x1T3 = [xl xm] la soluci6
factible basica. Aleshores es compleix Bxg = b, que ho
podem escriure com xja; + ---x,a, = b. Si la solu-
ci6 és degenerada, és perque el vector b es troba en al-
gun dels hiperplans del con convex definit pels vectors
basics aj - - - a,,.

Per evitar els cicles es poden fer servir tecniques de
pertorbacié (modificar lleugerament b perque la solu-

Capitol 3. Variables artificials i metode simplex revisat

cidé no sigui degenerada), o tecniques lexicografiques
(veure [2] per més detalls).

Capitol 3
Variables artificials i metode
simplex revisat

Per aplicar el metode simplex, necessitem comencgar
amb una soluci6 factible basica. Si aquesta no s’obté
després d’afegir les variables de folganca, es po-
den seguir els metodes de les seccions 3.1 1 3.2 per
aconseguir-la.

3.1 Metode de les penalitzacions (the big
M method)

La idea és afegir variables artificials amb un coeficient

M molt gran en la funcio objectiu, que condueixi a triar

la variable artificial com a variable no basica. L’algo-

risme és el segiient:

1. Modificar les restriccions perque tots els temes inde-
pendents siguin positius: b; > 0.

2. Convertir a la forma estandard afegint variables de
folganca o d’excés.

3. Afegir una variable artificial a; per a cada restricci6
que abans de la forma estandard era = o >.

4. Per a cada variable artificial a;, afegir —Ma; a la
dreta de la funcié objectiu si el problema és de
maximitzacio, o M a; si és de minimitzacio.

5. Eliminar les M de la funcié objectiu i seguir amb el
metode simplex.

6. Si alguna de les variables artificials queda amb un
coeficient diferent de 0, el problema no té solucio
factible.

Notar que un cop una variable artificial deixa de ser
basica, es pot eliminar de la taula (deixar de fer opera-
cions en la seva columna en les proximes taules).

Exemple 3.1.1 Metode de les penalitzacions

max z=15x1—x»
s.a 2x1+ xp=6
x1+ xp <4
xX1+2x <5
xiZO



3.2. Meétode de les dues fases

La taula simplex €s:

X1 X2 d4dip S1 52 b

-5 2 M 0 0 O

2 1 0 0 6

1 1 0 1 0 4

1 2 0 0 1 5

Operant:

X1 X2 aj s1 b
-M -s5-2m 2-m 0 0 0 —6eMm

1 1 0 0 6

1 1 0 1 0 4

1 2 0 0 1 5
542M 542
22M o 9/2 M o 0 15

2 1 1 0 O 6
-1/2 0 /2 —-1/2 1 0 1
-1/2 0 3/2 —1/2 0 1 2

La solucié ésdoncs: z=15,x1=3,xp=a; =0,s51 =1,
sy = 2. |

3.2 Metode de les dues fases

1. En la primera fase es canvia la funcié objectiu orig-
inal per una funcié objectiu igual a la suma de les
variables artificials. Seguidament es resol el proble-
ma de minimitzacié d’aquesta nova funcid objectiu
(independentment de si el problema original era de
max. o min.). Igual que en el metode anterior, es
planteja la taula simplex i es comenca eliminant les
variables artificials de la fila O per aconseguir una
soluci6 basica amb 1’ajut de les variables artificials.
Seguidament es continua amb el simplex fins acon-
seguir la taula Optima.

2. En la segona fase s’eliminen les columnes de
les variables artificials (perque seran variables no
basiques), es substitueix la funcié objectiu de la fase
1 per la funci6 objectiu original i s’aplica un altre
cop l’algorisme de simplex pel problema max. o
min. original.

Exemple 3.2.1 Métode de les dues fases

Resoldrem I’exemple 3.1.1 pel metode de les dues fas-
es. Primer afegiriem les variables de folganca i arti-
ficials, igual que amb el metode de les penalitzacions.
Després plantejariem la minimitzacié de w = a;. La

taula simplex seria:

X1 xo a; st s b
0O 0 -1 0 0 O
2 1 0 0 6
1 1 0 1 0 4
1 2 0 O 1 5
Eliminant les variables artificials de la fila O:
X1 xp a; st s b
2 1 0 0 0 6
1 1.0 06
1 1 0 1 0 4
1 2 0 0 1 5
Continuem amb el simplex:
Xy X2 a s1 s2 b
-1 0 O -1 0 0 O
2 1 1 0O 0 6
-1/2 0 1/2 —-1/2 1 0 1
-1/2 0 3/2 —-1/2 0 1 2

Com que la taula és optima, eliminem la columna de a;
i continuem amb la segona fase:

X] Xxp s s b

-5 2 0 0 O

1 0 0 6

0 1/2 1 0 1

0 3/2 0 1 2

52 0 9/2 0 0 15

2 1 0 0 6

0O 1/2 1 0 1

0 3/2 0 1 2
1 arribem a la mateixa taula optima 1 soluci6 que amb el
metode de les penalitzacions. n

3.3 Metode simplex revisat

Recordem de la secci6 1.3, pag. 3 que en el model de
programacié lineal podem definir un conjunt de vari-
ables basiques, xp i no basiques xy que permeten ex-
pressar el problema en la segiient forma matricial:

3.1
(3.2)

max z= cngxB + c]T,xN
s.a Bxp +NxN =b
x>0

Multiplicant (3.2) per B~!, aillant xp i substituint
en (3.1) tenim:

x3+B 'Nxy =B~ 'b (3.3)
x5 =B 'b—B !'Nxy
z—(chy—cgB 'N)xy =c;B!b (3.4)
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On definim el vector de costos reduits (equaci6 (1.12)):

r=cy—cyB'N (3.5)

Comparant amb la taula del metode simplex, podem
identificar que, donat un conjunt de variables basiques
Xxp 1 no basiques xy:

1. Els coeficients que multipliquen les variables no
basiques en la funcid objectiu son els costos reduits
canviats de signe. Notar que el cost reduit d’una una
variable no basica x; (r;) amb coeficient ¢; en la fun-
ci6 objectiu i columna a; en la matriu N sera:

ri=ci—cyB la (3.6)

2. El valor de la funci6 objectiu agafant xy = 0 és:

2=ciB'b (3.7)
3. Els coeficients que multipliquen les variables no
basiques xy en el sistema d’equacions de les restric-
cions son:
N=B !N (3.8)
4. Els valors dels termes independents en el sistema
d’equacions (solucié del sistema agafant xy = 0)
son:

b=B"'b (3.9)

Aixo permet aplicar el segiient metode “simplex re-
visat”, on només cal tenir emmagatzemats els coefi-
cients inicials del problema, i calcular iterativament les
B! que resulten de considerar diferents conjunts de
variables basiques i no basiques. D’aquesta manera,
quan s’aplica el metode amb un computador, es poden
reduir la quantitat de calculs i memoria necessaria.

1. Calcular els costos reduits de les variables no
basiques en la funcié objectiu (equacid (3.5)). Si
r <01 el problema és de maximitzacié, or > 0 1
el problema és de minimitzacio, aleshores la soluci6
és optima. EI valor optim de la funci6 objectiu ve
donat per (3.7) i el valor de les variables basiques
per (3.9).

2. Si el problema €s de maximitzacio, agafar el coefi-
cient de (3.5) més positiu per saber quina variable
entra en la base. Si entra x;, aleshores de (3.8) de-
duim que els coeficients que multipliquen x; en el
sistema d’equacions son:

a,=B'a; (3.10)
on a; son els coeficients que multipliquen x; en el
problema inicial, és a dir, la columna j de la ma-
triu A del problema de programaci6 lineal. A partir

Capitol 3. Variables artificials i metode simplex revisat

de (3.9)1(3.10) triem la variable que surt de la base,
és a dir, triem el pivot:

i
ﬁ,‘j>0

3. Calculem B! per a la proxima iteraci6 a partir de
les operacions elementals que hem de fer per a intro-
duir el pivot segons (3.10). Tornem al punt 1.

Observacions

e Per identificar les variables basiques (xp) 1 no
basiques (xy) convé fer servir dos conjunts ordenats:
VB i VNB respectivament. Els conjunts VB i VNB
serviran per identificar les variables a les que corre-
sponen les columnes de les matrius B !iN:idels
vectors cITg 1 c},. Es molt important mantenir 1’ordre
dels conjunts VB i VNB: La variable que entra en la
base ha d’ocupar la posici6é en VB de la variable que
surt, i viceversa.

Exemple 3.3.1 Meétode simplex revisat
Ara resoldrem I’exemple 2.1.1, pag. 5 amb el metode
simplex revisat:

max z=25x1+3x;
s.a 4x1+2x <12
dx1+ x <10

X1+ x» <3

x; >0

Iteraciéo 1 Les variables basiques son VB={s1, 57, 53}
i les no basiques VNB={x, x, }. Per tant:

r=cy—czB 'N=[5 3]

Del vector r deduim que x; entra en la base. De:

4 12
B la = ,B7'b =10
1 3

deduim que surt s, perqué min{12/4,10/4,3/1} =
10/4.



Capitol 4. Dualitat

Iteraci6 2 Les variables basiques son VB={s, x1, 53}
i les no basiques VNB={s2, xo}. Amb el pivot calculat
anteriorment, calculem B! (hi ha que restar la fila 2 a
la fila 1; dividir la fila 2 per 4; i restar 1/4 de la fila 2 a
la fila 3):

1 -1 0 0 2
B'=10 1/4 o, N=|[1 1
0 —1/4 1 01
cg=1[0 5 0], ¢ =1[0 3]

r=cy—cyB 'N=[-5/4 7/4]
Del vector r deduim que x, entra en la base. De:
1 2

1/4|,B"'b = |10/4

1/2

-1
B a] =

deduim que surt s3.

Iteracio 3 Les variables basiques son VB={sy, x1, x2}
i les no basiques VNB={s,, s3}. Amb el pivot calculat
anteriorment, calculem B~ !:

1 —2/3 —4/3 00
B!'=1]0 1/3 —1/3], N=1|10
0 —1/3 4/3 0 1
cg=1[0 5 3], ¢, =1[0 0]

r=cy—czB 'N=[-2/3 —7/3]

Del vector r deduim que la solucié és la Optima, 1 el
valor de les variables basiques i funci6 objectiu és:

4/3
xp=B'b=1|7/3| ,z=c;B'b=41/3 n
2/3

Capitol 4
Dualitat

Un problema de maximitzaci6 té associat un de minim-
itzaci6 1 viceversa. Al problema de partida 1’anom-
enarem “primal” i a 1’associat “dual”. Adoptarem la
notacid z,x; per les variables de problema de maxim-
itzacid i w,y; per el de minimitzacid.

4.1 Forma simetrica

Al problema de max. escrit en la forma “normal”

segiient:

max z=cC1X]+" " CpXxy

s.a apxy+--- apx, < by

Am1 X1+ QX < by,
Xi Z 0
li correspon el problema de min. “normal” dual:
min w=>biy|+--byym

s.a apyr+--camym =i

ainyl +-- Anm Ym Z Cn

yi>0
En forma matricial:
primal dual
max z=cl'x min w=bly
s.a Ax<b s.a ATy>c¢ 4.1)
x>0 y>0
Observacions

e Notar que en la forma “normal” el problema de
maximitzacié esta lligat a una restriccié del tipus:
Ax <b (b és una cota superior), i el problema de
minimitzaci esta lligat a una restriccid del tipus:
Ax > b (b és una cota inferior).

Si el problema primal esta en la forma:

min z=c'x
s.a Ax<b
x>0

S’hauria de fer la transformacio:

min z=c'x
s.a —Ax>-b
x>0

Abans d’obtenir el dual.

4.2 Forma asimetrica

Qualsevol problema de programacié lineal es pot con-
vertir en la forma “normal” 1 trobar el seu dual. Per
exemple, si el problema esta en la forma estandard:

max z=c¢'x
s.a Ax=Db
x>0
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Es pot reescriure com:

max z= ch max Zz= ch

s.a Ax<b A < b
—Ax<-b > |_A|*=|-p
x>0 x>0

Que té per dual:

min w=blu—bly
s.a ATu—ATv>¢
u,v>0

, . T o
On s’ha particionat el vector dual en [# v] . Siara

definim y = u — v, arribem a la forma asimetrica:

primal dual
max z=c'x min w=bly
s.a Ax=b s.a ATy>c¢ 4.2)
x>0

on el vector y no esta restringit en signe.
Observacié: tenint en compte que (AB)T =BT AT, la
forma dual també es pot formular com:

min w :yTb
s.a ylA>cl

4.3 Relacions entre el primal i el dual

Lema 4.3.1 Relacié entre les solucions factibles del
primal i dual.

Six 1y son respectivament solucions factibles del prob-
lema primal 1 dual (4.2), aleshores:

c'x>bly (4.3)

Demostracio.
b'y=y"b=y"Ax
x>0

=clx > bTy ]

Corol-lari 4.3.1 Si x iy son respectivament solucions
factibles del problema primal 1 dual (4.2) i a més:
c'x=bly (4.4)

aleshores son solucions Optimes.

Capitol 4. Dualitat

Teorema 4.3.1 Teorema de la dualitat

1. Si el primal o dual té solucié optima finita, I’altre
també la té 1 la funci6 objectiu té€ el mateix valor.

2. Siel primal o dual no esta acotat, aleshores 1’altre no
té soluci6 factible.

Teorema 4.3.2 Solucié del problema dual a partir
del primal

Si la soluci6 factible basica optima del problema primal
té la base B, aleshores la soluci6 del problema dual és:

yl =ciB~! (4.5)

Demostracié. Sabem que si la solucié és Optima: ¢’ x =

bTy =yTb (donat que (AB)T =BT AT i que by és un
escalar). Amés: x = [*§], onxzg =B~ 'b (equacié (3.3),
pag. 7). Per tant: ¢'x = cjxp =c;B " 'b=y"'b, d’on
yi=ciB7 L. O

Lectura de la solucié del problema dual en la taula
del primal

La soluci6 del problema dual (equaci6 (4.5)) es pot lle-
gir directament de la solucié simplex del primal: Per
tenir una soluci6é basica factible inicial, en la matriu
Ay« del problema simplex primal hi tindrem la ma-
triu identitat I, x,, (possiblement haurem afegit vari-
ables de folganga). Siguin x; les variables que que cor-
responen a la matriu I. Els coeficients que multipliquen
aquestes variables en la taula optima sera B~/ = B!,
on B~! és la base que correspon a la solucié optima.
A més, els coeficients que multiplicaran les variables
x7 en la fila O seran els costos reduits d’aquestes vari-

ables (equaci6 (1.12)) canviats de signe: é,T = —r,T =
—(cf —ciB7') = —(cf —ciB ) = —(c] —y"). Per
tant:

yl=cf +¢f (4.6)

on cIT son els coeficients que multipliquen les variables
Xx; en la taula inicial, 1 é,T son els coeficients que mul-
tipliquen les variables x; en la taula optima. Notar que
en general el conjunt de variables no basiques no coin-
cidira amb les variables que formen x;.

Teorema 4.3.3 Folganca complementaria

Aquest teorema el podem trobar enunciat en les dues

maneres que es donen a continuacié. La primera es pot

trobar, per exemple, en el llibre de Winston [3], la seg-

ona el el llibre de Luenberger [1] 11a UNED [2]
Considerem el problema primal de maximitzacio i du-

al de minimitzacié en la forma simetrica (4.1). A les
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restriccions < del primal correspondran variables de
folganga s; 1 a les restriccions > del dual correspon-
dran variables d’excés e;. Six és la solucié optima del
primal, 1y €s la soluci6 optima del dual, aleshores:

$iyi=0
4.7
e X = 0 ( )

Demostracio. Donat que que el coeficient de la variable
de folganga s; en la funci6 objectiu ¢, = 0, si la variable
s; no ha sortit de la base sera: ¢;; = 0, 1 per tant, de (4.6)
y; = 0. Si s; ha sortit de la base, aleshores s; €s una vari-
able no basica, 1 per tant, s; = 0, que prova la primera
relacié. Amb un raonament semblant podem deduir la
segona relacio. ]

La segona manera en que podem trobar enunciat aquest
teorema diu aixi: Siguin x 1y dues solucions factibles
per el primal i dual respectivament escrits en la forma
asimetrica (4.2). Aleshores una condicié necessaria i
suficient perque x i y siguin les solucions optimes és
que:

x>0= yTai:ci

4.8)
x;i =0« yTa,->cl~

On ¢; son els coeficients de la funci6 objectiu i a; és la
columna i de la matriu de coeficients de les restriccions,
A.

Demostracio. Les dues condicions de (4.8) impliquen
que (y'A —c)x =0, per tant, y' Ax =yTb =cTx, i
per el corol-lari 4.3.1, pag. 10 son optimes. Per altra
banda, si les solucions s6n Optimes, aleshores es com-
pleix yT'b = ¢’ x i, per tant, (y' A —¢T)x = 0. Com que
x>0i1 ATy > ¢ (veure (4.2)), concloem que es com-
pleix (4.8). ]

Si el primal i dual estan en la forma simetrica (4.1),
aleshores una condicié necessaria 1 suficient perque x
1y siguin les solucions optimes és que:

xi>0= y a;=c;

= =

xi=0<« a; >¢
’ y (4.9)

yj>O:> a Xij

yj:O¢ a-x<bj

On b; son els termes independents de les restriccions i
aJT. és la fila j de la matriu de coeficients de les restric-
cions, A.

11

Exemple 4.3.1 Relacio entre el primal i dual
Suposem el problema primal:

max z=23x1+2xp
s.a 2x1 +x <100

x1 +x <80
X1 <40
Xi Z 0

Aplicant el metode simplex:

X1 X2 S1 S22 83 b
-3 2 0 0 0 0
2 1 1 0 0 100
1 1 0 1 0 80
0 0 0 1 40
0 -2 0 0 3 120
0 10 -2 20
0 1 0 1 —1 40
1 0 0 0 1 40
0 0 2 0 —1 160
o 1 1 0 -2 20
0 0 -1 1 20
1 0 0 0 1 40
0 0 1 1 0 180
0 1 -1 2 0 60
0 0 -1 1 1 20
1 0 1 -1 0 20

D’on llegim la solucié: z = 180, x; = 20, x; = 60, i la
solucid del dual: [yl 2 y3} = c,T—f—éIT = [1 1 0].
Si ara resolem el problema dual:

min  w = 100y; +80y, +40y3

s.a 2y;+y2+y3 >3

yi+y2 >2

yi=0
V1 Y2 y3 e ex  a a b
—100 —80 —40 0 0 M —M 0
2 1 1 -1 0 1 3
1 1 0 0 —1 1 2
TR S M M M 0 0 5M
2 1 1 -1 0 1 0 3
1 o 0 -1 0 1 2
—204+M 0 —‘[tf])-i- -M —ﬁ/([)-‘r 0 82(3‘; 16}8+
1 -1 11 =11
1 1 0 0 —1 0 1 2
0 0 —-20 —-20 -60 2,?,1_ 61?4_ 180
1 0 1 —1 1 1 -1 1
0 1 —1 1 -2 -1 2 1

Podem comprovar que la solucié és z = 180,y; =
I,y =1,y3 = 0. A més, també podem aplicar
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I’equacié (4.6), on les variables x; son ap, a,
per tant: x' = [x; x| =¢ +& = [M M|+
[20-M 60—M] = [20 60], tal com haviem
obtingut anteriorment. Observacid: De les variables
e1, ex també podem llegir la soluci6 del primal canvia-
da de signe [—20 —60] , perque els coeficients inicials
d’aquestes variables és —I.

També podem comprovar que es compleix el teore-
ma de folganca complementaria: e; = e, = 0, per tant,
e1x] = exxp = 0. També: s1 = 52 = y3 = 0, per tant,
s1y1 =52y2=s53y3 =0. m

Es interessant notar en I’exemple anterior que al con-
vertir les desigualtats < del problema primal a > del
dual, les variables de folganca es converteixen en vari-
ables d’excés. Aix0 fa que, en aquest cas, el proble-
ma dual sigui més dificil de resoldre, perque les vari-
ables d’excés donen lloc a una solucid no factible, 1 hem
d’afegir variables artificials. Alguns cops pot passar el
contrari: Que el dual sigui més facil de resoldre que el
primal, com mostre el segiient exemple:

Exemple 4.3.2 El dual pot ser més facil que el pri-
mal
Suposem el problema primal:

max z=—2x]—Xx3
s.a x1+ x— x3>5
X1—2xp+4x3 > 8
X,'ZO

Aplicant el metode simplex:

X1 X2 X3 el e a ap b
2 0 1 0 0O M M 0
1 1 -1 -1 0 1 0 5
1 -2 4 0 -1 0 1 8

oM M L, MM 0 0 -13M

1 -1 -1 0 1 0 5
1 -2 4 0 -1 0 1 8

—2 3— — — —10—

0 3 s w M 50 Ty
1 1 -1 -1 0 1 0 5
0 -3 5 -1 -1 1 3
0 4 =7 0 2 M T -l16
1 -2 4 0 -1 0 1 8
0 -3 1 -1 -1 1 3
0 -1/5 0 7/5 3/5 -59/5
1 12/5 0 -4/5 -1/5 28/5
0o -3 5 1 -1 3

1/2 0 O 1 1/2 -9

5/2 1 0 -2 -12 14

15/2 0 5 -5 -5 45

Capitol 4. Dualitat

D’on llegim la solucié: z=—9,x1 =0,x, =14, x3 =09.
Observacions: (i) Em triat sempre que hem pogut els
pivots igual a 1 per facilitar el calculs manuals (tot i que
no tinguin els coeficients majors en valor absolut en la
fila 0). (ii) S’ha deixat d’actualitzar les variables artifi-
cials un cop han sortit de la base.

Per deduir la solucié del problema dual, ens fixem
que el problema de partida no esta en la forma “nor-
mal” (equaci6 4.1). Per convertir el problema en la for-
ma normal hem de convertir les desigualtats > en < en
les restriccions. Per aquest motiu, hem de canviar el
signe als valors de la soluci6 dual que llegim de la fila
0. Per altra banda, llegint la solucié del dual dels co-
eficients que multipliquen les variables d’excés ey, e3,
també hem d’introduir un canvi de signe (perque la base
inicial és —I). Per tant, concloem que la soluci6 del dual
és: [y1 w2 =11 1/2].

Per plantejar el problema dual, primer formulem el
primal en la forma “normal”, canviant el signe de les
restriccions:

max z=—2x]—X3 7= —2X] —X3
s.a X1+ x»— x3>5= —x1— x+ x3<-5
X1—2x2+4x3>8 —x1+2xp—4x3 < -8
xi >0 xi> 0

El problema dual és:

min w=-—-5y; —8y min w=-5y; —8y»

s.;a —y1— y22>—-2= s.a yi+ y2<2
—yi+2y,> 0 yi+2y2 <0
yi—4y: > —1 —yi+4y, <1

On hem canviat el signe de les restriccions perque
la soluci6 inicial sigui factible. Aplicant el metode

simplex:
yiooy2 S 52 s3 b
5 8 0 0 0 0
1 1 1 0 0 2
-2 0 1 0 0
—1 4 0 0 1 1
0 18 O -5 0 0
0 3 1 —1 0 2
1 -2 0 1 0 0
0 0 1 11
0O 0 0 -—14 -9 -9
0 0 1 —5/2 —3/2 1/2
1 0 O 2 1 1
0 2 0 1 1 1

D’on llegim la solucié: z=—9,y; =1,y, = 1/2. Per
llegir la soluci6 del primal, i com que hem canviat el
signe de les restriccions, hem de canviar el signe als
valors de la soluci6 primal que llegim de la fila 0. Aixi
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doncs, llegim: x; = 0, x, = 14, x3 = 9, tal com haviem
obtingut abans. Podem veure que el dual ha estat bas-
tant més facil de resoldre que el primal. n

4.4 Metode simplex dual

Suposem que el primal €és un problema de maximitzacié
(com I’exemple 4.3.1, pag. 11). Al plantejar el metode
simplex obtenim una taula amb la columna b amb co-
eficients positius (perque la soluci6 sigui factible) que
anomenarem primal-factible, i la fila O amb coeficients
negatius, condicié que anomenarem dual-no-factible.

Al aplicar el metode fem operacions amb les files de
forma que els coeficients de la columna b siguin sempre
positius. Quan tots el coeficients de la fila 0 son posi-
tius, deduim que la taula és optima (haurem obtingut les
condicions primal i dual factibles).

En el metode simplex dual invertim aquestes condi-
cions: Comencem amb una fila 0 amb tots els co-
eficients positius (Optima, o dual-factible), perd amb
la columna b amb els coeficients negatius (primal-no-
factible). Ara es tracta de fer operacions amb les
files per aconseguir una solucié primal-factible, 1 que
mantingui els coeficients de la fila 0 positius, perque
sigui optima.

Per mantenir la condici6é dual-factible i aconseguir la
condici6 primal-factible, hem de triar una fila i amb un
valor de b; negatiu, i el pivot j de la fila i que tingui un
valor negatiu, i amb el quocient ¢;/d;; més petit amb
valor absolut. Es a dir:
¢j

A

min
aijj

J
d,‘j<0

(4.10)

Després de pivotar en d; ;, multiplicarem la fila i per —1.

Aquest metode pot ser el més eficient quan al
plantejar problema de programacié matematica en
forma estandard obtenim les condicions primal-no-
factible/dual-factible, tal com mostra el segiient exem-
ple.

Exemple 4.4.1 Métode simplex dual
Considerem I’exemple 4.3.2:

max z=—2Xx]—Xx3
s.a xj+ xp— x3>5
X1—2xp+4x3 > 8
xiZO

En la forma estandard:

max z=—2x]—X3
s.a —x1— x+ x3<-5
—x1+2x—4x3 < —8
Xi Z 0
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Aplicant el metode simplex dual:

Xy X2 X3 8 52 b
2 0 1 0 0 0
—1 11 0 -5
-1 2 —4 0 1 -8
2 0 1 0 0 0
11 -1 -1 0 5
-3 0 2 1 —18
12 0 0 1 1/2 -9
52 1 0 -2 —1/2 14
-3/2 0 1 -1 —1/2 9

D’on llegim la solucié: z=—9,x; =0, x; = 14, x3 =09.
|

Capitol 5

Variables acotades i descomposicio
de Dantzig-Wolfe

5.1 Variables acotades

Es tracta d’un problema de programacié matematica on
hi ha variables amb restriccions del tipus 0 < x; < u;.
Aquest problema el podem resoldre amb el metode
simplex. Ara, pero, les variables no basiques poden ser
iguals a zero o a la seva cota superior. Aixo ho podem
deduir fent el canvi x; +x§ = u; (substitucio per la cota
superior, upper bound substitution). Amb aquest canvi,
o0bé x; =0, x} =u;, 0x; = u;, x, = 0.

Suposem que el problema és de maximitzacid. Els
canvis que hem de fer al metode simplex convencional
(veure la secci6 2.1) son els segiients: Primer, igual que
el metode simplex convencional, triarem entrar com a
variable basica la variable no basica x; que t€ el coefi-
cient de la fila O més negatiu (produeix I’increment ma-
jor en la funcié objectiu). El valor amb que podem aug-
mentar x; per millorar la funci6 objectiu, t€ les segiients
limitacions:

1. x; no pot excedir la seva cota superior, u;: x; < u;.

2. xj pot augmentar mentre les altres variables basiques
x; compleixin x; > 0, perque la soluci6 sigui factible
(igual que en el metode simplex convencional). Aixo
porta a triar com a pivot en la columna j, el de la fila
i que té el menor quocient (veure la secci6 2.1):

bi

min
aijj

S.D

1
d,‘j>0
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3. xj pot augmentar mentre les altres variables basiques
x; compleixin x; < u;. Com que en la fila i tin-
drem I'equacio x; +d;j x; = ISi, deduim que: (i) x; =
135 —djjXxj on xj, xj, 135 >0, Bi < u;, per tant, perque
pugui ser x; > u; haura de ser @;; < 0. D’aqui deduim
que basta vigilar els coeficients de la columna j on
d;ij < 0. (ii) Com que @;; < 0, (—d;j) > 0, i perque
sigui x; < u;, haura de ser: x; = b; + (—aij)xj < uj,
d’onx; < ”i%isi, d;j < 0. Aix0 porta a triar com a piv-
ot en la columna j, el de la fila i que té el quocient
menor:

5.2)

Haurem de calcular les tres limitacions anteriors,
segons quina sigui la menor, canviarem la taula simplex
de la segiient manera:

1. Si la limitacié més restrictiva €s la 1: Farem el canvi

. 3 . . —_ Pp— /
de x; per la seva cota superior: x; = u; —x;.

2. Si la limitacié més restrictiva és la 2: Triarem com
a pivot el de la la columna j, fila i que té el quo-
cient (5.1) menor (igual que en el metode simplex
convencional).

3. Si la limitacid més restrictiva és la 3:

(a) Farem el canvi de x; que té el quocient (5.2)

/

menor per la seva cota superior: x; = u; — Xx;.

(b) Pivotarem en la columna j, fila i.

Observacions

e Les columnes on haguem fet el el canvi de x; per
la seva cota superior, les marcarem amb un +, per
recordar el canvi. Quan llegim el valor de les vari-
ables basiques de les columnes que hem marcat amb
+, no hem d’oblidar que llegirem: x; = b;. Per tant
X = ui—xg = U; —l;i.

e També és possible resoldre el problema amb el
metode simplex convencional afegint x; < u; a la
llista de restriccions per a cada variable acotada 0 <
xi < u;.

Exemple 5.1.1 Variables acotades

max z=06ux3

— x3 =6
X2+ 2x3=28
xi207-x1§87-x2§107-x3§5

s.a Xj

Capitol 5. Variables acotades i descomposicio de Dantzig-Wolfe

La taula simplex és:

X x» x3 b
0 0 -6 0
1 0 -1 6
0O 1 2 8

Decidim entrar en la base x3 (columna 3). Les limita-
cions son:
1. Cota superior: x3 < 5.

2. Cota inferior de les variables basiques:
min ; {bi/&ij}:>x3sz/d23:8/2:4.
a;;>0
3. Cota superior de les variables basiques:
in . (b w—b _ 86 _
mmé{jl 0{ —a; J=x < —apz — 1 T 2.

La restriccié més forta és la 3. Per tant, fem el canvi de
x1 per la seva cota superior, canviem de signe la fila 1, i
pivotem en la fila 1:

+
Xy x» x3 b
0O 0 -6 0
x=8—x; —1 0 —1 =2
O 1 2 8
0O 0 -6 0
10 2
o 1 2 8
6 6 0 0 12
1 0 1 2
-2 -2 1 0 4

D’on llegim la solucié: z=12,x; =0=x; =8,x =
4, x3 =12. ™

5.2 Descomposicio de Dantzig-Wolfe

Es un métode efica¢ quan la matriu de restriccions es
pot descomposar en blocs. Per claredat, considerem el
cas en que es pot fer la segiient particié en 2 blocs (la
generalitzacid a més blocs és immediata):

max 27— cTu

s.a Au<b =

max z= c}x—l—c;y

L X Ly |:x:| b()

u>0 s.a | A, < | by
AP b,
x,y>0
les equacions:
x
[Lx Ly] [y] <bo (5.3)
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s’anomenen restriccions de lligadura (linking con-
straints).

Suposem també que els politops: P, = {x|Ayx <
b,x>0}i P, = {y|A,y <b,y >0} son dos poliedres
amb punts extrems X;,i = 1,---Ny i §;,i = 1,---N,.
Aleshores qualsevol puntx € Py, 1y € P, admet respec-
tivament la descomposicié convexa:

Ny Ny
x=Y ok, Y o =1 (5.4)
i=1 i=1
Ny Ny
y:Zayi)A’iv Zayi: 1
i=1 i=1

Suposem ara que els punts extrems Xj,i = 1,---Ny 1
Yi;i=1,---N, son coneguts (com veurem més enda-
vant, només caldra calcular alguns d’ells, que condueix-
in a la soluci6é optima). Podem plantejar el problema
master (master problem) en funcié de les variables de-
sconegudes Oy, 1 Oy,

max z=c0 (5.5)
s bo

s.a Aya+ |0 =11
0 1

ona’ = [0, O, Oy, Oy, ---|,sésun vector
amb variables de folganca (tantes com restriccions de
lligadura, veure I’equaci6 (5.3)), i:

ey =[clx % Iy Iy ] (5.6
Lx-i:l Lxe Ly)A’] Lyj’z

Au=1| 1 1 -0 0 (5.7)
0 0o - 1 1

Ara aplicarem el metode simplex revisat (veure la
secci6 3.3, pag. 7) al problema (5.5). Primer hem de
calcular els costos reduits (3.6): r; = ¢}, — cy B!

De (5.6) 1 (5.7) tenim que els coeficients del vector cN
1 les columnes a; associats a una variable O, (cy;, ay,) 1
Oy, (cy;, @y,;) son respectivament:

C = CLR; =09 (5.8)
Lx-i:i Lyj)i
a, = | 1 a,=| 0 5.9
0 1

Substituint (5.8) 1 (5.9) el I’equacié de costos reduits, i
definint:

R (5.10)

el cost reduit associat a una variable o, (ry,) 1 Oy, (7y,)
sera respectivament:

A
Ay

—c M L& —
0

(5.11)

ry = €y &= Ao Ly, —
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Per aplicar el criteri d’optimalitat, necessitem saber si
tots els costos reduits (5.11) son negatius. No cal, perod
calcular-los tots: Si el major d’ells és negatiu, ho ser-
an tots. Aixi doncs, per saber si una soluci6 basica és
optima, hem de calcular:

{ry,, ry]} (5.12)

=

lN
lN

=
,]:

<

Per resoldre (5.12) necessitem coneixer el extrems dels
poliedres P 1 P, (els vectors X; 1 y;). No cal, pero,
coneixer-los tots, basta calcular els extrems que maxim-
itzen les funcions objectiu donades per (5.11). Es a dir,
hem de resoldre els subproblemes:

max (¢ —AJLy)2—A, max (¢} —AgLy)9 -2,
s.a A, x<b, s.a Ayy<b,
x>0 y=>0

(5.13)

Per tant, si els resultats dels subproblemes (5.13) son
< 0, aleshores la solucié és optima. Altrament, 1’ex-
trem que ddna el valor més positiu entra en la base.

Per aplicar I’algorisme de Dantzig-Wolfe seguirem els
mateixos passos que en el metode simplex revisat (sec-
ci6 3.3, pag. 7) aplicats al problema master (5.5), només
que en el calcul dels costos reduits haurem de resoldre
primer els subproblemes (5.13).

Observacions

e Si el problema master és de minimitzacid, els sub-
problemes (5.13) també ho seran, i la solucid sera
optima si els resultats dels subproblemes son > 0.

e Per a la primera iteracié de I’algorisme, si by > 01
b, > 0, podem agafar £; = 0, ; = 0 (que son ex-
trems dels poliedres P i P,), amb o, = oy, = 1. Les
variables basiques inicials del problema master ser-
an: VB = {s, a,,, 0, }. Deduim doncs, que si hi ha
n blocs 1 m restriccions de lligaruda, hi haura n+ m
variables basiques. Es a dir, la solucié optima sera
la combinaci6 lineal de, com a molt, n + m punts ex-
trems dels poliedres P, 1 P,.

Exemple 5.2.1 Dantzig-Wolfe

min  z=2x; —x2+y1 —y2
s.a x1+3x —y1— 2y <10
X1+ 2x <3
X1— X2 <1
yi—3y» <7
2y1+ y»2 < 8
xi,yi= 0
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Del problema tenim que:

=2 —1] ¢, =[1 —1]
L.=[1 3] Ly=[-1 -2]
e (T Y
o] el

Iteracio 1

Comencem amb X; =9, = =y, = 1.

0
0 Y
Les variables basiques son: VB = {si, 04,, Oy, },

don: ¢y =000 0], B'=1L Ay =cpB! =
[O 0 0] 1 les funcions objectiu dels subprob-
lemes (5.13):
min (] —Ag Ly)& — Ay =
TL
min (cy —MLy)y—2Ay = y
Que tenen com a solucio:
Xt ox s1ost booyioy2 os1os1 b
-2 1 0 0 0 -1 1 0 0 0
1 1 0o 3 1 -3 1 0 7
1 -1 0 1 1 2 0 1 8
-3/2 0 -12 0 =32 -3 0 0 -1 -8
12 1 /2 0 32 7 0O 1 3 31
320 12 1 52 2 1 0 1 8

5 0 .
:_3/2 x2:|:3/2:|7 ZY2:_8 Y=
Per tant, $, entra en la base.

Iteracio 2
L] [-16

Ay, = 0 = 0

10
B b= 1

1 1

que oy, surt de la base, per tant: VB = {s1, 0,, O, },

, d’on deduim

1 0 16
;=100 0 ¢|=[0 0 =8,B'=|01 0],
00 1

XB = cB = [O 0 —8} 1 les funcions objectiu dels
subproblemes (5.13):

min (¢f —Ag Ly) & — Ay =

mm(cy—lg V)Y —A = yy—|—8

Que deduim tindran com a solucié els mateixos vec-
tors que en la iteracié 1 amb funcié objectiu: z,, =
-3/2, Zy, = 0. Per tant, X; entra en la base.

Capitol 6. Sensibilitat

Iteracio 3

L%, 9/2 26
a,=| 1 | = B b= |1, d’on deduim
0 0 1
que Oy, surt de la base, per tant: VB = {s1, O.,, Oy, },
g = [0 2 -8 = [0 =3/2 =8], B! =
1 —-9/2 16
0 1 0|, Az=ciB'=[0 —3/2 —8]iles
0 O 1
funcions objectiu dels subproblemes (5.13):
min (¢! —Ag L)X —Ac =c & +3/2
min (¢} —AgLy)— A, =c)§+38

Que deduim tindran com a solucié els mateixos vec-
tors que en la iteraci6 1 amb funci6é objectiu: z,, =
0, zy, = 0. Per tant, la solucio €s optima, i val: B b=
[43/2 1 1], ésadir: 51 =43/2, o, = 1, 0, = 1,
d’on obtenim finalment: x; = 0, xp = 3/2, y; =0,
y2=28,z=-3/2-8=-19/2. n

Capitol 6
Sensibilitat

Aqui analitzem com afecta el canvi d’algun dels coe-
ficients del problema de programacié matematica a la
seva solucid.

Abans recordem alguns resultats (veure la seccio 1.3,

pag. 3). La soluci6 del problema de programacié
matematica la podem escriure com:
z=ckB b+ (¢} —ci B !N)xy (6.1)
on definim els costos reduits:
r=cy—c;B !N (6.2)
que donen el criteri d’optimalitat:
r <0 per un problema de maximitzacio, 6.3)

r >0 per un problema de minimitzacio.

El valor que assoleix la funcié objectiu al substituir la
soluci6 factible basica és:

20=cyB'b (6.4)
amb valor per les variables basiques:
xp=B7'b (6.5)

Canvi del coeficient d’una variable no basica en la
funcio objectiu Al canviar el vector cngz (i) De (6.4)
deduim que canviara el valor optim que assoleix la fun-
ci6 objectiu (zp). (i1) De (6.2) deduim que canviaran els
costos reduits, i per tant, el conjunt de variables Optimes
pot canviar si es viola el criteri d’optimalitat.
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Canvi del coeficient d’una variable basica en la fun-
ci6 objectiu Al canviar el vector c,Tl: (i) De (6.4) de-
duim que el valor optim que assoleix la funcié objectiu
(z0) no canvia, sempre que no el conjunt de variables
basiques no canvii. (ii) De (6.2) deduim que canviaran
els costos reduits, i per tant, el conjunt de variables
optimes pot canviar si es viola el criteri d’optimalitat.

Canvi del terme independent en una restriccio Si
canviem el vector b: (i) De (6.4) deduim que canviara
el valor optim que assoleix la funcid objectiu (zp). (ii)
De (6.5) deduim que canviaran els valors de les vari-
ables basiques, per tant, la solucié pot deixar de ser
factible.

Canvi de la columna de restriccions d’una variable
no basica Si canviem la matriu B: (i) De (6.4) deduim
que canviara el valor optim que assoleix la funcié objec-
tiu (zg). (i1) De (6.2) deduim que canviaran els costos re-
duits, i per tant, el conjunt de variables Optimes pot can-
viar si es viola el criteri d’optimalitat. (iii) De (6.5) de-
duim que canviaran els valors de les variables basiques,
per tant, la soluci6 pot deixar de ser factible.

Addicié de noves variables Podem afegir la nova
variable a la llista de variables no basiques i calcular
el seu cost reduit (equacid (6.2)). Si no es viola el cri-
teri d’optimalitat, el conjunts de variables basiques 1 la
solucid no canvia (equacions (6.4) i (6.5)).

Addici6 de noves restriccions
segiients casos:
1. Lasoluci6 optima actual compleix la nova restriccid.

Es pot donar un dels

2. Lasoluci6 optima actual no compleix la nova restric-
cid, pero hi ha una solucié Optima factible.

3. No hi ha solucié optima factible.

Si es dona el cas 1, la solucié no canvia. Aixo ho po-
dem deduir perque la nova restricci6 reduira el nombre
de punts de la regi6 factible. Si la restriccié es com-
pleix, vol dir que I’extrem que déna la solucié Optima
no canvia.

Sies donael cas 2, podem fer servir el metode simplex
dual (veure la secci6 4.4, pag. 13). El cas 3 el podem
detectar si al aplicar el metode simplex dual arribem a
un punt on la solucié no és primal factible (hi ha un
IA),- < 0),ienlafilaino hi ha cap a;; <O0.

Programacié lineal parametrica Consisteix en
posar algun (o alguns) coeficient del problema en fun-
ci6 d’un parametre i analitzar les possibles solucions al
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variar el parametre. Per exemple: c¢j(A) = ¢ (1+A).
Per fer I’analisi posarem A = 0, resoldrem el problema
i investigarem que val la funcié objectiu en funcié del
parametre, i en quin rang de valors on es compleix el
criteri d’optimalitat. En els valor on es deixi de complir
aquest criteri, haurem de resoldre el problema per el
nou conjunt de variables basiques i repetir 1’analisi.

Exemple 6.0.2 Programacio lineal parametrica — I
Resoldre el segiient problema de programacié lineal per
A1, Ay >0

min z=5x;+3x+2x3
X1+ 2x0+ x3 <M
4x1+ x+2x3 <A
X Z 0

S.a

La taula simplex és:

Xl X2 x3 S§1 $2 b

-5 =3 2.0 0 0
1] 2 1 1 0 N
4 1 2 0 1 M

D’on deduim que entra x; en la base i surt s; si A <
A, /4. Pivotant en el coeficient emmarcat en la taula an-
terior obtenim:

X] X2 X3 0§15 b
50 7 3 5 0 5\

12 1 1 0 M
—4 0 2 —4 1 A—4N

Podem veure que la taula és optima i factible per A; <
A2/4. Si A > Ay /4 la taula anterior no és factible. Po-
dem aplicar el metode simplex dual pivotant en 1’ele-
ment emmarcat en la taula anterior (x, entra en la base
1 57 surt), i obtenim:

X1 X2 X3 S1 Ky b
1 0 O 1 1 1 A+ Ay
2/7 1 0 3/7 2/7  —1)TM+2/7h
~1/7 0 1 2/7 4/7 —=1)7 4/IM—1/T

Podem veure que la taula és optima i factible per A; <
2A>. Si Ay > 2A, la taula anterior no és factible. Po-
dem aplicar el metode simplex dual pivotant en I’ele-
ment emmarcat en la taula anterior (s; entra en la base i
X1 surt), 1 obtenim:

X1 X2 Xx3 S 8 b
7 7 0 4 0 3 3\
-7 -7 0 -3 1 -2 M—-2M
4 4 1 15/7 0 1 Ao
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Agrupant els resultats tenim la taula:

M, A X1 x X3 z
0<A <Ay/4 M 0 0 5M
Ma/d <k <2hy —M/TH2M/T 4M/T-22/7 O M +A

20 <M 0 A 0 3%

Exemple 6.0.3 Programacio lineal parametrica — I1

Resoldre el segiient problema de programaci6 lineal per
AeR:

min z=02+A)x1+B—-A)x2+(1+1)x3
s.a x1+ x»+ x3<3
X1+ 4x4+7x3 <9
x; >0

Per inspeccié podem veure que si cp, ¢z, ¢3 > 0,
aleshores cap x; entra en la base, i la soluci6 és z = 0,
X1, X2, X3 = 0:

c1=024+1)>0 A> =2
c2=0B-1)>0,=A<3 =—-1<A<3
c3=(141)>0 A>—1

Si A < —1, aleshores x3 entra en la base. La taula
simplex sera:

X1 X2 X3 81 52 b

—C1 —C2 —c3 0 0 0

1 1 1 1 0 3

1 4 0 1 9
/T c/T—cr 4e3/T-c2 0 0 /7 9)7¢
-1/7 6/7 3/7 o 1 —1/7 12/7
1/7 1/7 4/7 10 1/7 9/7

D’on llegim la solucié z=9/7¢3, x1, x, =0, x3 =9/7.
x1 entrara en la base quan: ¢3/7 —c¢; > 0, és a dir:
A < —13/6. Continuant la taula anterior:

X1 X2 X3 S S2 b
3/7 0 1 —1/7 12/7
-1/6 0 1 1

D’on llegim la solucié x| = 2, x =0, x3 = 1. Substi-
tuint en la funcié objectiu: z =5+ 3.

Finalment, si A > 3, deduim que x; = 0, x, =
9/4,x3=0,z=9/4(3—N).

Agrupant els resultats tenim la taula:

A X1 X2 X3 Z
A< —13/6 2 0 1 543
—13/6<A<—1 0 0 9/7 9/7(1+\)
—1<A<3 0 0 0 0
A>3 0 9/4 0 9/4(3-1) m

Capitol 7. Problema del transport

Capitol 7
Problema del transport

7.1 Formulacio

Els ingredients son:
1. m punts de subministrament. El punt i pot subminis-
trat s; unitats.

2. n punts de demanda. El punt j t€ una demanda de d;
unitats.

3. m X n costos ¢;; per transportat una unitat del punt
subministrament i al punt de demanda ;.

Es vol calcular les unitats x;; que hi ha que transportar
de cada punt de subministrament i a cada punt de de-
manda j que minimitzen el cost total. Es a dir:

m n
min Z Z CijXij

i=1j=1

s.a Z?:] Xij <8 (7.1)
Yty Xij > d;
x,-]- Z 0

La informacié del problema es pot donar en forma de
taula:

subminis-
costos traments, S
w | C11 | C12 Cln | S1
o
S | C
<% 21 21 Con | 82
=
1S
Cml | Cml Con | Sm
deman-
des,D d] d2 dn
destinacions

Si la demanda és igual al subministrament, el problema
es diu balancejat. Per resoldre el problema és conve-
nient que sigui balancejat. Si no ho és, s’hi pot conver-
tir, tal com es veura més endavant.

El problema de transport es pot resoldre amb el
metode simplex, com es mostra en el segiient exemple.
L’ objectiu d’aquest exemple és entendre millor el prob-
lema de transport, pero el metode simplex no és adequat
per a resoldre’l, donat que hi ha metodes molt més efi-
cients com es mostrara més endavant.

Exemple 7.1.1 Problema del transport amb el
metode simplex

Suposem el problema de transport donat per la segiient
taula:



7.2. Metode simplex del problema de transport

S

25120 35

10 [ 15| 15
D 20 30

El problema és:

min z=25x11+20x12+ 10x2; + 15x2>
s.a x11+x12=35
X1+ x =15
x11+x21 =20
X12+ x20 =30
Xjj > 0

Es pot veure que les restriccions son redundants (la
suma de les dues primeres equacions €s igual a la suma
de les dues ultimes), per tant en podem eliminar-ne una
(p.e. la darrera). Aplicant el metode simplex:

X1 X2 x21 X2 a  a b
-25 =20 —10 —15 -M M 0
1 1 0 0 0 0 35

0 0 1 1 1 0 15

1 0 1 0 0 1 20
—5+M 0 -—1042M —15+M 0 0 700+35M
1 1 0 0 0 0 35

0 0 1 10 15

1 0 1 0 0 1 20
—5+M 0 0 -5-M 10-2M 0 850+5M
1 1 0 0 0 0 35

0 0 1 1 1 0 15

0 o -1 -1 1 5

0 0 0 -10 5-M 5-M 875

0 1 0 1 1 0 30

0 0 1 1 1 0 15

1 0 0 —1 —1 1 5

D’on llegim la soluci6é: z = 875,x11 = 5,x12 =
30, xp1 = 15, x93 = 0. [

De I’exemple anterior podem extreure varies conclu-
sions: (1) Podem eliminar una de les restriccions. (ii)
D’aqui que el problema sempre tendra m +n — 1 vari-
ables basiques. (iii) Els coeficients de les variables son
0, 1, —1 (excepte en la fila 0). Per aquest motiu, les
operacions elementals que fem amb les files quan intro-
duim una variable en la base son sembre sumes i restes.
D’aqui que, si els elements del vector b son enters, la
solucio sera entera.

Balancejament Per a balancejar un problema de
transport afegirem punts de demanda o subministra-
ment artificials (dummy) que consumeixen o submin-
istren I’excés/mancanca. Els punts de demanda artifi-
cials tindran un cost 0, als de subministrament hi afe-
girem un cost de penalitzaci6 (shortage). Per exemple,
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si en el problema 7.1.1 la demanda fos superior al sub-
ministrament, 1 afegim un cost de penalitzaci6 de 20 i
30 per satisfer la demanda del punt 1 i 2 respectivament
des del punt de subministrament artificial, aleshores el
problema de transport seria:

S

251201 35

10 | 15| 15

shortage | 20 | 30 | 10
D 25 35

7.2 Metode simplex del
transport

problema de

Una vegada balancejat, si no hi estava, i igual que el
simplex convencional, els passos son:
1. Trobar una soluci6 basica factible inicial.

2. Calcular els costos reduits (coeficients de la fila 0
canviats de signe). Si son < 01 el problema és de
maximitzacid, o > 0 i el problema és de minim-
itzacid, aleshores la soluci6 €s optima.

3. Agatar el cost reduit major que més afavoreix la fun-
ci6 objectiu (el més positiu si és de max. o més
negatiu si és de min.), pivotar, i tornar a 2.

En comptes de plantejar la taula simplex, en un prob-
lema de transport és molt més eficient treballar directa-
ment amb la matriu de costos, tal com s’explica a con-
tinuacio.

Solucio basica factible inicial

Hi ha 3 metodes:

Metode del cap de cant6 nord-oest Northwest corner
Es comenca amb I’extrem superior esquerra (nord-
oest). Es tria x;; = min{sy,d;} i es canvia s1 i d; per
s —min{s;,d; } i di —min{s;,d;} respectivament. Si
s1 =0 (d; = 0), aleshores marquem aquesta fila (colum-
na) amb una creu indicant que s’ha esgotat el submin-
istrament (demanda), 1 per tant, no hi haura més vari-
ables basiques en aquesta fila (columna). Si s; =01
d; = 0 aleshores manquem només la fila o la columna.
Es reparteix el procediment amb la casella més nord-
oest que no estigui en una fila o columna marcada fins
que no quedin més caselles.

Exemple 7.2.1 Métode del cap de canté nord-oest
Donat el problema de transport de la taula 0. (no es
posen els costos perque amb aquest metode no es fan
servir), al aplicar el metode del cap de cantd nord-oest
s’obtenen les taules 1. --- S.:
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0. costos S 1. Xij S
35 15 20
15 15
10 10

D 15 25 20 D x 25 20
2 xij S 3 x,-j S
15| 20 X 15 | 20 X
15 5 10
10 10

D x 5 20 D x x 20
4. x,J S 5 x,’j S
15| 20 X 15| 20 X
5 10| x 5110 x
10 10 | x

D x x 20 D x x 0

D’on la solucid basica inicial és: x;; = 15, x12 = 20,
X22:5,X23:10,X33:10. ]

Metode del minim cost Com que el métode anterior
no fa servir els costos, és possible que la solucio inicial
tingui un cost molt elevat, i possiblement s’hagin de fer
moltes iteracions fins arribar a la solucié optima.

Amb el metode del minim cost procedim de manera
semblant al metode anterior, pero triant sempre la casel-
la de cost minim que no estigui en una fila/columna
marcada.

Exemple 7.2.2 Metode del minim cost
L’exemple anterior amb el metode del minim cost seria:

0. costos S 1. Xij S
25120 | 18 | 35 35
1015 |12 | 15 15 X
20 130 |22 10 10

D 15 25 20 D 0 25 20

2. xl-j S 3. Xij S

20 | 15 20 | 15
15 X 15 X
10 0 10

D 0 25 x D x 25 x
4. x,'j S 5. x,'j S
15120 | x 15120 | x
15 X 15 X
0 10 0|10 X

D x 10 x D x 0 x

D’on la solucid basica inicial és: xjo = 15, x13 = 20,
x21 =15, x31 =0, x30 = 10. n

Metode de Vogel En el metode del minim cost, pot
passar que ens trobem forgats a triar costos elevats per
poder completar la taula, arribant a solucions inicials
llunyanes de la optima. El metode de Vogel intenta
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millorar la eleccié introduint una ponderacié igual a
la diferencia entre els dos costos menors de cada fila
(columna). A continuacio es tria la fila (columna) amb
el major coeficient de ponderacio, i d’entre els seus el-
ements, el que tingui menor cost. Els costos de les files
(columnes) marcades no es tenen en compte en el calcul
dels coeficients de ponderacio.

Exemple 7.2.3 Metode de Vogel
L’exemple anterior amb el metode de Vogel seria: (en
la fila (columna) P hi ha el coeficient de ponderacio)

0. costos S P 1. Xij S P
25120 (18|35 2 35 2
10151215 2 15 X
2013012210 2 10 2

D 15 25 20 D 0 25 20

P 10 5 6 P 5 10 4

2. Xij S P 3. Xij S P

25 10 7 25| 10 | x
15 X 15 X
10 2 10 2

D 0 x 20 D 0 x 10

P 5 4 P 0 0

4 Xij S P 5. Xij S P

25 110 | x 25| 10 | x
15 X 15 X
0 10 0 0 10 | x
D X x 10 D x X 0
P 0 P

D’on la solucié basica inicial és: xio = 25, x13 = 10,
x31 =15, x31 =0, x33 = 10.

Observacié: En comptes de reescriure la taula en cada
iteracio, es pot fer un calcul més compacte afegint una
nova columna (fila) amb les noves ponderacions i sub-
ministraments (demandes) que resulten després d’intro-
duir cada variable basica, com es mostra a continuacio:

0 1 2 3. 4. 5

Xij SPSPSPSPSPSP
25% 1035 2[35 2|10 7|x |x
15" 15 2| x
o* 10%10 2110 210 2/10 2l10 0 Ix
D 15 25 20
0.0 10 5 6
D 0 25 20
Lp 5 10 4
D0 x 20
2.p 5 4
3. D 0 10
P 0 0
D x 10
4. p 0
D 0
5.D



7.2. Metode simplex del problema de transport
Costos reduits, pricing-out

Del que s’ha explicat en la secci6 3.3, pag. 7, tenim que
els costos reduits associats a la variable x;; son:

Tp—1
I”ij:C,'j—C B a,-j

Com que hi ha m +n — 1 variables basiques, podem es-
criure:
(:ngB_1 = [uz u3 Uy VI V2 vn]

on u; son els elements que corresponen a les m — 1 re-
striccions de subministrament (de les que hem eliminat
la primera), i v; son els elements que corresponen a les
n restriccions de demanda. Per a trobar els valors de
u; 1 vj, fem servir la condicié de que per les variables
basiques ha de ser: r;; = 0 (recordar que al pivotar en
x;j introduim zeros en la resta de la columna). Per tant,
per a les variables basiques:

Cij—CgB_l a;; = 0

Al resoldre 1’equacié anterior pel problema de trans-
port, s’obté el sistema d’equacions:

ui+vj=cjj ij€ {conjuntde variables basiques}
on podem fixar arbitrariament una de les variables, per
exemple, u; =0.

Un cop hem resolt el valor de u; 1 vj, podem calcular
els costos reduits de les variables no basiques com:

r,~j = C,'j—l/ti—Vj
Exemple 7.2.4 Costos reduits (pricing-out)

Per I’exemple 7.2.3 tenim la matriu de costos, i solucié
basica inicial:

0. costos S 5. Xij u
25 120 | 18 | 35 91125]10 |0
10 | 15| 12| 15 15 | [1] | [0] | -6
20 | 30|22 10 0O [[6]] 10 | 4
D 15 25 20 v 16 20 18

On s’ha calculat: u; =0, v = c1p —u; =20, vz =
ciz—u; =18, u3 =c33—v3 =18, vi = c31 —u3 = 16,
Uy =cp1 —vy = —6.

A continuacié calculem els costos reduits de les vari-
ables no basiques (valors entre gafets en la figura):
rii=ci—ur—vi=9, rmp=cn—u—vy=1r3=
c3—ur—v3=0,r3p=c3p—uz—vy ==0.

Podem veure que la solucié obtinguda és optima,
perque el problema és de minimitzacio i tots el coefi-
cients son > (. Altrament, agafariem el coeficient més
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negatiu 1 introduiriem la variable en la base. Donat que
r3 = 0, la solucié optima no és Unica: Podriem entrar
I’element x»3 en la base i la solucié també seria Optima.
Aixo €s perque al ser rp3 = 0, al pivotar en la posicid
x23, la fila O, 1 per tant el cost resultant, no canviara. m

Pivotacio

Per a pivotar en un element d’un problema de transport,
és convenient introduir el concepte de bucle (loop).
Definim un bucle com una seqiiencia ordenada de
caselles tals que:
1. Qualsevol parell de caselles consecutives del bucle
esta en la mateixa fila o columna.

2. No hi ha 3 o més caselles consecutives en la mateixa
fila o columna.

3. La darrera casella de la seqiieéncia esta en la mateixa
fila o columna que la primera.

La segiient figura mostra dos possible bucles:

7

—-9

Per pivotar en el problema del transport procedirem
de la segiient manera:

1. Formar un bucle comengant amb la casella que cor-
respon a la variable que desitgem que entri en la
base, i agafant caselles on hi hagi variables basiques.
Es pot demostrar que aquest bucle sempre existeix i
és tnic.

2. Marquem la casella que entra en la base amb un +
1 a partir d’aquesta, marquem les caselles del bucle
alternativament amb — 1 +.

3. Agafem la casella marcada amb — que tingui el co-
eficient x;; menor i al restem a les caselles marcades
amb — i al sumem a les caselles marcades amb +.
La casella de menor valor surt de la base i la casella
inicial entra en la base.

Exemple 7.2.5 Pivotacio

Suposem que volem optimitzar el problema de 1’ex-
emple 7.2.2 del metode del minim cost, a partir de la
soluci6 basica obtinguda (en I’exemple 7.2.4 hem vist
que el metode de Vogel dona directament la solucid
optima). Primer hem de buscar els costos reduits (co-
eficients de la fila zero de les variables no basiques can-
viats de signe), r;;. Per aixo calculem els valors de u; i
v;j 1 després r;j = c¢;j —u; — v; (valors entre gafets en la
figura). Podem veure que hi ha valors de r;; negatius,
per tant, agafem el més negatiu i com que n’hi ha dos
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d’iguals, el que té el cost major (valor encerclat, r»3).
Per entrar rp3 en la base, busquem el bucle i marquem
els coeficients alternativament amb +/—. Busquem el
coeficient menor dels que hem marcat amb — (és el
x32 = 10). Actualitzem els coeficients de les variables
basiques del bucle amb aquest valor, 1 s’obté la taula
de la iteraci6 2. En aquesta taula calculem novament
rij 1 podem comprovar que la taula €s Optima, perque
tots els valors obtinguts son < 0. Si ho comparem amb
la solucié del mateix problema obtinguda en 1’exem-
ple 7.2.4, podem comprovar que és diferent. El motiu
és que la solucié no és tnica, tal com ja s’havia co-
mentat en ’exemple 7.2.4. Efectivament, si calculem
el cost z de les solucions Optimes obtingudes, podem
comprovar que és 1050 en ambdos casos. També po-
dem comprovar que en la solucié obtinguda ara tenim
r33 = 0, que indica que la soluci6 optima no €s Unica.
Si entrem en la base r33, obtindriem la mateixa solucid
que en ’exemple 7.2.4.

0. costos s L xj, [r] u
25 |20 | 18 | 35  |[[15] | 15t%[207Y O
10|15 |12 |15 15-L 51[[68 0
20 |30 [22 |10 | 0+°10 26 | 10
D 15 25 20 v 10 20 18
2. xij, [rij] u
9] |25 |10 |0
s (i1 |10 -6
10 |[6] | 07| 4
v 16 20 18 -

7.3 Problema de transport amb transbor-
ds

Ara permetem que hi hagi punts de transbordament.
Aquests punts, a més de poder ser punts de subminis-
trament 1 demanda, poden rebre 1 enviar (fer transbord).
Per a solucionar aquest tipus de problema procedirem
igual que abans, pero afegint una fila i columna per a
cada punt de transbord (si no en teniem) i sumant el
subministrament total al subministrament i demanda del
punt de transbord.

Exemple 7.3.1 Problema de transport amb trans-
bords

Suposem que tenim un punt de produccié Pr on es
produeixen 200 unitats de producte que es consumeix
en dos punts de demanda A i B amb demandes de 50
1 70 respectivament. Els punts A i B son també punts
de transbord. A més, disposem d’un punt 7" de només
transbord. Els cost per portar una unitat de producte
entre aquest punts €s:
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destinacions
A B T
., Pr|20]30]|5
5§ A[O0]10] 8
on
‘g B| 8| 0|7
T| 6|60
COostos

Com que el subministrament €s major que la deman-
da (en 80 unitats), hem d’afegir un punt de demanda
artificial Du. El subministrament total és de 200, que
haurem d’afegir als subministraments i demandes dels
punts de transbord. El problema de transport que hem
de resoldre €s doncs:

destinacions
A B T Du S
. Pr| 20 | 30 5 0 | 200
§D Al 0O [10] 8 | 0 |200
5 B 8 0 7 0 | 200
T| 6 6 0 0 | 200

D 250 270 200 80

Aplicant el metode de Vogel tenim la segiient soluci6
basica inicial. Calculant els costos reduits de les vari-
ables no basiques (entre gafets en la figura) podem com-
provar que és optima:

destinacions
A B T Du u
, Pr| [9] [ [19]] 120 | 80 | O
§o A | 200 | [10] | [14] | [11] | -11 n
g B | [8] | 200 | [13] | [11] | -11
T | 50 | 70 80 [5] | -5
v 11 11 5 0

7.4 Problema d’assignacions

Es tracta d’un problema de transport balancejat on tots

els subministraments i totes les demandes valen 1. Aixo

implica:

1. Hi ha d’haver n subministraments i » demandes (al-
trament no seria balancejat).

2. Totes les variables x;; han de valer 0 o 1.

3. De les n+n— 1 variables basiques, n’hi haura n que
valen 1 i n— 1 que valen 0. Sera doncs, un problema
altament degenerat.

El problema es pot formular com:
n n
min Z
i=1j=
S.a Z?:l Xij = 1
iy xij=1
Xij € {07 1}

cijxij
1

(7.2)
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Donat I’alt grau de degeneracio, resulta ineficient resol-

dre aquest tipus de problemes amb el metode simplex,

o el metode simplex pel problema de transport. Resulta

molt més eficient fer servir el “metode hongares” que

s’explica a continuacio.

1. Si el problema €és de maximitzaci6, multiplicar la
funci6 objectiu (els elements de 1la matriu de costos)
per —1 i resoldre el problema de minimitzacio.

2. Si el problema no esta balancejat, afegir punts de
subministrament o demanda amb cost 0 perque el
problema estigui balancejat.

3. Buscar I’element menor en cada fila de la matriu de
costos i restar-ho a tots els elements de la fila. Repe-
tir el mateix per totes les columnes.

4. Dibuixar el menor nimero de linies necessaries per
cobrir tots els zeros de la matriu de costos. Si hi ha n
linies, aleshores passar al punt 6 per buscar la solu-
ci6 optima. Altrament passar al punt 5.

5. Buscar I’element menor &k de la matriu de costos que
no ha quedat cobert per les linies dibuixades en el
pas anterior. Restar k a cada element no cobert per
les linies, i sumar-ho als elements coberts per dues
linies. Tornar al punt 4.

6. La soluci6 optima ve donada per aquelles n caselles
que tenen un cost igual a 0, i que només n’hi ha una
en cada fila i columna simultaniament.

Per trobar-les busquem primer una fila o columna on
només apareix un 0. Marquem la casella i ratllem
la fila i columna on es troba (no hi pot haver més
caselles en aquesta fila i columna). Repetim aquesta
operacio fins que trobem les n caselles.

El metode es dona sense demostracid. La justificacio
del metode es basa en les segiients observacions: (i) Al
sumar una constant al cost de cada fila (o columna) d’un
problema de transport balancejat, la solucié Optima no
canvia. (i1) Una assignacio factible en la que totes les
variables x;; que valen 1 tenen cost igual a 0, ha de ser
optima.

Exemple 7.4.1 Problema d’assignacions

Suposem que en una cadena de pizzeries es reben 3
trucades. La cadena disposa de 5 punts de subminis-
trament. Es tracta de trobar quin és el repartiment de
minim cost, si el cost de cada punt de subministrament
pi a cada punt on es fa la trucada #; és el que es dona el
la segiient taula:
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h h B3
p1 | 10| 11 | 18
p2l 6|7 |7
p3| 71|85
ps| 5| 6| 4
ps| 91|47

Per a resoldre el problema, primer afegim dos punts de
demanda artificials per tenir el problema balancejat, tal
com mostra la iteracié 0 de la segiient figura. Restem
el minim en les files i columnes (iteracié 1). Com que
només necessitem 4 linies per cobrir els zeros, restem
el minim (iteracié 2), d’on podem llegir 1’assignaci6
optima: x3;1 = 1, x50 = 1, x43 = 1. Per tant portariem
una pizza de p; aty, de p5 atp, i de ps at3 amb un cost
de 6+4+4=14.

Podem veure que 1’assignacié no €s unica. Amb la
soluci6 que es mostra en la iteracié 2’ també tenim un
0 en cada fila i columna, per tant, també és una assig-
naci6 optima. Efectivament, podem comprovar que el
cost amb I’assignacié 2’ seria de: c4q1 + ¢s50 + €33 =
54+44+5=14.

0. costos 1. costos
10 |11 [18]0 |0 517 [14(d |d
6771010 3 13(d|d
718510010 2 14 |1]0]0
516 40]o0 o-l2-to {60
ola4l70]0 4-10-13 100
2 costos 2’ costos
416 |13] 0 [[0] 6 [13|0 [[0]
orf2210f0 0(2|2]001]0
113]0]|[0]1]0 3101010
o2 (1] 1|1 orf2011]1
401 3|11 400113111 =

Capitol 8

Algorismes dels planols de tall de
Gomory

Suposem un problema de programacio lineal on algunes
de les variables tenen la restriccid addicional de ser en-
teres. El problema sense aquesta restricci6 es diu “prob-
lema associat o relaxat”. La idea de Gomory és afe-
gir restriccions o planols de tall addicionals que deixen
totes les solucions enteres en un costat i les solucions
fraccionaries no desitjades en l’altra. Aquesta regla
s’aplica iterativament fins a obtenir la solucié Optima
desitjada.
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8.0.1 Planols de tall fraccionaris

Aquest algorisme és valid per problemes on totes les
variables son enteres. L’ equacio per generar els planols
de tall es dona en forma de teorema:

Teorema 8.0.1 Planols de tall fraccionaris de Go-
mory

Suposem que en la fila i de la taula simplex optima del
problema relaxat tenim una solucié no entera que corre-
spon a I’equacié: x; + Zjem[ ajjxj= Bi, on x; — Bi és el
valor de la variable basica i A és el conjunt de variables
no basiques en aquesta solucié optima del problema re-
laxat.

Si descomposem tots els coeficients amb la seva part
entera i fraccionaria positiva: d;; = |a;;| + fij» bi =
U;ij + /i, 0< fi; < 1,0 < f; <1, podem reescriure 1’e-
quacio de la fila i agrupant les parts enteres a I’esquerra
1 les fraccionaries a la dreta:

xi+ Y laijlxj— bi) ==Y fijx;+ fi
JEN J

(8.1)

El pla de tall que busquem és:

Part fraccionaria de (8.1) <0 =

~ Y fixi <—f; (8.2)
JEN
Demostracio. Totes les solucions factibles que

busquem son enteres i positives (x; > 0, Vk) i han de
satisfer 1’equaci6 (8.1). Com que la part esquerra de
I’equacié (8.1) és entera, també ho haura de ser la dreta,
d’on deduim que haura de ser < 0. Per tant, totes les
solucions factibles enteres que busquem han de satisfer
I’equacié (8.2). En canvi, la soluci6é Optima obtingu-
da pel problema relaxat: x; = b;, x ;. jea = 0 no satisfa
I’equacié (8.2) perque al substituir tindriem: f; <0. [

Gomory va demostrar que aplicant successivament els
planols de tall definits d’aquesta manera 1’algorisme
convergeix a la solucié en un nombre finit d’iteracions.

Observacions
e Notar que I’operador |x| retorna el major enter <
x. Per tant: [—0,5| = —1. Aix0 vol dir que la

part fraccionaria sempre sera positiva. Per exemple,
si dij = —3/10 = \_dijj =—1, f,‘j = d,‘j — LdijJ =
—3/10+ 1 =7/10. Per tant, tots els termes de 1’e-
quacio (8.2) han de ser negatius.

e Notar que el coeficient que multiplica la variable
basica entera en 1’equaci6 que agafem per deduir el
planol de tall ha de valer 1.
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e La restriccio (8.2) la podem afegir directament a la
taula optima del problema relaxat, afegint una una
variable de folganca addicional. Aix0 donara lloc
a una solucio no factible primal: sg — Y. jca fijXij =
—fi- Aplicarem doncs el metode simplex dual per a
calcular la nova taula Optima (secci6 4.4, pagina 13).

e Per aplicar I’algorisme necessitem que tots els coefi-
cients siguin enters: Si hi ha una restricci6 del tipus
x1+0,5x <3,61a substituirem per 10x; +5x, < 36.

e Si hi ha alguna variable acotada 0 < x; < u;, aleshores
afegir x; < u; a la llista de restriccions.

e Si hi ha dos o més coeficients b; fraccionaris, el
metode sol convergir més rapidament si agafem el
que té la part fraccionaria f; més properaa 1/2.

Exemple 8.0.2 Gomory fraccionari

max z=14x;+18x;

—x1+3x <6
Tx1+ x» <35
x; > 0, x; enters

S.a

Aplicant el metode simplex al problema relaxat arribem
a la taula optima:

X1 X2 S 5n b
0 0 56/11 30/11 126
0 1 7/22  1/22 17)2
1 0 —1/22 3/22 9/2

Com que la part fraccionaria de les dues restriccions
val 172 (7/2 =3+1/2, 9/2 = 4+ 1/2), triem ar-
bitrariament la primera restriccid. Al descomposar-
la amb la part entera i fraccionaria tenim: x, — 3 =
—7/22s1—1/225241/2, d’on deduim el planol de tall:
—7/2251 —1/2255 < —1/2. Afegint aquesta restriccié
a la taula simplex optima del problema relaxat anterior
1 aplicant el metode simplex dual tenim:

X1 X2 S1 52 53 b

0O 0 56/11 30/11 0 126

0 1 7/22 1/22 0 7/2

1 0 —1/22 3/22 0 9/2

0o 0 [-7/22 —1/22 1 —1/2
%:16 0 O 0 2 16 118
1 0 1 0 0 1 3
-1/7 1 0 0 /7 —1/7 32/7
-22/7 0 0 1 /7 =22/7 11/7

Ara busquem un pla de tall per la segona restriccid, on
la soluci6 encara no és entera: x; —s3 —4 = —1/7s —
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6/7s3+4/7= —1/Tsp—6/7s3 < —4/7. Al afegir

aquesta restricci6 a la taula anterior:

X1 X2 81 §2 3 84 b
0 0 O 2 16 0 118
0 1 0 0 1 0 3
1 0 0 1/7 —-1/7 0 32/7
0 0 1 1/7 —=22/7 0 11/7
0 0 0 —6/7 1 —4/7
4 0 0 O 0 4 14 110
0O 1 0 0 1 0 3
1 1 0 0 0 -1 1 4
1 0 0 1 0 —4 1 1
-7 0 0 O 1 6 —7 4

D’on llegim la soluci6 optima: z = 110,x; =4, x, = 3.
[

8.0.2 Planols de tall tot enters

L’algorisme dels planols de tall fraccionaris de la sec-
ci6 8.0.1 té I'inconvenient de que és dificil d’implemen-
tar en un computador degut al problema de 1’arrodon-
iment. Per aquest motiu Gomory va proposar 1’algo-
risme explicat en aquesta seccid on tots els coeficients
de les taules simplex de les successives iteracions son
enters (d’aqui el nom de “tot enters™). La idea del planol
de tall és la mateixa que en el cas fraccionari, pero es
tria un planol amb tots els coeficients enters i un pivot
igual a 1 o —1, de manera que al iterar en aquest piv-
ot (aplicant el metode dual del simplex si el pivot €s
—1) s’obtingui una nova taula amb els coeficients en-
ters. L’equacid per generar els planols de tall es dona
en forma de teorema:

Teorema 8.0.2 Planols de tall tot enters de Gomory
Suposem que en qualsevol fila i corresponent a una
restriccié de la taula simplex tenim I’equacié: x; +
ng\[d,-jxj = Bi, on x; = Bi és el valor de la vari-
able basica i Al és el conjunt de variables no basiques.
Aleshores, per qualsevol A > 1, la segiient equaci6 és
un planol de tall que satisfan totes les solucions enteres

del problema:
. b
Z JJ x: < {JJ
] =
Jex { A A

Demostracio. Sidividim larestricci6 X;+ Y. icar dijXj =

>

(8.3)

b; per A > 1 i descomposem tots els coeficients resul-
tants amb la seva part entera 1 fraccionaria positiva:

dﬁ/?\, = L(i,j/?\.J —l—fij, ZA),' = LB,/)\IJ + fi, 0 < f,'j <1,
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0 < fi < 1, podem reescriure I’equacié de la fila i agru-
pant les parts enteres a I’esquerra i les fraccionaries a la
dreta:

Z L%J Xj— \\%J = Tlxi—Zfijxj‘i‘fi (8.4)

JEN J
Totes les solucions factibles que busquem son enteres i
positives (x; > 0, Vk) 1 han de satisfer I’equaci6 (8.4).
Com que la part esquerra de I’equacié (8.4) és entera,
també ho haura de ser la dreta, d’on deduim que haura
de ser < 0. Per tant, totes les solucions factibles enteres
que busquem han de satisfer I’equacio (8.3). ]

La qiiesti6 és triar les restriccions i els factors A per
afegir els planols més convenients. Per accelerar la con-
vergencia, interessara triar els factors A més petits pos-
sible, perd que donin lloc a pivots igualsa 1 o —1. A
continuaci6 hi ha un algorisme que busca aquest objec-
tiu. L’algorisme es dona sense justificacid, veure [2] per
més detalls.

Primer introduirem el concepte d’ordre lexicografic.
Es diu que un vector columna és lexicograficament
positiu (negatiu) si el seu primer element diferent de ze-
ro és positiu (negatiu). Un vector x és lexicograficament
major que un vector y si la seva diferencia x —y €s lexi-
cograficament positiva. Per exemple, xT = [0 0 3] és
lexicograficament positiu i menor que y' = [0 1 2] .

L’algorisme és el segiient:

1. Formular el problema (si cal) en la forma de maxim-
itzacio.

2. Comengar amb una taula simplex amb tots els coe-
ficients enters i una solucié dual factible (coeficients
de les variables en la “fila 0” > 0). Si és neces-
sari, afegir planols de tall amb pivots iguals a 1 fins
aconseguir-ho (veure 1’explicaci6 que es dona en les
observacions). La taula sera primal no factible, al-
trament sera Optima.

3. Seleccionar la fila primal no factible r amb el valor

A

b, més negatiu.
4. Sila fila r té un pivot —1, pivotar i tornar al punt 3.

5. Sigui N el conjunt de columnes que pertanyen a les
variables no basiques. Triar la columna k € A lexi-
cograficament menor (sense tenir en compte els co-
eficients negatius) i que té un element negatiu en la
fila r (a,, < 0). El primer element major que zero
d’aquesta columna I’anomenarem dpy > 0.

6. Per tots els elements de la fila r, columna j € A’ amb
arj <0, calcular:

0= {Z”jJ,]‘ei\[, a,; <0 (8.5)

pk
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on d,; €s el primer element major que zero de la
columna j. Si el primer element major que ze-
ro de la columna j no esta en la fila p, aleshores
e; = . Notar que almenys un dels ¢; ha de valer 1:
El de la columna lexicograficament menor, on sera:

7. D’entre tots els elements de la fila r, columna j € A
amb d,; < 0, d’on hem calculat e; # oo, calcular:

(8.6)

Notar que ha de ser A > 1, i pot ser un nimero no
enter. Si A = 1, voldria dir que ja hi ha un pivot igual
a—1enlafilak.

8. A partir de la fila r calcular el planol de tall:

£[i)ue[t
jen A A

8.7)

Notar que els coeficients de 1’esquerra del planol de
tall (8.7) han de ser enters positius o negatius, i al-
menys 1 d’ells ha de valer —1. El coeficient de la
dreta ha de ser negatiu.

9. Afegir el planol de tall (8.7) a la taula simplex amb
la seva corresponent variable de folganca. Pivotar en
un coeficient —1 aplicant el metode dual del simplex
1 tornar al punt 2.

Observacions
e Notar que ’operador |x| retorna el major enter < x.
Per tant: |—0,5] = —1.

e En la taula inicial no cal tenir en compte les variables
de folganca.

e Si la taula inicial no és dual factible, provar de pivotar
en algun element per aconseguir-ho (en aquest cas si
que caldra afegir la variable de folganga). Si és nec-
essari, afegir planols de tall amb pivots iguals a 1 en
les posicions on hi ha coeficients de la fila O negatius,
1 pivotar en aquesta restriccid per aconseguir la taula
desitjada.

Exemple 8.0.3 Gomory tot enters — I
Ara resoldrem 1’exemple 8.0.2 amb 1’algorisme tot en-
ters. El problema és:

max z=14x;1+18x,
s.a —x1+3x<6
Tx1+ x <35

x; > 0, x; enters

Capitol 8. Algorismes dels planols de tall de Gomory

Iteracio 1 La taula simplex és:

X1 x» b
—-14 —-18 0
-1 3 6
7 1 35

No és dual-factible, per0 podem pivotar en x, per
aconseguir-ho:

X1 X2 8 b

—-14 —-18 O 0
-1 30 6

7 1 35
18 112 0 18 630
-3 -22 0 -3 -9 «
7 1 1 35

Iteraciéo 2 Seleccionem la fila r indicada en la taula
anterior, 1 calculem: a,, = 18, ey, = LHZJ =6, e, =

18
L%J =1, A= max{%, % = %, iel pla de tall és:

2 i 2«1 222 o
22/6 | 1T 2276 1 = | 22/6
—6x1 —s51 < =27

Afegint el planol de tall 1 pivotant:

Xy x2St 82 b

112 0 18 0 630

=22 0 =3 0 —-99

7 1 1 0 35

-6 0 1 27

18 4 0 0 18 144
-3 -4 0 0 -3 —18 «+

1 1 1 0 1 8

—1 6 0 1 -1 27

Nota: En cada iteracié convé comprovar si la solucié

actual és correcte. Per exemple, en aquesta iteracio:
x1=0,x%=8,z=14x0+18x8=144v".

Iteracio 3 Seleccionem la fila r indicada en la taula
anterior, i calculem: ay =4, ey, = LE—H =1, e5, =
| 8| =4, A =max{{, 3} =4, ielplade tall é:

SRl

—x1—85 <=5
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Afegint el planol de tall i pivotant:

X1 X2 5 52 853 b

4 0 0 18 0 144

-4 0 0 -3 0 -—-18

1 1 0 1 0 8

6 0 1 -1 0 27

00 -1 1 =5

4 0 0 4 14 4 124

—4 0o 0 0 1 -4 2

1 0o 1 0 O 1 3
6 O 0 1 -7 6 =3

—1 1 0 O 1 -1 5

Iteracio 4 Seleccionem la fila r indicada en la taula
anterior, i calculem: a, = 14, e;, = L%J =1, A=
max{%} =17,1el pla de tall és:

URN RS R

—s5y < —1
Afegint el planol de tall i pivotant:

Xy X2 St 52 083 S4 b

0 0 4 14 4 0 124

0 0 O 1 —4 0 2
01 0 0 1 0 3

o 0 1 -7 6 0 -3

1 0 O 1 -1 0 5

0 0 0 0o 1 -1

4 0 0 4 0o 4 14 110
1 0 0 0 0 —4 1
0 0 1 O 0 1 3
-7 0 0 1 0o 6 -7 4
1 1 0 O 0 -1 1 4
-1 0 0 O 1 0 —11 1

D’on llegim la soluci6: z = 110, x; = 4, x, = 3, tal
com hem obtingut amb el metode fraccionari de I’ex-
emple 8.0.2. ™

Exemple 8.0.4 Gomory tot enters — II
Resoldre el problema:
max z=4x;+6xy+2x3
dx1—4xy <5
—x1+ 6x2 <5
—x1+ x2+x3 <5
x; > 0, x; enters

S.a
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Iteraciéo 1 Plantegem la taula simplex i pivotem per
intentar aconseguir una soluci6 dual-factible:

X1 X2 X3 8 b

4 -6 -2 0 0

4 -4 0 0 5

-1 6 0 0 5

~1 1 1 5

6 10 0 4 6 30
4 0 0 4 4 25

6 5 0 —6 —6 —25

1 -1 1 1 -1 5

Iteraci6 2 Com que la taula simplex encara no és
dual-factible, dividim la fila indicada en la taula anterior
per 5 per generar el planol de tall amb un pivot igual a 1
enxi: |5/5|x1+|—6/5|x3+|—6/5|s1=]-25/5| =
x1 —2x3—2s1 = —5. Afegint aquest planol de tall i1 piv-
otant:

X1 X X3 Y b

—-10 O 4 6 0 30

0 O 4 4 0 25

5 0 -6 -6 0 -25

-1 1 I -1 0 5

0 -2 -2 1 =5

10 0 0 —-16 —14 10 =20
0 0 O 4 4 0 25 <+

-5 0 O 4 4 -5 0

1 o 1 —-11 -1 1 0

1 0 -2 =2 1 -5

Iteraci6 3 Com que la taula simplex encara no és
dual-factible, dividim la fila indicada en la taula anteri-
or per 4 per generar el planol de tall amb un pivot igual
alenuxs: L4/4J X3+ L4/4J S| = L25/4J = x3+s51 =6.
Afegint aquest planol de tall i pivotant:

X1 X2 X3 ST S 83 b

0O 0 —-16 —-14 10 0 -20

0 O 4 4 0 0 25

0 0 4 4 -5 0 0

o 1 —-11 -1 1 0 0

1 0 -2 =2 1 0 -5

0 0 10 1 6

16 0 0 0 2 10 16 76

-4 0 0 0 0 0 -4 1
-4 0 0 0 0 -5 —4 24 «+

1 0 1 0 0 1 1 6

2 1 0 0 0 1 2 7

0 0 1 1 0 1 6
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Iteracié 4 La taula simplex ja és dual-factible. Ara
dividim la fila indicada en la taula anterior per 5
per generar el planol de tall |—5/5]sy+ [—4/5]s3 =
| —24/5| = —s» —s3 = —5. Afegint aquest planol de
tall 1 pivotant:

X| X3 X3 1 Sy §3 84 b
0O 0 0 2 10 16 0 76
0O 0 0 O 0 —4 0 1
0O 0 0 0 -5 -4 0 -24
0O 1 0 O 1 1 0 6
1 0 0 O 1 2 0 7
0O 0 1 1 0 1 0 6
00 0 0 -1 1 =5
10 0 0 O 2 0 6 10 26
0O 0 0 0 O 0 —4 0 1
-5 0 0 0 O 0 1 =5 1
0O 0 1 0 O 0 0 0 1
1 1 0 0 O 0 1 1 2
0O 0 0 1 1 0 1 0 6
-1 0 0 0 O 1 1 -1 5

D’on llegim la solucié: z =26,x1 =2,x =1,x3 =6.
|

8.0.3 Problemes mixtos

La deducci6 del pla de tall s’aconsegueix amb un raon-
ament analeg a ’algorisme dels planols de tall frac-
cionaris (secci6 8.0.1), pero amb la complexitat addi-
cional que introdueix la presencia de les variables no
enteres (veure [2] per més detalls). Donem el resultat
sense demostracio:

1. Suposem que en la fila i de la taula simplex Optima
del problema relaxat tenim una soluci6 no entera que
correspon a I’equacié generica: x; + Y jcardijXj =
Bi, on x; = Bi és el valor de la variable basica, que
desitgem sigui entera, i A/ és el conjunt de variables
no basiques en aquesta soluci6 optima del problema
relaxat.

2. Sigui A¢ C A el subconjunt de variables de A’ que
desitgem siguin enteres, i A C A el subconjunt de
variables de A\’ que poden ser no enteres.

3. Descomposem tots els coeficients de les variables
enteres amb la seva part entera i fraccionaria posi-
tiva: d;; = |dij| + fij, J € N, bi = |bi] + fi, 0 <
fii<LO0< fi<l
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El pla de tall que busquem és:

JEN' JEN"
a;;>0 a;;<0
N -~ o

variables no enteres

- Y fuxi— Y 1fif_<1_fij)xj§_fi (8.8)
JENC JENS !
L >t

TV
variables enteres

Observacions

e Notar que I’operador |x| retorna el major enter <
x. Per tant: |—0,5| = —1. Aix0 vol dir que la
part fraccionaria sempre sera positiva. Per exemple,
si d,‘j = —3/10 = Ldijj = —1, f,‘j = ﬁ,‘j — LéijJ =
—3/10+ 1 =7/10. Per tant, tots els termes de 1’e-
quacio (8.8) han de ser negatius.

e El coeficient que multiplica la variable basica entera
en I’equacié que agafem per deduir el planol de tall
ha de valer 1.

e Al introduir la restriccio (8.8) haurem d’afegir una
variable de folganca addicional, que donara lloc a
una solucié no factible primal. Aplicarem doncs el
metode simplex dual (secci6 4.4, pagina 13).

e Si hi ha alguna variable acotada 0 < x; < u;, aleshores
afegir x; < u; a la llista de restriccions.

e Si hi ha dues o més variables enteres amb coefi-
cients b; fraccionaris, el metode sol convergir més
rapidament si agafem la que té el max{b;}.

Exemple 8.0.5 Problemes mixtos
Suposem I’exemple 8.0.2, on només x; és entera:

max z=14x;1+18x»
—x1+3x <6
Tx1+ xp <35

x; > 0, x| enter

S.a

Aplicant el metode simplex al problema relaxat arribem
a la taula optima:

X1 X2 S1 A b
0O O 56/11 30/11 126
0 1 7/22  1/22 72
1 0 —1/22 3/22 9/2

D’on x; =9/2 =4+ 1/2. Per tant, apliquem el metode
de Gomory per problemes mixtos, on f; = 1/2, l%lfl =
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1. Com que la tnica variable entera és xp, tenim:

- Z &inj = —3/22S2

JEN'
;>0
) %aijxj =—1/225
jGN’ l
&i_i<0

D’on el pla de tall és: —3/225, —1/22s) < —1/2.
Afegint aquesta restriccid a la taula simplex anterior 1
aplicant el metode simplex dual tenim:

X1 X2 S1 $2 $3 b

0 0 56/11 30/11 0 126

0 1 7/22 1/22 0o 7/2

1 0 —1/22 3/22 0 92

0 0 —1/22 |[-3/22 1 —1/2

PiE=20 0 0 46/11 0 20 116
1/3 0 1 10/33 0 1/3 10/3
1 1 0 —1/11 0 1 4
-22/3 0 0 1/3 1 —22/3 11/3

D’on llegim la solucié optima: z = 116,x; =4, x; =
10/3. n

Capitol 9

Metodes de ramificacio (branch and
bound)

9.0.4 Metode general o de Dakin

Suposem que en un problema de maximitzaci6é amb en-
ters, la solucid del problema relaxat té la soluci6 frac-
cionaria x; = b; per a la variable entera x;. Aleshores,
afegint les restriccions x; < | b;| x; > | b;| + 1 tenim dos
nous subproblemes que particionen les solucions possi-
bles enteres, 1 exclouen la soluci6 fraccionaria no desit-
jada.

Basat amb aquesta idea, podem seguir el segiient algo-
risme per resoldre problemes enters mixtos (algorisme
de Land-Doig millorat, o de Dakin). Suposem un prob-
lema de maximitzacid. Primer introduim les segiient
definicions:

1. Subproblema: Es el problema que resulta d’afegir
alguna restricci6 addicional al problema inicial re-
laxat. Al problema inicial I’anomenarem subproble-
ma 0.

2. Ramificaci6 (branching) en una variable x; amb val-
or fraccionari b; que desitgem sigui entera: Consis-
teix en generar dos subproblemes afegint les restric-
cions: x; < |b;| ix; > |bi| +1.

29

3. Soluci6é candidata: Si al resoldre un subproblema
s’obté una soluci6 entera per totes les variables en-
teres desitjades.

4. Subproblema sondejat (fathomed). Es quan deduim
que totes les solucions que resulten de la ramificaci6
d’un subproblema no seran optimes, per tant, no cal
ramificar-ho. Aixo passa quan la soluci6é d’un sub-
problema compleix una de les segiients condicions:

e S’obté una solucié candidata: No cal ramificar
perque totes les solucions candidates de les ram-
ificacions d’aquest subproblema tindran un valor
de la funcié objectiu inferior. Per tant, no poden
ser optimes.

e S’0obté una solucid no candidata, pero amb un cost
inferior a una soluci6 candidata obtinguda en al-
gun altra subproblema: No cal ramificar perque
totes les solucions candidates de les ramifica-
cions d’aquest subproblema tindran un valor de
la funci6 objectiu inferior. Per tant, no poden ser
optimes.

e No hi ha solucions factibles. No cal ramificar
perque les ramificacions tampoc tindran solucions
factibles.

L’algorisme és el segiient:

1. Resolem el problema relaxat (subproblema 0). Si la
solucid €s Optima (entera per totes les variables en-
teres desitjades), el problema esta resolt. Altrament,
el valor de la funci6 objectiu és una cota superior per
la soluci6 optima del problema, i continuem amb el
punt 2.

2. Agafem una variable x; amb valor fraccionari b; que
desitgem sigui entera, ramifiquem dos subproblemes
en x; i continuem amb el punt 3.

3. Resoldre un subproblema relaxat. Pot ser que:

(a) El subproblema quedi sondejat. Continuem

amb el punt 4.

(b) No hi hagi una solucié candidata (perque hem
obtingut un valor fraccionari per alguna de les
variables enteres). Continuem amb el punt 2.

4. Siqueden subproblemes per resoldre, agafem 1’ultim

subproblema que hem afegit (estrategia last in first
out, LIFO) i continuem amb el punt 3.

Si no queden subproblemes per resoldre, la solucid
candidata de major valor de la funcié objectiu és la
soluci6 optima.
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Exemple 9.0.6 Metodes de ramificacio
Suposem I’exemple 8.0.5:

max z=14x;+18x;
—x14+3x <6
Tx1+ xp <35

x; > 0, x| enter

S.a

Subproblema 0 Aplicant el metode simplex al prob-
lema relaxat arribem a la taula Optima:

X1 X2 S1 52 b
0 0 56/11 30/11 126
0 1 7/22  1/22 7)2
1 0 —1/22 3/22 9/2

D’on la solucié del subproblema 0 és: x; = 9/2 =
44-1/2,xp=7/2,z=126. Com que el valor de x| no és
enter, ramifiquem en x; amb les restriccions: Sy : x; <4,
S7 1 x; > 5 (amb §; identifiquem el subproblema i).

Subproblema 1 Aplicant el metode simplex al sub-
problema relaxat Sy : x; < 4:

X1 X2 S1 52 §3 b

0 0 56/11 30/11 0 126

0 1 7/22 1/22 0 7/2

0 —1/22 3/22 0 9/2

1 0 0 0 1 4

0 0 56/11 30/11 0 126

0 1 7/22 1/22 0 72

1 0 —1/22 3/22 0 9/2

-1 0 0 1/22 [-3/22 1 —1/2
020 0 0 46/11 0 20 116
227 0 1 1/3 0 1/3 10/3
1 1 0 0 0 1 4
-22/3 0 0 —1/3 1 —22/3 11/3

D’on llegim la solucié candidata: x; =4, x, = 10/3,
z=116, 1 el subproblema S| queda sondejat.
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Subproblema 2 Aplicant el metode simplex al sub-
problema relaxat S : x; > 5:

X1 X2 S1 A\ 853 b

0 0 56/11 30/11 0 126

0 1 7/22 1/22 0 17)2

0 —1/22 3/22 0 9/2

-1 0 0 o 1 -5

0 0 56/11 30/11 0 126

0 1 7/22 1/22 0 17)2

1 0 —1/22 3/22 0 9/2

1 0 0 3/22 1 —1)2

£2_qp 0 0 0 86/11 112 70

127 0 1 0 17 0
-1 1 0 0 0 -1

22 0 0 1 -3 -2 11

D’on llegim la soluci6 candidata: x; =5, x, =0, z="70,
i el subproblema S; queda sondejat. Com que no hi
ha més subproblemes per resoldre i S; dona el valor
maxim, es conclou que S dona la solucié Optima del
problema. Podem comprovar que coincideix amb la
soluci6 obtinguda en I’exemple 8.0.5. m

9.0.5 Enumeraci6 implicita

Normalment es fa servir per resoldre problemes de tipus
“0-17, on les variables x; tenen la restriccio x; € {0, 1}.
Degut a la naturalesa binaria de les variables, és facil
fer servir el metode de ramificacié i prendre decisions
logiques directament sobre el problema per saber quan
un subproblema esta sondejat o cal ramificar-ho. En ca-
da ramificaci6 fixarem el valor d’una variable (x; =01
x; = 1 en cada rama).

Definicions: Les variables que tenen un valor assignat
en les ramificacions s’anomenen “variables fixes”. Les
variables a les que no hem assignat un valor en les rami-
ficacions s’anomenen ‘“‘variables lliures”. Anomenarem
“compleci6” al valor de la funcié objectiu que s’obté
al assignar un valor a totes les variables lliures. Si la
complecid é€s factible, sera una “solucié candidata”.

Suposem un problema de maximitzacid. L’algorisme
és el segiient:

1. Busquem per inspeccié la complecié optima del
problema inicial (subproblema 0). Si la compleci6 és
factible, el problema esta resolt. Altrament, la com-
plecio és una cota superior per la solucié optima del
problema, i continuem amb el punt 2.

2. Ramifiquem dos subproblemes en una variable lliure
X; 1 continuem amb el punt 3.

3. Busquem per inspeccid la complecié Optima d’un
subproblema pendent de resoldre. Pot ser que:
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(a) El subproblema quedi sondejat. Continuem

amb el punt 4.

(b) No hi hagi una solucié candidata (perque la
complecié optima no sigui factible). Contin-
uem amb el punt 2.

4. Siqueden subproblemes per resoldre, agafem 1’altim
subproblema que hem afegit (estrategia last in first
out, LIFO) i continuem amb el punt 3.

Si no queden subproblemes per resoldre, la comple-
ci6 de major valor €s la soluci6 Optima.

Observacions

e Qualsevol problema de programacié entera es pot
formular com un problema “0-1" de la segiient man-
era: Suposem que per a la variable x; del problema
podem trobar un enter # tal que x; < 2"!. Aleshores
podem descomposar x; amb les variables binaries
w; € {0, 1}: x; = up +2uy +2%up +---2"u,. Fent
aquesta descomposicié per a totes les variables del
problema inicial, obtindrem un problema en termes
de les variables binaries u;.

Exemple 9.0.7 Enumeracio implicita
Suposem el problema:

max z=—7x1—3x)—2x3—x4—2Xx5
—4x1—2x+ x3—2x4— x5< -3
—4x1—2xp— 4x3+ x4+ 2x5 < =7
xi >0, x€{0,1}

S.a

Subproblema 0 Per inspeccié del problema inicial
deduim que la compleci6 optima és z = 0 (donant el
valor 1 a les variables amb coeficients de la funcié ob-
jectiu positius, i 0 als negatius). La complecié optima
s’obté assignant el valor O a totes les variables. Substi-
tuint en les restriccions, podem comprovar que aquesta
solucid no és factible, tot 1 que hi ha solucions factibles,
per tant, ramifiquem el subproblema O en x.

Subproblema 1 (x; = 1) La complecié optima és
z = —7, pero no és factible, tot 1 que hi ha solucions
factibles.

Subproblema 2 (x; = 0) La compleci6 optima és
7z =0, pero no és factible, 1 no hi ha solucions factibles
(la segona restriccid no es pot complir fixant x; = 0. Per
tant, el node queda sondejat.

Ramifiquem el subproblema 1 en x;:
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Subproblema 3 (x; = 1) La compleci6 Optima és
z = —10, pero no és factible, tot i que hi ha solucions
factibles.

Subproblema 4 (x; = 0) La compleci6 Optima és
z = —7, pero no és factible, tot i que hi ha solucions
factibles.

Ramifiquem el subproblema 4 en x3:

Subproblema 5 (x3 = 1) La compleci6 Optima és
z = —91 és factible, per tant, el node queda sondejat.

Subproblema 6 (x3 = 0) La compleci6 Optima és
z = —7, per0 no hi ha solucions factibles, per tant, el
node queda sondejat.

Queda per ramificar el subproblema 3, pero com que
la complecid optima és pitjor que la compleci6 factible
obtinguda en el subproblema 5, el subproblema 3 que-
da sondejat i el subproblema 5 déna la soluci6 optima:
= —9,X1 = 1,X2:0,X3 = 1,X4:0,X5 =0.

candidat X

z=-9
Figura 9.1: Arbre de les ramificacions de 1’exem-
ple 9.0.7.

Quan hi ha molts subproblemes convé fer un arbre per
seguir les ramificacions, tal com mostra la figura 9.1.
Quan un node queda sondejat, el marquem amb una
creu. n

9.0.6 Problema del viatjant

Formulacié: Un viatjant ha de visitar n ciutats: 1, - - - f,.
Associem un cost ¢;; per viatjar de la ciutat i a j,
i,j€{t, --ty}. Els costos els donarem en forma de
matriu, on definim c¢;; = oo, per representar que hi ha
que viatjar sempre d’una ciutat a una altra diferent:
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w | % |c12 Cln
o
9 Iy | c21 | o° Con
=
o

In | Cnl | Cn1 | +-- o0

Definim una ruta com la seqiiencia de ciutats visitades
pel viatjant, de forma que es visiten totes les ciutats, i
la dltima ciutat €s la de partida. Per exemple, si repre-
sentem per i — j el viatge de la ciutat i a j, aleshores
(i—j—k--l—i),i#j#k---#I, és unaruta. Es
tracta de trobar la ruta que minimitza el cost.
Per formular el problema definim les variables:
%) = {1, es viatja de la ciutat i a j ©.1)
0, altrament

En termes de les variables (9.1), la ruta (i — j —
k---1— i) vindra donada per la seqiiencia (x;; = 1, xj =
l,--+,x; = 1). Si representem els valors de les vari-
ables x;; en una matriu, al connectar les variables x;; = 1
que donen lloc a una ruta, obtindrem una linia poligonal
tancada, com mostra la segiient figura.

xij xij
2N »
X %
b, LA
N o
~ 4

Figura 9.2: Exemple de possibles rutes.

El problema es pot formular com:

n n
min Z CijXij
i=1j=1
s.a Yo xij=1 9.2)
Yoy xij=1
xij € {0,1}

x;j formen una ruta.

Si ho comparem amb el problema d’assignacions
(equaci6 (7.2), pag. 22), podem veure que és el mateix,
amb la restriccié addicional de que 1’assignaci6 triada
formi una ruta.

Algorisme d’Eastman

Si relaxem la condici6 de que x;; formen una ruta i
resolem el problema d’assignacié resultant (per exem-
ple, amb el metode hongares explicat en la seccid 7.4,

Capitol 9. Metodes de ramificacio (branch and bound)

pag. 22), al intentar connectar la seqiiencia de x;; = 1
possiblement obtindrem “subrutes”, com es mostra en
la segiient figura:

xij

/’

2

I4

Figura 9.3: Exemple de soluci6é amb subrutes.

La idea de I’algorisme d’Eastman és ramificar de for-
ma que s’evitin les subrutes:

1. Relaxem la condicié de que x;; formen una ruta
1 resolem el problema d’assignacié resultant (sub-
problema 0). Si no hi ha subrutes, la solucié és
optima. Altrament, el valor de la funcié objectiu és
una cota inferior per la solucié optima del problema,
1 continuem amb el punt 2.

2. Triem la subruta que tingui el menor nombre de
x;j = 1, ramifiquem imposant en cada ramificaci6
cij = o per cada un dels x;; = 1 i continuem amb
el punt 3.

3. Resoldre un subproblema relaxat. Pot ser que:

(a) El subproblema quedi sondejat. Continuem

amb el punt 4.

(b) No hi hagi una solucié candidata (perque les
x;j = 1 no formen una ruta). Continuem amb
el punt 2.

4. Siqueden subproblemes per resoldre, agafem 1’altim
subproblema que hem afegit (estrategia last in first
out, LIFO) i continuem amb el punt 3.

Si no queden subproblemes per resoldre, la solucid
candidata de menor valor de la funci6 objectiu és la
solucié Optima.

Exemple 9.0.8 Algorisme d’Eastman
Suposem un problema del viatjant amb la segiient ma-
triu de costos:

destinacions
o | 10] 2| 4
% 10| o | 5| 8
| 215 || 7
8487
costos



Apendix A. Conjunts convexes

Subproblema 0  Aplicant al me¢tode hongares al prob-
lema relaxat arribem a la taula Optima:

« |5 [ o-P[0p
P O
3

0]es]
016173

D’on llegim el cost z = 18 1 les subrutes x4, x41 1
X23, X32.

Subproblema 1 Ramificant en la subruta x4, x41,
tenim que la taula Optima per el subproblema relaxat
amb ¢4 = o és:

0 [0/
1

7
oo _3[0]

o |5

D’on llegim una solucié candidata amb cost z = 19, 1 el
subproblema queda sondejat.

Subproblema 2 La taula optima per el subproblema
relaxat amb ¢4 = oo €s:

o | 5 J0]|oo
5 b JJo [0
0[00042}
[019.4 |3 |

D’on llegim una solucié candidata amb cost z = 19
(igual que en el subproblema 1), i el subproblema queda
sondejat.

Aixi doncs, el problema queda resolt amb la soluci6
optima z = 19 assolida en les solucions candidates dels
subproblemes 1 1 2.

Podem observar que les posicions de les solucions
candidates dels subproblemes 1 i 2 s6n simetriques,
conseqiiencia logica del fet que la matriu de costos és
simetrica. m

Apendixs

A. Conjunts convexes
A.1 Elements

Recta

{x|x=Ax;+(1=A)x);A € Rix;,xp € R"}  (9.3)
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Segment
{x|x=2Ax; + (1 =A)x2);0 <A < 1;x1,x2 € R"}
(9.4)
Conjunt afi I és afi si:
el st -Mmer 95
LeR : 2 '
Conjunt convex I’ és convex si:
el | L Mmer 6
0<A<1 ! 2 '

Combinacio convexa Un puntx € R” és una combi-
nacié convexa dels punts x1, - - - x,,, € R” si existeixen les
constants Ap,--- A, > 0, A +--- Ay, = 1 tals que:

x=MX1+ - ApXp

Vertex o extrem Un puntx € I és un vertex de I si
no és possible trobarx; #x,x; Zx; x1,x € L0<A<1
tals que x = Ax; + (1 —A)x;.

Envolupant convexa (convex hull) ConvI" d’un con-
junt arbitrari I' és el conjunt de totes les combinacions

convexes de punts de I':

ConvI = {Aix;+ - Apxp |x;,€ T;
Ai>0A+-- Ay =1}

Semiespai obert

{x|ch <o;e xR oeR} (9.7)
Es diu tancat si €s <.
Hiperpla Es el conjunt:

{x|c"x =0 c,x e R";a € R} (9.8)

Si expressem 1’equacio (9.8) com:
{x]cT(x—x0) =0;¢,x e R";cTxp = o}

I’hiperpla es pot interpretar geometricament com el
conjunt de vectors amb origen xo normals al vector c.

Subespai I' és un subespai si:

x1,x el

a,beR ©-9)

}:>ax1+bx2€F
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Politops i poliedres Un politop P és un conjunt de
R interseccié d’un nimero finit de semiespais tancats
1 hiperplans:

X,a;,C;, € Rn}

Si el politop €s acotat s’anomena poliedre. Ambdés son
convexes. Per exemple, la figura 9.4 mostra el poliedre:

X1+x+x3=1
X1, X2, X3 2 0

X3

X1

Figura 9.4: Poliedre x; +x2 +x3=1,x,>0

Simplex Siguin m + 1 punts diferents: xg,---x,, €
R™. El conjunt I'" de totes les combinacions convexes
d’aquests punts s’anomena simplex amb vertexs x;:

F={x|x=Y Lx;0<h <L) =1}
i=0 i=0

A.2  Operacions amb conjunts convexes

Suma
IF+A={z]z=x+y,xc,ycA}
Notar que:
F—A={z]z=x-y,xcl,ycA}
Producte per un escalar

Al ={z|z=Ax,xe€T}

A.3 Teoremes sobre conjunts convexes

Teorema A.3.1 Operacions amb conjunts convexes
Les segiients operacions amb conjunts convexes, donen
lloc a un conjunt convex:

e Sumal'+A

e Diferencial — A

e Producte per un escalar AT’

Apendixs
e Translacio x+I"

e Combinacio lineal AT+ uA

Teorema A.3.2 Separaci6 de conjunts convexes
Un hiperpla {x|cTx = o} separa dos conjunts I, A si

xel=cx<a
xeA=clx>a

Si les desigualtats son <, >, es diu que I’hiperpla separa
estrictament els conjunts.

Si I, A son dos conjunts convexes no buits, existeix
un hiperpla que els separa.

Teorema A.3.3 Hiperpla suport
Donat un conjunt convex I', es diu hiperpla suport de I
a I’hiperpla que té interseccié no buida amb I tal que
I esta contingut en un dels semiespais determinats per
I’hiperpla.

Si I' és un conjunt convex compacte (tancat i acotat),
aleshores qualsevol hiperpla suport de I'" t€ almenys un
punt extrem de I.

Teorema A.3.4 Interseccio de conjunts convexes
SiI,i € I és una familia de conjunts convexes en R”,
Nie i és un conjunt convex.

Teorema A.3.5 Combinacio convexa de punts
Si I' és un conjunt convex, aleshores qualsevol combi-
naci6 convexa de m punts de I" pertany a I'.

Teorema A.3.6 Teorema de Caratheodory

Sigui un conjunt arbitrari I' C R", aleshores, qualsevol
punt x € I" es pot expressar com a la combinaci6 con-
vexade n+ 1 punts de I'.

A.4 Funcions convexes

Sigui I un conjunt convex de R” i f una funci6 definida
sobre I'. Es diu que f és convex si:
x,x el

ogxgl}ﬁ
FAx1+ (1 =M)xz) <Af(x)+(1-2) f(x2)

Si la desigualtat és <, es diu estrictament convexa.

Teorema A.4.1 Epigrafic d’una funcié convexa
Perque una funcié f definida sobre un conjunt convex I
de R” sigui convexa, és necessari i suficient que el seu
epigrafic (veure la figura 9.5):

epi f ={(x,y)|x €T,y > f(x)} CR"™  (9.10)



A.5. Funcions concaves

sigui un conjunt convex de R"*!. Notar que {(x,y) |x €
I,y = f(x)} és el grafic de la funcié f(x). L’epigrafic
és el conjunt de punts que queda per sobre del grafic.

|
Figura 9.5: Epigrafic d’una funcid.

Una funcié f definida sobre un conjunt convex I" es
concava si —f €s convexa. En aquest cas, I’hipografic,
definit com {(x,y)|x € I,y < f(x)} és un conjunt con-
vex.

Podem considerar, doncs, 1’epigrafic com el nexe d’u-
nio entre els conjunts convexes i les funcions convexes:
Les funcions convexes son aquelles en les que el seu
epigrafic és un conjunt convex.

A.5 Funcions concaves

Sigui I" un conjunt convex de R" i f una funci6 definida
sobre I'. Es diu que f és concava si:
x;,x el

0<A<I };‘
Fxi+(1=AM)x2) 2 A f(x1) + (1 =4) f(x2)

Si la desigualtat és >, es diu estrictament concava. Si f
és convexa, —f €s concava.

A.6 Operacions amb funcions convexes

e Tota combinacié lineal amb coeficients positius de
funcions convexes €és convexa.
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e Si f11 f> sonconvexesi f> és no decreixent, aleshores
f1- f> és convexa.

e El superior d’una familia finita de funcions convexes
és una funci6 convexa.

e Si f; és una successi6 de funcions convexes que con-
vergeixen a una funcié limit f, aleshores f €s con-
vexa.

A.7 Continuitat i derivabilitat de funcions
convexes

e Una funcié convexa f és continua en tots els punts
interiors a I’interval on esta definida.

e Perque una funcié derivable en un interval I sigui
convexa, és necessari i suficient que la derivada f”
sigui creixent en /.

e Si una funcié f definida i dues vegades derivable en
un interval / €s positiva o nul-la en /, aleshores f €s
convexa.
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