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Prefaci

Vaig escriure aquests apunts mentre preparava 1’ assig-
natura Programacion Matemdtica del curs 2008-09 de
la carrera de matematiques de la UNED. Els apunts es-
tan basats fonamentalment en el llibre de 1’assignatu-
ra [5], Boyd [3], Winston [6], Luenberger [4] 1 wikipe-
dia [2]. El contingut no és rigords ni complert, i només
hi ha demostracions senzilles orientades a entendre o
ajudar a memoritzar les relacions que demostren. L’e-
dici6 I’he fet amb IATEX.

Notaci6: Els vectors son vectors columna, i es repre-
senten amb minuscules en negreta (x). Les matrius es
representen amb majiscules en negreta (A). 27 vol dir
transposada, de manera que ] x5 és el producte escalar
dels vectors x; .
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Capitol 1
Conjunts convexes
1.1 Elements

Recta

{z|z=Xz1+ (1 —)N)xo);
A€ Rz, xzy € R"} (1.1)

Segment

{z|lz=Az1+ (1 —)N)xo);
0< A< Lizy,20 € R"} (1.2)
Conjunt afi I és aff si:

T, x5 €T

A eER }:>)\$1+(1—>\)$2€F (1.3)

El conjunt de R™: T' = {Az +b | x € R™}, on
A € R™™ b € R" és un conjunt afi. La funci6
f:R™ = R", f(x) = Az + b es diu funcid afi.

Combinacié afi Un punt x € R” és una combinaci6
afidels punts x, - - - x,,, € R” si existeixen les constants
A1+ - Ay = 1 tals que:

T=MT1+ AT,

Conjunt convex I és convex si:

T,y €l

0<A<1 };‘Mﬁ(l—k)mef (1.4)

Combinacio convexa Un puntz € R" és una combi-

naci6 convexa dels punts zy, - - - x,,, € R" si existeixen
les constants Ay, --- A, >0, A\ +--- A, = 1 tals que:

T=MT1+ ATy

Vertex o extrem Un puntz € I' és un vertex de I si
no és possible trobar £; # x, x5 # T; 1,25 € [',0 <
A<ltalsquex = Az + (1 — \)zs.

Envolupant convexa (convex hull) ConvI' d’un con-
junt arbitrari I' és el conjunt de totes les combinacions
convexes de punts de I':

Convl' ={ Nz + - \pzp |2, €T,

A > 0N 4 A = 1)
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Semiespai obert

{z|c'z <ajc,z e R";a € R} (1.5)

Es diu tancat si és <.

Subespai (anomenat també subespai lineal) I' és un

subespai si:

T,x €T

a.beR }:>az1+bx26F (1.6)
Subespai afi (anomenat també variacio lineal, linear
manifold). Si ' és un subespai, el subespai afi A és el
subespai traslladat:

A=b+TI'={z+b|zecl} (1.7)

Per exemple, en R? I’origen, linies i plans que passen
per Iorigen i tot R? sén subespais. Mentre que punts,
linies i plans en general i tot R® s6n subespais afins.

Con C ésun con si:

x el

A >0 (1.8)

}:/\xec

Combinacié conica Un punt z € R" és una combi-
naci6 conica dels punts x4, - -x,, € R" si existeixen
les constants \q, - - - A\, > 0, tals que:

T=MZT+ ATy

Con normat Per a qualsevol norma en R", el con
C C R™*! associat a la norma és:

C={1) ][] <t} (1.9)
Con semidefinit positiu Farem servir la notacié S”,
S™ 1 S | per referir-nos respectivament al conjunt de
matrius simetriques, semidefinides positives i definides
positives (veure I’apendix D). El conjunt S’} €s un con
convex de dimensi6é n (n + 1)/2 anomenat “con semi-
definit positiu”.

Hiperpla Es el conjunt:
{z|c'z=0a;c,x cR";a c R} (1.10)
Si expressem ’equaci6 (1.10) com:
{zx|c(x—20) =0; c,x € R";c’zy = a}

I’hiperpla es pot interpretar geometricament com el
conjunt de vectors amb origen xy normals al vector c.
Una definici6 equivalent és que un hiperpla en R" és un
subespai afi de dimensié n — 1.



1.2. Operacions amb conjunts convexes

Politops i poliedres Un politop P és un conjunt de
R™ interseccié d’un ndmero finit de semiespais tancats
1 hiperplans:

P:{m|a}m§bj,j:1,-~-n;
C;:flizdj,j:17...p; Z, aj, Cj, GRH}

Si el politop €s acotat s’anomena poliedre. Ambdés son
convexes. Per exemple, la figura 1.1 mostra el poliedre:

$1+$2+$3:1

T1, T2, T3 Z 0

3

1

Figura 1.1: Poliedre 1 + 2o + 23 =1, 2; > 0

Simplex Siguin m + 1 punts diferents: z,--- &, €
R™. El conjunt I' de totes les combinacions convexes
d’aquests punts s’anomena simplex amb vertexs x;:

1=0 =0

Bolla Euclidea Una bolla Euclidea, o simplement bo-
lla, de centre x. i radi r en R" és:

B(xe,r) ={z | |z —z[2 <} =
{zl@—2)" (& —=) <1’} =
{z.+ru|||ulls <1} (1.11)
El-lipsoide Un el-lipsoide és:

E={z|@@-2) P&-z)<1}=
{x.+Au||ul, <1, A*=P} (1.12)

On les matrius P 1 A son simetriques i semidefinides
positives. La mida dels semieixos és 1/\;, on \; son els
autovalors de P.

1.2 Operacions amb conjunts convexes
Suma
F'+A={z|z=z+y,xzcl,ycA}
Notar que:

'-A={z|z=z—y,zecl,ycA}

Producte per un escalar

Al={z]|z=\z,zel}

1.3 Teoremes sobre conjunts convexes

Teorema 1.1 Operacions amb conjunts convexes
que preserven la convexitat

Les segiients operacions amb els conjunts convexes I i
A, donen lloc a un conjunt convex:

e Interseccio I' N A.

e Sumal + A.

e Diferencia [I' — A.

e Producte per un escalar A T'.
e Translacié z + I'.

e Combinacio lineal AT" + u A.

e Combinaci6 afi. Donada la funcié afi f : R" — R™,
f(x) = Az + b, la imatge del conjunt convex I" al

aplicar f: f(I') ={f(z) |z € T'}.

Teorema 1.2 Separacié de conjunts convexes
Un hiperpla {z | ¢’z = o} separa dos conjunts I, A si

zel=clz<a
reA=cTz>a

Es a dir:

cley <clzy Vel 2, €A

Si les desigualtats son <, >, es diu que 1’hiperpla se-
para estrictament els conjunts.

Si I', A son dos conjunts convexes no buits, existeix
un hiperpla que els separa. De fet,sia € I'ib € A son
dos punts de distancia minima, aleshores 1’hiperpla que
passa pel seu punt mig és: ¢’z = a,onc =a—bi
a = (|lall3 - [[blI3)/2

Teorema 1.3 Hiperpla suport

Donat un conjunt convex I', es diu hiperpla suport de I'
a I’hiperpla que té interseccié no buida amb I tal que
I esta contingut en un dels semiespais determinats per
I’hiperpla. Es a dir, si Z és un vector que no pertany a
I’interior de I', aleshores existeix un vector ¢ # 0 tal
que:

ctz>c'z Vel

Si I' és un conjunt convex compacte (tancat i acotat),
aleshores qualsevol hiperpla suport de I' té almenys un
punt extrem de .
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Teorema 1.4 Interseccié de conjunts convexes
Sil';,7 € Z és una familia de conjunts convexes en R",
Nicz L'i s un conjunt convex.

Teorema 1.5 Combinacié convexa de punts
Si I és un conjunt convex, aleshores qualsevol combi-
naci6 convexa de m punts de I pertany a I'.

Teorema 1.6 Teorema de Caratheodory

Sigui un conjunt arbitrari I' C R", aleshores, qualse-
vol punt x € I' es pot expressar com a la combinaci6
convexade n + 1 punts de I'.

Alternativa 1 Alternativa 2 Nom
Az=> ATy >0 Farkas
>0 bTy <0
Az<b ATy >0 Gale
x>0 bty <0
y=>0
Az <0 ATy =0 Gordan
y=>0
y70
Aiz<0 ATy, +AJy,=0 Motzkin
A,z <0 Yy >0,y #0
Y20

Taula 1.1: Alguns teoremes d’alternatives.

ai

b

ag

(b)

(a)

Figura 1.2: Interpretacié geometrica del teorema de
Farkas.

1.4 Teoremes d’alternatives

Teorema 1.7 Lema de Farkas

Sigui A una matriu m X n i b un vector, b € R™.
Aleshores es compleix exactament una de les dues al-
ternatives segilients:

1. Existeix un vectorz € R" talque Az =biz > 0.

2. Existeix un vector y € R™ tal que ATy > 01
bTy < 0.

Interpretacié geometrica: Siguin ay, - --a, les colum-

nes de A. La condicié 1 implica que el vector b és

Capitol 2. Funcions convexes

una combinacié conica dels vectors a; (veure la figu-
ra 1.2.(a)). La condicié 1 vol dir que hi ha un vector
y que fa menys de 90° amb els vectors a; i més de 90°
amb el vector b. Per tant, existeix un hiperpla perpen-
dicular al vector y que separa el vector b del con format
pels vectors a; (veure la figura 1.2.(b)).

Existeixen nombroses variacions del teorema de Farkas.
La taula 1.1 en mostra algunes.

Capitol 2
Funcions convexes

2.1 Funcions convexes

Sigui I' un conjunt convex de R" i f una funci6 definida
sobre I'. Es diu que f és convexa si:

f()\:vl + (1 — )\)132) S
Af(@) + (1= A) f(=z2)

Si la desigualtat és <, es diu estrictament convexa.

.’1:1,:1:2€F } (21)

0<A<1

Teorema 2.1 Desigualtat de Jensen

L’equaci6 (2.1) es pot generalitzar facilment a qualse-
vol combinacié convexa de punts de I'. Es a dir, si
Ty, Ty € rio < )\ < 1, Zz)\l =1, 1= 1,"'71,
aleshores f és convexa si:

fwzy+ - Axa) < A fx) + - A f(@n)

També podem agafar un conjunt infinit de punts de I,
de manera que per qualsevol funcié p(z) > 0, D C T,
Jpp(x) = 1, aleshores f és convexa si:

/ ( / p(z)xdx) < [ @) 1@ do

Podem interpretar p(z) com una funcié densitat de pro-
babilitat. Per tant, la desigualtat (2.2) es pot enunciar
de la segiient manera: Si & és una variable aleatoria 1
z € dom [ amb probabilitat 1, aleshores per a qualse-
vol funcié convexa f:

f(Ez) <Ef(z)

La desigualtat (2.3) es coneix com a desigualtat de Jen-
sen.

(2.2)

(2.3)

Figura 2.1: Epigrafic d’una funcid.



2.2. Funcions concaves

Teorema 2.2 Epigrafic d’una funcié convexa

Perque una funcié f definida sobre un conjunt convex I'
de R"™ sigui convexa, és necessari i suficient que el seu
epigrafic (veure la figura 2.1):

epi f = {(z.y) [z €T,y > f(x)} CR""

sigui un conjunt convex de R"'I Notar que
{(z,y) | ¢ € T,y = f(x)} és el grafic de la funcié
f(x). Lepigrafic és el conjunt de punts que queda per
sobre del grafic.

Una funcié f definida sobre un conjunt convex I es
concava si — f és convexa. En aquest cas, I’hipografic,
definit com {(z,y) | z € ',y < f(z)} és un conjunt
convex.

Podem considerar, doncs, 1’epigrafic com el nexe d’u-
ni6 entre els conjunts convexes i les funcions convexes:
Les funcions convexes son aquelles en les que el seu
epigrafic és un conjunt convex. En I’apendix G s’ex-
plica com calcular I’hiperpla suport de 1’epigrafic d’una
funci6 convexa.

2.4)

2.2 Funcions concaves

Sigui I" un conjunt convex de R™ i f una funcié definida
sobre I'. Es diu que f és concava si:

Af(@) + (1= A) f(za)

Si la desigualtat és >, es diu estrictament concava. Si f
és convexa, — f és concava.

T, 2o } 25)

0<A<1

2.3 Operacions que preserven la convexi-
tat

e Tota combinacié lineal amb coeficients positius de
funcions convexes és convexa.

e Si f1 1 fy son convexes i fy és no decreixent, alesho-
res f1 - fo €s convexa.

e El superior d’una familia finita de funcions convexes
és una funcié convexa.

e Si f; és una successi6 de funcions convexes que con-
vergeixen a una funci6 limit f, aleshores f és conve-
xa.

e Composici6 aff: Sigui f : R* - R; A € R™™,
beR'ig:R" = R, gx) = f(Az + b),
dom g = {x | Az +b € dom f}. Aleshores si
f és convexa/concava, g també ho és.
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2.4 Continuitat i derivabilitat de funcions
convexes

e Una funcié convexa f és continua en tots els punts
interiors a I’interval on esta definida.

e Perque una funcié derivable en un interval I sigui
convexa, és necessari i suficient que la derivada f’
sigui creixent en /.

e Si una funcié f definida i dues vegades derivable en
un interval [ és positiva o nul-la en I, aleshores f és
convexa.

Teorema 2.3 Condicié de convexitat de primer or-
dre

Una funcié f diferenciable en un conjunt obert convex
[, és convexa si i només si (Vf(x) és el gradient, veure
I’apendix F, pag. 24):

fy) > fl@)+ Vi)' y—=z), Vyzel (26

Demostracié. Sigui z = axz + (1 — a)y; z,y € I

De (2.6) tenim:
flx) > f(z) + Vf(2)" (z - 2)
fly) > f(2) +Vf(2)" (y —2)
D’on:

af(@)+(1-a)fly) >
f(z) + Vf(2)" (az + (1 —a)y —2) = f(2)

Que demostra que si es compleix (2.6), aleshores f és
convexa. Demostracié en sentit contrari: Per convexi-
tat tenim que per 0 < o < 1: f(ay + (1 — a)z) <
af(y)+ (1 —«) f(x). Per tant, per 0 < o < 1:
fle+aly—2)) — flx
@2y =2) = I@ < py) - fay

d’on, agafant o« — 0 tenim (2.6) (veure (F.2), pag. 24),
que demostra que si f és convexa es compleix (2.6). [

Notar que la definicié de convexitat es pot interpretar
dient que la interpolacio lineal entre dos punts de la fun-
ci6 sobreestima el valor de la funcid, mentre que (2.6)
es pot interpretar dient que 1’aproximacié amb el pla
tangent subestima el valor de la funcidé.

Teorema 2.4 Condici6 de convexitat de segon ordre
Una funcié f dues vegades diferenciable en un conjunt
obert convex I, és convexa si i només si:

Vf(x) >0, Vxel .7)

Es a dir, si el Hessia de f és semidefinit positiu en I'.
Geometricament, equival a dir que f té una corbatura
“cap amunt” en I'.
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Demostracio. Desenvolupant per Taylor (veure 1’apen-
dix H):

fly)=f=)+ V)" y—z)+
1/2(y —2)'Vi(z+aly—=2) (y -

per algun 0 < o < 1. D’aqui tenim que si el Hessia
és una matriu semidefinida positiva en I', aleshores es
complira que f(y) > f(z) + Vf(z)T (y — z), i per el
teorema 2.3 podem afirmar que f és convexa. Per altra
banda, si el Hessia no és una matriu semidefinida posi-
tiva, aleshores aquesta desigualtat no es complira, i per
el teorema 2.3 podrem afirmar que f no és convexa. L[]

2.5 Exemples de funcions convexes en R

Funcions lineals i afins son convexes i concaves al-

hora.

Exponencial ¢”” és convexa en R per qualsevol a €
R.

Potencies z“ ésconvexaen R, pera <0oa > 11

concavaper 0 <a < 1.

Poteéncies del valor absolut
p> 1

|z|P és convexa en R per

Logaritme
vexaen R, .

log x és concavaen R, , i —log z és con-

Entropia negativa x logz és convexaen R, ,, oen
IR, si imposem el valor O per x = 0.

2.6 Exemples de funcions convexes en R"

Normes totes les normes son convexes.

Maxim f(z) = max{xq,---x,} és convexa.

Raé entre una funci6 quadratica i una lineal
f(x, y) =2?/y, dom f =R x R, és convexa.

Logaritme de la suma d’exponencials
f(z) = log{e** + - --e"} és convexa.

Mitjana geometrica
flx) =TT, z:)V™, dom f =" és concava.

'Exemple agafat de [3].

Capitol 2. Funcions convexes

Logaritme del determinant
f(z) =log det X, dom f = {X | X > 0} és concava.

Cx(),yo =
{(@, ) | 9(z, y) < g(xo, yo)}

Ve

Cay = {2 [ f(2) < f(20)}

Figura 2.2: Exemple d’un conjunt de nivell Cy,, i Cy
d’una funcié quasiconvexa f : R — Rig: R> = R
respectivament.

2.7 Funcions quasiconvexes

Es diu subconjunt de nivell (sublevel set) C, d’una fun-
ci6 f : R® — R que passa per un punt z, al conjunt
(veure la figura 2.2 i I’apendix G):

Cay = {2 | f(2) < flz0)}

Es diu que una funcié f, dom f = D és quasiconvexa
si D1 tots els seus subconjunts de nivell C,, 2y € D son
conjunts convexes. Una funcié f es diu quasiconcava si
— f és quasiconvexa. En aquest cas, els seus “supercon-
junts de nivell”, definits com {z | f(z) > f(z()}, sén
conjunts convexes. Evidentment, una funcié convexa
també és quasiconvexa.

(2.8)

Observacions

e La quasiconvexitat també es pot enunciar de la se-
giient manera: Una funcié f és quasiconvexa si i no-
més si dom f = D és quasiconvex i:

FOAzy+ (1= N zo) <max{f(z1), f(z2)} (2.9)

Alguns autors anomenen (2.9) com desigualtat

de Jensen per funcions quasiconvexes (comparar
amb (2.3), pag. 4).
Exemple 2.1 Funcié quasiconvexa
Lafuncié f : R? —» R, f(z,y) = 2y, dom f = R3 no
és convexa ni concava perque el Hessia:

01

2p

w-[l

¢és una matriu indefinida (donat que té els autovalors +1,

5 . N IRN 2
—1, veure I’apendix D). f pero, és quasiconcava en RZ.
perque els superconjuts de nivell:

{(z,9) lzy>a, a,z,yeR,}



2.8. Funcions pseudoconvexes

s6n conjunts convexes. Notar que en R? f és quasicon-
vexa'. -

Exemple 2.2 Funcié lineal fraccional
La funcié:

alz+1b

m, domf={:1:|cT:L‘+d>O}

(2.10)
és quasiconvexa i1 quasiconcava (quan es compleixen
aquestes dues condicions la funcié es diu quasilineal),
perque els seus subconjunts de nivell: {z | a¥z + b <
a(cz + d), ¢z + d > 0} son la interseccié d’un
subespai obert i un subespai tancat, per tant, és un con-
junt convex. Analogament es pot veure que els super-
conjunts de nivell també sén conjunts convexes'. n

fz) =

Teorema 2.5 Condici6 de quasiconvexitat de primer
ordre

Si f : R® — R és diferenciable i quasiconvexa en el
conjunt convex dom [ = D, aleshores:

f(z) < f(zo) =
Vf(zo)T (x — ) <0, Va, 20 €D (2.11)

L’equaci6 (2.11) té una interpretacié geometrica senzi-
lla quan Vf(zg) # 0: Defineix I’hiperpla suport del
subconjunt de nivell {z | f(z) < f(zo)} en el punt z,
(veure la figura F.1, pag. 25).

2.8 Funcions pseudoconvexes

Més endavant veurem que Vf(z*) = 0 és una condicio
necessaria 1 suficient perqué z* sigui el minim global
d’una funcié convexa. Aix0 no €s cert per una funcié
quasiconvexa. Per exemple, f(x) = 23 és una funci6
quasiconvexa, perd f'(0) = 0,1 x¢ = 0 és un punt d’in-
flexi6. Per evitar aquest problema es diu que una funcié
f definida en un domini obert D és pseudoconvexa si és
diferenciable en D i compleix:

Vf(xo)" (x —20) >0 =
() > f(xo) Va, 20 €D (2.12)

S~

Per exemple, la funcié f(z) = 23 + x és pseudoconve-
xa perqué f'(zo) (x — zo) = (223 + 1) (x — zp), que
permet garantir la implicacié (2.12). En canvi, la funcié
f(x) = z* no és pseudoconvexa perque per xo = 0 te-

nim que f/(0) (x—0) = 0. Per tant, de f'(0) (z—0) >0
no podem deduir que f(z) > f(0).

Capitol 3
Optimitzacio sense restriccions en R

3.1 Condicions d’optimalitat

Problema: minimitzar una “funcié objectiu” (anomena-
da també “funci6 de cost”) f(z) : R — R no subjecta a
restriccions (unconstrained):

min  f(x) (3.1)

Els maxims i minims de f s’anomenen valors ex-
trems.

Teorema 3.1 Condicions necessaries per un valor
extrem

Si f és diferenciable en un conjunt obert I', aleshores
perque x* € I' sigui un valor extrem s’ha de complir
que la derivada de f s’anul-li en 2*: f'(2*) = 0.

Demostracio. (esbos) Si x* és un valor extrem, alesho-
res f(xz*+Ax)/Ax ha de canviar de signe quan es passa
de Ax < 0aAz > 0. ]

També hi pot haver punts extrems on la derivada de
f no existeix (la derivada és discontinua). Els punts on
la derivada de f s’anul-la o és discontinua s’anomenen
punts critics. Aixi doncs, un punt extrem de f és neces-
sariament un punt critic. El contrari no és cert.

Per buscar el minim d’una funcié a partir de la seva
derivada, buscarem els punts critics, i analitzarem la se-
va condicid segons mostra la segiient taula:

Signe de f'(z)

r<z* x>z* Tipus
+ — maxim
— + minim
+ + f creix
— — f decreix

Taula 3.1: Tipus de punt critic =* segons el signe de
f'(x) en I’entorn de x*.

Teorema 3.2 Condicions suficients d’optimalitat

Si f és dues vegades diferenciable en un punt z* d’un
conjunt obert I' i f/'(z*) = 0, aleshores z* és un punt
maxim local si f”(z*) < 0 i és un minim local si
f'(x*) > 0.

Demostracio. (esbos) Si f”(x*) < 0 vol dir que f'(z*)
és decreixent en x*, 1 segons la taula 3.1 aixo és un punt
maxim. [



Notar que si f'(z*) = 01 f”(z*) = 0 no podem
determinar si el punt critic * és un punt extrem. En
aquest cas, si la primera derivada no nul-la és d’ordre n
(fD(z*) =0, i < n, f™(x*) # 0), aleshores desen-
volupant per Taylor en x* tindrem:

f@) = @) + 2 o), e <t - af
D’on
_ x\(n—1)
Flay =T i) el <o - af

(n—1)!

Tenint en compta la férmula anterior i la taula 3.1, de-
duim que: (i) Si n és parell: Si £ (z*) < 0, aleshores
z* és un punt maxim, si f(™(2*) > 0, aleshores z* és
un punt minim. (ii) Si n és senar en x* no hi ha un punt
extrem: f(z*) és decreixent si f(z*) < 01 creixent
si f(z*) > 0.

3.2 Metode de la seccio aurea

Golden section search, és un metode iteratiu en el que
I’tnica condicié que imposem a f és que sigui unimo-
dal en un punt minim x* (és a dir, f és monotona de-
creixent per x < z* i monotona creixent per x > z¥,
per tant, hi ha un dnic punt minim en x*). Suposem
que avaluem la funcié en 3 punts z; < z3 < 9, tals
que f(z1) > f(z3) < f(x2). Per tant, z* € [z1, 9]
(figura 3.1). Per cada punt addicional on avaluem la
funcié podrem reduir I’interval on es troba x*. Per
exemple, per un punt z4 tal que: x3 < x4 < w9, Si
f(x3) > f(z4) < f(x2) aleshores z* € [z3, x4, altra-
ment serd f(z1) > f(x3) < f(zy)ix* € [x1, 24].

Figura 3.1: Metode de la secci6 aurea.

El criteri de la secci6 aurea €s que la proporcié en que
es reduira I’interval en cada iteraci6 sigui el mateix, €s

a dir:
a

c c

b a b-ec

Aillant ¢ en les igualtats anteriors tenim: b/;/%/a =
_a/b _:>() +%_1:0,d’on:

b/a—a/b ~
a ~1++/5
b2

o =
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L2783 — ] T4 — oy tenim:
r3—IT1 T2—T4

De les relacions:

1

1+«
1

1+«

Ty = (vzy + x2)

(3.2)

Ty = (331 + CK.CL'Q)

En I’apendix A hi ha una possible implemtacié en R [1].

Figura 3.2: Bdsqueda de Fibonacci.

3.3 Busqueda de Fibonacci

De forma semblant al meétode anterior, en la iteracid k es
construeix un interval d; que queda dintre de I’interval
previ dj_1, tal com mostra la figura 3.2. Es pot demos-
trar que I’estrategia que més redueix I’interval d’incer-
tesa d’on es troba el minim si en total es fan V iteraci-
ons és:

FN k+1

d, = 25
k Py

di, k=2,---N (3.3)

on d; = xo — 1 és l'interval inicial (notar que comp-
tem D’interval inicial com la primera iteracid) i F; soén
els nameros de la seqiiencia de Fibonacci:
Fi=F_1+F_o i>22 Iy=F=1
De I’equaci6 (3.3) tenim que I’interval on es troba el mi-
nim en la iteracié N sera: dy = Fy/Fy di = di/F.
De manera que si desitgem determinar el minim amb
una incertesa inferior a §, buscarem el primer terme
de Fy de la seqiiencia de Fibonacci que compleix:
dy < 0 < dy_1. Es adir:
dy
Fy > 35 > Fn_q (3.4)

Un cop determinat N, per calcular els punts en cada
iteraciod, de (3.3) s’obté:

Fn_jyo — Fn_pn
dy =

dp—1 — dj, = Fos
N—k+2
Fka FN k
d d k=2,---N (3.5
FN 1= FN k2 k—1, ) ( )



3.4. Metode de Newton

d’on:
(k) (k—1) k-1, Fyok
3. =12 + (dg—1 —di) =2y '+ 7 di_1
N—k+2
_ Fy_
xflk) _ x;k 1) (dp_s — dy) = gk 1) X N—k de
N—k+2

k=2---N

En I’apendix B hi ha una possible implemtacié en R [1].

3.4 Metode de Newton

Suposem que [ és diferenciable dues vegades. Alesho-
res podem aproximar f amb el polinomi de Taylor:

q(x) = flar) + f'(zx) (@ — ) +1/2 [ (23) (2 — 25,)°

Derivant podem aproximar I’extrem de f(z) per el de
q(x):

[ ()
") =0 = =X —
7 FET )
d’on arribem a la férmula iterativa:
f'(x)
Tp41 = T — f”(xk) (3.6)

Notar que també podem arribar a 1’equaci6 (3.6) a par-
tir de la formula iterativa de Newton per trobar el zero
d’una funci6 g(x) = 0:

g(wx)
9'(xr)

on la funci6 on volem trobar el zero és: g(x) = f'(z).

(3.7

Tp41 = T —

Capitol 4
Optimitzacio sense restriccions
en R”

4.1 Condicions d’optimalitat

Problema: minimitzar una “funcié objectiu” (anomena-
da també “funci6 de cost”) f(z) : R — R no subjecta
a restriccions (unconstrained):

min  f(z) 4.1)

Teorema 4.1 Condicions necessaries d’optimalitat
Si f és diferenciable en un conjunt obert I', aleshores
les segiients condicions son necessaries perque z* € I’
sigui un minim local:

Vf(z*) =0 (Condici6 de primer ordre)
V2f(z*) >0 (Condicié de segon ordre)

4.2)
4.3)
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Demostracié. La derivada direccional de f(z*) en el
sentit del vector v és v Vf(z*). Si z* és un minim,
aquesta derivada ha de ser > 0 per qualsevol v. Per
tant, haura de ser Vf(z) = 0.

Desenvolupant per Taylor:

fl@”+av) - f(") =
aviVf(z*) + a?/2vIVAf(z*)v + o(a?)

Si 2* és un minim, i tenint en compte (4.2), haura de
ser:

f(@ +av) - f(z")

a2

Agafant a — 0 resulta v V2f(2*)v > 0 per qualsevol
v, és a dir, V2f (z*) ha de ser semidefinida positiva. []

=1/2v'V3 (z*)v+o(a®) > 0

Teorema 4.2 Condicions suficients d’optimalitat
Si f és dues vegades diferenciable en un conjunt obert
I, i Vf(z*) = 0, aleshores * és un punt maxim local
si VZf(z*) < 01 és un minim local si V3f(z*) > 0.

Teorema 4.3 Condicions suficients per una funcié
convexa
Si f és una funci6 convexa en un conjunt convex I,
aleshores:
e Un minim local de f en I" també ho és global. A més,
si f és estrictament convexa, el minim és tnic.

e Vf(z*) = 0 és una condicié necessaria i suficient
perque z* € I sigui un minim global.

Exemple 4.1 Minimitzaci6 d’una funcié convexa
quadratica

El problema general de minimitzacié d’una funci6 f(x)
convexa quadratica és:

min  f(z)=1/2z" Az —b 'z +c (4.4)

on suposarem A € S% , b € R", ¢ € R. Apli-
cant el teorema 4.3 tenim que la soluci6é z* de (4.4)
compleix Vf(z*) = 0. Operant (veure I’exemple F.1,
pag. 24) s’obté que el minim de (4.4) el podem calcular
resolent el sistema d’equacions: Az* — b = 0, d’on:
z*=A"1h.

Un cas especial del problema de minimitzacié quadra-
tica és el problema dels minims quadrats: Desitgem tro-
bar la funci6 lineal f(z) = v' z que millor s’aproxima
amb error quadratic al conjunt de mesures: (f(z;), x;).

iL'T

Si definim A = [ .1} ,b= [f(xl)] , aleshores hem de
resoldre el problema:
min [[Av — bl5 =

vIATAv—-2(A")"v+b"b 4.5)

que té per solucid el sistema d’equacions (anome-
nat “equacions normals del problema de minims qua-
drats”): ATAv =A"Tb. -
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4.2 Metodes de descens

Els metodes que es descriuen en les proximes seccions
es basen en aplicar 1’algorisme iteratiu:

Tpi1 = X + oy Ax,, o € R, 4.6)
on Az s’anomena “pas” o “direccié de busqueda” (se-
arch direction) i ho calcularem segons els metodes que
veurem a continuacio, i o € R, s’anomena la “mi-
da del pas” (step size). Notar que només sera o = 0
si s’ha assolit el punt optim: z; = z*. La idea del
metode és “descendir”, en el sentit de que f(zyy1) =
flzr+ap Azy) < f(zy), enla direccié del vector Azy,.

Nota sobre la direccié Azxy: Desenvolupant f per Tay-
lor en x;, tenim:

f@r11) = f(@r + o Amy) =
flxy) + Vf(z'k)T ar Az, + oay,)

Per un valor suficientment petit de o, > 0, o(«) sera
negligible i perque f(z41) < f(x)) haura de ser:

Vf(zy)" Az, < 0 4.7)
Es a dir, per apropar-nos cap el minim de f des de zy,
hem d’agafar una direccié Az, que faci un angle major
de 90° amb Vf(z,) (veure la figura 4.1).

Figura 4.1: Mida del pas amb el metode exact line se-
arch. La figura mostra les corbes de nivell d’una funci6
f : R? — R. El punt de la linia Az; que més s’a-
propa al minim de f és alla on Az és ortogonal amb

Vf(Zks1)-

4.2.1 Calcul de la mida del pas

Per a calcular la mida del pas (line search), oy, en (4.6)
hi ha varies tecniques. La tecnica anomenada exact line
search consisteix en resoldre el problema:

min - f(@ + ax Azy) (4.8)

Capitol 4. Optimitzacio sense restriccions en R"

Es a dir, triada una direccié Az, calculem el valor del
pas que més ens apropa al minim de f. Notar que el pro-
blema (4.8) és un problema d’optimitzacié sense res-
triccions en R i, per tant, el podem resoldre fent servir
algun dels metodes explicats en el capitol 3. En parti-
cular, si imposem f’(ay) = 01 apliquem la regla de la
cadena, tenint en compte (4.6), oy, vindra donat per:

d

d
Ef(xk+1) = Vf(@p1)" Exk+1 =

Es a dir, hem de triar oy, de forma que el gradient en
Ty sigui ortogonal amb Azy. La figura 4.1 déna una
justificaci6 visual d’aquesta condicio.

4.3 Metodes de bisqueda directa

Es caracteritzen per no utilitzar la derivada de la funcié
a minimitzar.

4.3.1 Metode de Hooke i Jeeves

La idea és fer una buisqueda exploratoria en I’entorn de
. Segons els resultats obtinguts es fa un desplacga-
ment orientat o es redueix la mida del pas a la meitat
1 es continua I’exploracié. Les direccions de busque-
da son vectors unitaris en les direccions dels eixos de
coordenades. L’algorisme és el segiient:

1. Inicialment es posa b; = punt inicial.

2. Es fa una bisqueda exploratoria en I’entorn del punt
b,: by = exploracio(b;, f(b1)), on el pseudocodi de
la funci6 exploracio és:

exploracio(z, fiin) {
Tiest =T
per(totes les components z[i] de z) {
Ttest [Z] = ‘/I;[Z] + Oé[l} 5
Si (,f(xtest) < f?nin) { %éXit
.fmz'n = f(ztest) 5
} altrament { %falla
xtest[i] = LL’[Z} - OZ[’L] 5
Si (f(mtest) < fmzn) { %éXit
fmin = f(xtest) 5
}
}
1

retorna (Tiest)

}

Si despés de I’exploraci6 hi ha hagut exit (f(be) <
f(b1)) es passa al punt 3. Altrament es redueix el pas
a la meitat (& = a/2). Si el pas és inferior a un valor
prefixat (a < €) I’algorisme acaba amb la solucié by,
altrament es passa al punt 2.



4.4. Metodes diterencials

3. Es fa un desplacament orientat p;, = 2by, — by i
una biisqueda exploratoria en I’entorn d’aquest punt:
b;.s: = exploracio(p,, f(b2)). Si I’exploracid té éxit
(f(biest) < f(by)), aleshores es posa b; = by,
bs = b, 1 es repeteix el punt 3. Altrament es posa
b, = by i es torna al punt 2.

En I’apendix C hi ha una possible implemtacié en R [1].

4.4 Metodes diferencials

Una manera senzilla de que es compleixi (4.7) és aga-
far:

on D, és una matriu simetrica definida positiva, per
tant: —Vf(x,)T Dy Vf(z) < 0. Lequaci6 (4.6) se-
ra doncs:

Ty = T — O D, Vf(mk), aE € R_;,_ 4.11)
4.4.1 Metode del maxim descens
(steepest descent) Consisteix en agafar D, = 1

en (4.11). En aquest cas, Az = —Vf(zy), que és la di-
reccié de maxim decreixement de f (veure I’apendix F).
L[’equacid iterativa (4.11) sera doncs:

Tpi1 =T — Vf(a:k), ap € Ry 4.12)
Alguns cops aquest metode pot ser poc eficient perque
les direccions —Vf(z;) poden generar un “zig-zag” de
convergencia molt lenta cap a la solucid.

Exemple 4.2 Metode del maxim descens
En aquest exemple aplicarem el metode del maxim des-
cens per a la minimitzacié d’una funcié convexa qua-
dratica. EI problema general de minimitzacié d’una
funci6 f(z) convexa quadratica és:

min f(z)=1/22" Az —-b x4 ¢ (4.13)
on suposarem A € S, b € R", ¢ € R. De I’exem-
ple 4.1 sabem que el minim * d’aquesta funci6 s’asso-
leix en:

Az* =b (4.14)

Aix0 motiva la definicié del vector residual r, = b —
A x;, que ens diu quan allunyats de la solucié estem en
la iteracié xy,.

Tenim que: Vf(z) = Az — b. Per tant, Vf(z;) =
—7r. Aplicant (4.12):

Tpi1 =T — oy V(X)) =2k + o Tp (4.15)
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Per calcular el pas oy aplicarem (4.9). Ara Az, =
—Vf(xy) = ry, per tant:
Vf($k+1)T AIL‘k =0=
(A (z‘k +0zkrk) — b)T’I‘k =0=
(Aﬂ.’?k —b—|—OzkA'l”k)T7‘k =0=
(—’l"k + o A’l"k)TTk =0=
—rirtagr, Alr,=0=
T
= 4.16
Ak i Ary (4.16)

Resumint els resultats obtinguts, el minim de I’equaci6
quadratica (4.13) el podem obtenir resolent el sistema
d’equacions (4.14), o aplicant el metode iteratiu donat
per les equacions (4.15) 1 (4.16). El metode iteratiu es fa
servir per a resoldre sistemes amb matrius A disperses
i de mida molt gran. n

4.4.2 Metode de Newton

Consisteix en agafar D, = V?f(z;)~! (la matriu in-
versa del Hessia en ;) i o = 1 en (4.11). L’equaci6
iterativa (4.11) sera doncs:

Ty = 2, — Vf (@) VS (zk) 4.17)
Igual que en el cas unidemensional (veure la secci6 3.4),
el metode de newton es dedueix aproximant f(x) en

I’entorn de x;, per el polinomi de Taylor de segon ordre
en Ty

f@) ~ flxr) + V(@) (@ —2)+
1/2 (xp — )" V3 (2p) (1 — ) (4.18)

Vf(z*) = 0 és una condici6 suficient d’optimalitat per
el minim del polinomi (4.18). Imposant aquesta condi-
ci6 tenim que:

x =z, — Vf(z) ' Vf(zh)
d’on arribem a la férmula iterativa (4.17).

Exemple 4.3 Metode de Newton
En aquest exemple aplicarem el metode de Newton per
a la minimitzacié d’una funcié convexa quadratica. El
problema general de minimitzacié d’una funcié f(x)
convexa quadratica és:

min  f(z)=1/2z" Az —-b Tz +c (4.19)
on suposarem A € S’ , b € R", ¢ € R. EI gradient i
el Hessiade (4.19) son: Vf(z) = Az—b, Vf(z) = A
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(veure I’exemple F.1, pag. 24). Substituint en (4.17) te-
nim que:

T =T, — Vof (@) Vf(z) =
Ty — A_l (Amk — b) = A_l b

i obtenim la solucié en uns sola iteracid, que ja haviem
deduit en I’exemple 4.1. n

Capitol 5
Optimitzacié amb restriccions

5.1 Plantejament del problema

Considerarem el problema d’optimitzaci6 en la “forma
estandard”:

min f(x)
s.a gi(x) <0, i=1,---m (5.1
h](x) - 07 .] = ]-’ p

Per compactar la notacié definim les “restriccions fun-
cionals”: g : R" — R™, h : R" — RP:

91(z) hi(z)
g@)= || h@) = | (5.2)
Im () hy(z)
de manera que podem reescriure (5.1) com:
min ()
s.a g(x) <0 (5.3)
h(z)=0

x € R": Variable d’optimitzacio.

f(z): “funcié objectiu” o “funcié de cost”.

g(x) < 0: Restriccions de desigualtat (inequality
constrains).

e h(x) = 0: Restriccions d’igualtat (equality cons-
trains).
e Regi6 factible D:

D =dom f N domg N dom h =

m p
dom f N[ dom g, N () domh; (54)

i=1 j=1

La soluci6 optima p* és:

p* = min {f(z) | g(x) <0, hiz) =0} (5

Capitol 5. Optimitzacié amb restriccions
e Si el problema no té solucions factibles posarem p* =
0.

e Si el problema no esta acotat, aleshores p* = —oc.

e Un punt z* és optim si z* € D i f(z*) = p*. El
conjunt de tots els punts Optims I’anomenarem X ;.

e Direm que z; és un optim local si és Optim en un en-
torn 7 ||z — x1]|2 < 7.

e Direm que una restricci6 de desigualtat g; és activa en
un puntz € D si g;(x) = 0, i inactiva altrament. No-
tar que les restriccions d’igualtat h;(x) son sempre
actives.

5.2 Problema d’optimitzacié convexa

Un problema d’optimitzacié convexa en la “forma es-
tandard” és:

min  f(x)
s.a g(x) <0 (5.6)
Az =Db

on la funcid objectiu f i funcions de g sén funcions con-
vexes. Si ho comparem amb el problema general (5.4)
hi ha tres condicions addicionals: (i) La funcié objectiu
ha de ser convexa, (ii) les restriccions de desigualtat han
de ser convexes, i (iii) les restriccions d’igualtat han de
ser funcions afins.

5.3 Problemes equivalents

Direm que dos problemes son equivalents si la solucié
d’un d’ells es pot obtenir directament de la solucié de
I’ altra.

Canvi de variables Si ¢(x) és una bijeccié en D i

definim f(z) = f(6(@)), 5i(®@) = g:(¢(@)), hy(z) =
h;(¢(x)), aleshores el problema:

h»

min  f(z)
i(x)

i(@)

S. a 0, 1 5.7

0, Jj=

I IA

1,"’TL
1’p

>

és equivalent a (5.1) perque si 7 €s un punt optim
de (5.7), aleshores 3 = ¢(x]) sera un punt optim
de (5.1).



5.4. Lagrangia i dualitat
5.4 Lagrangia i dualitat

Definim el Lagrangia del problema (5.1) com la funcié
L:R"xR™ x RP = R:

Lz, A p) =

+ZA 9:(@) + > 1y hy (@)
f@)+ A g(x) +p"h(z) (5.8)

amb dom L = D N R™ N RP. Els coeficients dels vec-
tors A i p s’anomenen respectivament variables duals o
multiplicadors de Lagrange associats a les restriccions
de desigualtat 1 restriccions d’igualtat.

Definim un punt de sella (saddle point) del Lagrangia
del problema (5.3) com una tupla (£, A, &) donada per:

Lz, A\ p) = jmax gélirjl L(z, A\, p) (5.9
Notar que:
T <
min L(z, A, p) = L(Z, A p) <
B\ 1) <
Jnax min Lz A p) =L@ A p) <
max L(z,\,p) = L(z, A i) (5.10)
A>0,p

d’on es pot deduir que si el punt de sella (z, A, [L) exis-
teix, aleshores és una soluci6 del problema (5.1). Notar
també que & = 2 (X, ). Es a dir, el valor & que minimit-
za mingep L(z, A u) en general dependra dels valors
de A, p. Tgualment, (X, 1) = (A(z), i(x)).

5.4.1 Funci6 dual Lagrangiana

Definim la funcié dual Lagrangiana (o simplement fun-
ci6 dual) del problema de minimitzacié (5.3) a la funci6
¢ : R™ x RP — R igual al minim del Lagrangia en
zeD:

oA p) = min L(z, A\, p)

mm{f

zeD

=Lz, A\ p) =
)+ AT g(@)+p"h(z)} (5.11)

Si L no esta acotat en x, aleshores ¢(A, ) = —oc.

Teorema 5.1 La funcié dual Lagrangiana és conca-
va
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Demostracio.

Plad + (1 —a) Ay, ap +
mln{f

zeD

(1—a)py) =
+(ad +(1—a)X) g(z)+

+(1—a)p,)" h(z) }—
() + A1 g(x) + ui h())+

+ X5 g(x) + 3 h(z)} >
ggg{a( T) + A g(x) +pi h(z))}

)
gg{(l—@)(f(ﬁ)ﬂ”\z 9(x) +p; h(z))} =
ad(Ar, ) + (1 —a) d(Ag, py) O

(o py +

i o

(1—a)(f(z

\_/v

)
)+ +
h

5.4.2 Problema dual de Lagrange

S’anomena Problema dual de Lagrange (Lagrange du-
al problem) del problema de minimitzacio (5.3), que en
aquest context s’anomena ‘“‘problema primal”, al pro-
blema d’optimitzacio:

max (A, )

5.12
s.a A>0 ( )

on ¢(A, p) és la funcié dual Lagrangiana (5.11). S’a-
nomena solucié dual factible als vectors (A, p) tals que
A>01¢(A, pu) > —oo. La solucié (A", u*) del proble-
ma (5.12) s’anomena solucié optima dual.

Notar que el problema (5.12) és un problema d’opti-
mitzacié convex, perqué ¢(A, u) és una funcié concava
(veure el teorema 5.1) i les restriccions son un conjunt
convex.

Teorema 5.2 Teorema debil de la dualitat
(Weak Duality Theorem) Sigui Z un vector primal fac-
tible, i (A, f+) una tupla dual factible, aleshores:

oA, i) < (&) (5.13)

Demostracid. Six és un vector Primal factible, alesho-
res: g(z) < 0ih(z) = 0. Si (A, t) és una tupla dual
factible, aleshores: A > 0. Per tant:

A g(@) + A" h(z) <0
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Teorema 5.3 Teorema fort de la dualitat
(Strong Duality Theorem) Si x* i (A", p*) son res-
pectivament solucions del problema primal (5.3), i du-
al (5.11), i
(A", p*) = f(z") (5.14)
aleshores es diu que es compleix la condici6 forta de la
dualitat.

Si es compleix 1’equacid (5.14), aleshores basta resol-
dre el problema dual per resoldre el problema primal.
L’equaci6 (5.14) no sempre es compleix. A les con-
dicions que permeten garantir que la condici6 forta de
la dualitat es compleix s’anomenen “qualificacié de les
restriccions” (constraint qualifications).

Teorema 5.4 Qualificacio de les restriccions de Sla-
ter

Un problema de programacié convexa (veure la sec-
ci6 5.2) compleix la condici6 forta de la dualitat (5.14)
si existeix algun puntZ € int D on g(z) < 0 (int D vol
dir interior a D). Es a dir, es compleix:

g;(2)<0,i=1,---m; Az=Db (5.15)

Teorema 5.5 Qualificacio6 de les restriccions de Kar-
lin

Un problema de programacié convexa compleix la con-
dici6 forta de la dualitat (5.14) si no existeix un vector
peER™, p>0,p#0talqueplg(x)>0, Ve eD.

Exemple 5.1 Qualificacio de les restriccions de Sla-
ter
Considerem el segiient problema:

min  f(z) = 2°

s.a gi(z)=—24+1<0

La regi6 factible és D = dom f N dom g; = {z | x >
1}. La funcié f és convexa en D i existeix algun punt
& €int Don g;(2) < 0 (p.e. & = 2). Per tant, es com-
pleix la qualificacid de les restriccions de Slater. Po-
dem comprovar que tampoc existeix un p > 0 tal que
pgi(x) = p(l —x) > 0, Yo > 1. Per tant, també es
compleix la qualificaci6 de les restriccions de Karlin.

El Lagrangia del problema d’optimitzacié és:
L(z,\) = 2% 4+ M\(—z + 1). La funcié dual La-
grangiana és doncs: ¢(A;) = mingep L(z, A1) = 1,1
el problema dual de Lagrange:

max ¢(A) =1
s.a A >0
que té per solucié d* = ¢(A}) = 1. La solucié optima
del problema d’optimitzacié és p* = 1 que s’assoleix
per * = 1. Per tant, es compleix la condici6 forta de la
dualitat: p* = d*. =

Capitol 5. Optimitzacié amb restriccions

Teorema 5.6 Folganca complementaria
Si es compleix la condici6 forta de la dualitat (5.14), 1
les solucions primal i dual Optimes son respectivament

z* 1\, aleshores:

XTgx*)=0 (5.16)
ésadir: A} > 0= g;(z*) =0, gi(z*) > 0= A\ =
0. EIl teorema també es pot anunciar aixi: si A(m*)

és el conjunt de desigualtats actives en z*: A(x*)

{i ] g:(z*) = 0}, aleshores \; =0, Vi ¢ A(z*).
Demostracio.
f(&®) = oA p*)

= min {f(z) + A" g(z) +p" h(z)}

< f(@") + X" g(z") +p*" h(z?)

< f(z)
on la primera igualtat es conseqiiencia de la condici6
forta de la dualidad, la segona és la definici6 de la fun-
ci6 dual, la tercera per la definici6 del minim, i la quarta

perque A*" g(z*) < 01 p*T h(z*) = 0. Deduim doncs
que haura de ser \*" g(z*) = 0. O

5.5 Teorema de Karush-Kuhn-Tucker

Teorema 5.7 Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
Sigui el problema de minimitzaci6 (5.3):

min  f(x)
s.a g(x) <0 (5.17)
h(z)=0

amb funcié objectiu i restriccions diferenciables i La-
grangia L(z, A\, pu) = f(x)+ A" g(x) +p" h(z). Perqué
la tupla (z*, A", u*) compleixi la condici6 forta de la du-
alitat (5.14), s’ha de complir (a més de les restriccions
de (5.17)):

VoL(z* A" u*) = 0

X1 g(z) 0 (5.18)
2 0

AV

On s’ha fet servir la notacié compacta (veure I’apen-
dix F per la definici6 del gradient):

Vo L(z* N, pu*) =
Vf(@®) + Vg(z

)+ Z)\* Vi (z

+Z,u]Vh

(5.19)
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(a)

(b)

Figura 5.1: Interpretacié geometrica de les condicions de KKT. (a) No hi ha restriccions actives, (b) la restriccié
g2(z) és activa, (c) les restriccions g; (x) i g2() s6n actives.

Observacions

e Notar que les dues tltimes condicions de (5.18) equi-
valen a dir que els multiplicadors de Lagrange de les
restriccions de desigualtat son > 0 per les restricci-
ons de desigualtat actives, o zero per les restriccions
de desigualtat no actives.

e El teorema 5.7 es pot trobar enunciat en la literatura
d’altres maneres: (i) Els punts de sella del problema
d’optimitzacié (veure (5.9)) han de complir les con-
dicions (5.18). (ii) Es diu que un punt factible z* és
regular si en ell els gradients de les restriccions d’i-
gualtat 1 de desigualtat actives son vectors linealment
independents. Si z* és un punt regular 1 una solucid
del problema d’optimitzaci6é (5.17), aleshores exis-
teixen els multiplicadors de Lagrange tinics A™ i u*
tals que es compleixen les condicions (5.18).

e Siz” és un punt regular, les condicions de KKT son
necessaries perd no suficients perque x* sigui la so-
lucié Optima.

e Les condicions de KKT son necessaries i suficients
quan el nombre de restriccions actives €s igual al nd-
mero de variables d’optimitzacié (n). També ho s6n
si es compleix la qualificacié de les restriccions de
Slater (veure el teorema (5.4)).

e Si el problema d’optimitzacio és convex, les condici-
ons de KKT son necessaries i suficients.

5.5.1 Interpretacio geometrica de les con-
dicions de KKT

Suposem un problema amb restriccions de desigualtat.
La condici6é V,L(z*,A\") = 0 la podem escriure en la

forma:

= 2 Ml

1€A(x*)

Al >0; i€ AxY)

—Vgi(z"))

és a dir, Vf(z*) és la combinacié conica dels vectors
—Vg;(x*) de les restriccions actives.

La figura 5.1 mostra la Interpretacié6 geometrica de
les condicions de KKT en un problema de minimitza-
ci6 d’una funcié f : R? — R amb tres restriccions
gi(x) < 0,7 = 1,2,3. La figura mostra les corbes de
nivell de la funcié f. La regi6 factible R és la zona tan-
cada per les tres restriccions. En el cas 5.1.(a) el minim
de f s’assoleix en un punt interior a R (no hi ha res-
triccions actives). En 5.1.(b) hi ha una restriccié activa
(g92(z)), i es compleix Vf(z*) = —Vga(z*). En 5.1.(c)
hi ha dues restriccions actives (¢; () i g2(z)), i es com-
pleix Vf(z*) = —Vgi(z*) — Vga(z").

Exemple 5.2 Condicions de KKT
Considerem el segiient problema:

min  f(x) = —2% — 225 — 225+ 102, — 6
s.a T)=x129—10<0
(@) =1 22 (5.20)
gg(ﬂ'}) —x < 0
g3(x) =22 —10<0
Si calculem els punts critics on Vf = 0 tenim:
0
@) L 302410202 21 = +/T0/3
8:51
0
J@) ) 602 — 4y = 0= 2y = {0, —2/3}
8213'2

Per determinar el tipus de punts obtinguts calculem el
Hessia de f:

2 _—61’1 0
VII@ =1 o 4 194,



16

d’on tenim que:

v (-VI0B, 273 = |V
V2f(1/10/3, 0) = {_GVON/?’ _04} <0

>0

*
—)\3 Vgg(x )
*
T / T)\Q ng(l' )
S Iy S & 3600 3800 34000
Sgsse v = 2800 73000 =3200
o _| s -
— 20001 T\~
0 -1400
1\ -1000
o | \s00
<+ —
N —
o —
N se

20 2 4 6 8§ 10 12 x4

Figura 5.2: Corbes de nivell de la funci6 objectiu f(z) i
regio factible R compresa entre les restriccions de desi-
gualtat g1 (), g2(z) i g3(x) de I’exemple 5.20.

Per tant, (—+/10/3, —2/3) és un punt minim lo-
cal i (4/10/3,0) és un punt maxim local (veu-
re la figura 5.2). Podem comprovar també que
(—4/10/3, —2/3) no és un minim global perque
lim,, .o f = —oo. El punt (1/10/3, 0), en canvi, s{
que és un maxim global. Deduim doncs que I’0ptim
que busquem es troba en la frontera de la regio factible
‘R compresa entre les restriccions de desigualtat (veure
la figura 5.2).

Per calcular el punt optim hem d’aplicar les condici-
ons de KKT. El Lagrangia és: L = f + A1 g1 + A2 g2 +
A3 g3, d’on resulten les condicions de KKT:

oL
— =0=—-327+10+ N\ 23— Ay =0
31’1
oL
—:0:>—6[L’§—4ZL’2+)\1[L’1+)\3:0
61’2

)\191:()’ )\120,121,2,3

De la situacié del minim global deduim que possible-
ment les restriccions g, 1 g3 sOn actives en el punt Optim
(veure la figura 5.2). Provem doncs:

/\120
92:0:>x1:0
g3=0=29=10

Capitol 6. Programacio quadratica (PQ)

Substituint en les dues primeres condicions de KKT
obtenim: Ay = 10, A3 = 640. Com que es com-
pleixen totes les condicions de KKT i hi ha tantes res-
triccions actives com variables d’optimitzacio, dedu-
im que el punt és la soluci del problema. Per tant:
z* = (0, 10), f(z*) = —2206. n

Capitol 6

Programacio quadratica (PQ)

6.1 Condicions de KKT per un problema
de PQ

Considerarem el problema d’optimitzacié de f : R" —
R:
min  f(z)=1/22" Az +al,  x

S.a Bmxnx § bm><1
x > 0

(6.1)

On suposarem que la matriu A és semidefinida positiva.
Per tant, el problema (6.1) és convex i les condicions de
KKT son condicions d’optimalitat necessaries i sufici-
ents.

Si escrivim el problema (6.1) en la forma estandard
tenim (veure 1’equacié (5.1), pag. 12):

min  f(x)
s.a g,(x) <0 (6.2)
9,(z) <0
On f(z) = 1/2 z" Az + a’z, g,(z) = Bz —
b, g,(x) = —z. EIl Lagrangia de (6.2) és doncs:

L(z,u,v) = f(z) +u" g,(z) + v* g,(z), onuwiv son
respectivament vectors de m 1 n multiplicadors de La-
grange.

Donat que:

Vfz) =Azxz+a
'9:(z)) =B u
L gy(z) = v
tenim que V, L(z,u,v) = Az +a+ BT u —v. Per tant
les condicions KKT (5.18) son:

V(u
V(v

Azx+a+BTu—v=0

'U'Tg1($) =0
'UTQQ(-":) =0
u,v>0

Si afegim les restriccions de (6.1) i definim les varia-
bles de folganga y perque g, (z) +y = 0, arribem a les
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segiient condicions d’optimalitat:

—Az+v—Bl'u=a

Bzxz+y=b>
uly=0 (6.3)
vz =0

z,y,u,v>0

Observacions

e El sistema (6.3) té en total 2n + 2m variables (els
vectors Z 1 v tenen n components i els vectors y i u
tenen m components.

e Les condicions de folganca complementaria de (6.3)
impliquen que només hi haura n 4+ m variables > 0:
n dels vectors x, v i m dels vectors y, u.

e Elsistema (6.3) és un politop (interseccié d’un niime-
ro finit de semiespais tancats i hiperplans), per tant,
si té solucid, és un dels seus punts extrems.

e Les dues primeres equacions de (6.3) es poden es-
criure en forma matricial com:
—-A 0 —-BT
B I

I
0 0

g e 8
I
1
T
| |

6.2 Metode de Wolfe

Consisteix en resoldre el sistema (6.3) amb el metode
simplex de la segiient manera:

e Triem una soluci6 basica factible per les variables x,
y. Per exemple, si b > 0, podem agafar x = O,
y=Db.

e Afegim m variables artificials (2) a la primera equa-
ci6 de (6.3) per aconseguir una soluci6 basica factible
inicial per a tot el sistema.

e Apliquem el metode simplex per minimitzar la suma
de les variables artificials que hem afegit, tenint en
compte les condicions de folganca complementaria.
Al final obtindrem z = 0 i el valor obtingut per x se-

ra la solucié optima perque satisfaran les condicions
de KKT.
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En forma matricial, el sistema que resoldrem amb el
metode de Wolfe és:

min Y z
i

—A 1
B 0

0 BT F
I 0 O

_ ﬁ 6.5)
b

fR e 8

z

z,y,u v,2>0

on la matriu F és una matriu arbitraria que fa que z si-
guin variables basiques en la soluci6 factible inicial.

Exemple 6.1 Metode de Wolfe

min  f(x) =23 + 1129 + 25 + 27, — 319
LL’1—|—2ZL’2 §6
—23}'1+2$2 §4

Ty, Tg > 0

S.a

Deduim primer les matrius A, a, B, b (veure I’equa-
ci6 (6.1)). Donat que: 1/2zT Az = 1/2(a; 2?2 +
2 a19 Ty To + agp 73), deduim que:

1/2A = [1}2 1{2} A= E ;] 2= [—23}
A més:
o[ w22

La taula simplex que correspon al sistema (6.5) és
doncs:

rT1 o Ty v V2 Y1 Y2 ur uz oz Z2 b
0 0o 0 0 0 O 0 0 -1 -1 0
-2 -1 1 0 0 0 -1 2 1 0 2
-1 -2 0 1 0 0 -2 =2 0 -1 -3
1 2 0 0 1 0 0 0 0 0 6
—2 2 0 0 0 1 0 0 0 0 4
, . . 1 0 .. .
On s’ha triat la matriu F' = g _1| perque zi iz si-

guin variables basiques en la solucio factible inicial (les
variables basiques inicials son 1, ys, 21, 22). Abans de
comencgar amb el metode simplex fem que z1, 29 siguin
variables basiques introduint O en la fila 0, 1 canviem el
signe de la fila 2:
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Ty Tz V1 V2 Y1 Y2 ur uz Z1 z2 b
-1 1 1 -1 0 0 1 4 0 05
-2 -1 0 0 0 -1 2 1 0 2
1 2 0 -1 0 0 2 2 0 1 3
1 2 0 0 1 0 0 0 0 06
-2 2 0 0 0 1 0 0 0 04

Per facilitar els calculs comencem pivotant en v :

T T2 VI V2 Y1 Y2 U1 u2 21 22 b

-1 1 2 0 -1 0 O 2 2 -1 0 3
-2 -1 1 0o 0 0 -1 2 1 0 2

1 0O -1 0 0 2 2 0 1 3

1 2 0 0 1 0 0 0 0O 0 6

—2 2 0 0 0 1 0 0 0 0 4

21 no pot entrar en la base perque ja hi esta vy, per tant
pivotem en x5:

T T v V2 Y1 Y2 U1 U2z 22 b
-2 0 0 0 1 0 0 -2 -2 -1 —2 -3
1 % 0 1 % 0 0 0 3 1 & 3
1 2 0 -1 0 0 2 2 0 1 3
-1 0O 0 O 1 1 0 -2 -2 0 -1 3
-1 -3 0 0 1 0 1 -2 -2 0 -1 1

Com que v2 no pot entrar en la base (perque x5 ja hi
estd), la solucié és optima: z; = 0, x5 = 3/2, que
substituint déna f(z) = —9/4. n

Capitol 7
Programacio geometrica (PG)

7.1 Introduccio

Hi ha un important nombre d’aplicacions que donen
lloc a problemes de tipus PG. Aqui només es fa una
breu introduccid i es presenten metodes que permeten
la soluci6 en alguns casos senzills. En PG es defineixen
un monomi my(z) : R™ — R com:

aK1 ,.0k2 |

= ¢ xF ag?ankn

my,(z) o 7.1

akiER

i un posinomi (de monomi positiu) f(z) : R” — R
com:

M M
fla) =) mu(@) =) cpatag .. amn
k=1 k=1

c. >0

(7.2)

Capitol 7. Programacio geometrica (PG)

7.2 PG sense restriccions

Es tracta de resoldre el problema posinomial:

M
min  f(z) = Z Cp T - ik
k=1

(7.3)
s.a >0
Per simplificar la notacié definim:
pr(x) = ™ -l (7.4)

de manera que escriurem la funcié objectiu de (7.3)
com:

M M
fl@) =D aeat ain = 3 o) (79
k=1 k=1

El problema (7.3) no és convex, perd si fem el canvi
x; = e¥%, el problema equivalent segiient, si que ho és:

M
min  f.(y) = log Z Cp, €Y1 KL . .. gl Bkn
k=1

o (7.6)
= log Z cx Pr(Y)
k=1
Sigui 27 = e% la solucié optima de (7.6). Com

que (7.6) és convex, Vf.(y*) = 0 és una condici ne-
cessaria i suficient. Per tant:

dfe(y")
—=2 =0 =
Y
;M
cragpr(x®)=0,1=1,---n (7.7)
Py 2 )
Ara definim les “variables duals” wy:
C Pr(Z)
wy=—>k=1,---M (7.8)
)
De (7.7) tenim que:
M
Y apwp=0,i=1-n (7.9)
k=1
A més
. Sl eemi(@) _ fla)
Y wy = Skt IR — 1 (7.10)
/(@) /(@)

Les equacions (7.9) i (7.10) s’anomenen respectiva-
ment condicions de normalitat i ortogonalitat de les va-
riables wy. Notar que tenim M variables wy, (tantes com
monomis té f(x)), mentre que tenim n + 1 equacions
lineals per determinar-les. El nimero M — (n + 1) es
coneix com el grau de llibertat o dificultat del problema.
Si M — (n+ 1) = 0 les equacions anteriors permeten
calcular els valors de wy,.
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Un cop calculades les variables duals wy, el problema
esta resolt i podem calcular p* = f(z*) de la segiient
manera: Tenint en compte que ), wy, = 1:

G
xn TL) —
a1 w
xlz:k k1 k_..x%:kaknwk:l

Per calcular el valor optim de les variables d’optimit-
zacid x* podem fer servir (7.8):

Cp T -

M (7.12)

..xzkn:wkp*’ ]{;:17

L’equaci6 (7.11) que permet calcular p* déna lloc a la
definici6 de la funci6 dual d(w) : RM — R,

k=1
Es compleix que: f(z) > d(w). A més, si el problema
de PG (7.3) té solucid es compleix que:

(7.13)

pt = f(z¥) = H;in flx) = max dlw) = d(w*) (7.14)

Per tant, el problema (7.3) també es pot resoldre amb el
problema dual:

max d(w)

(7.15)

Exemple 7.1 PG sense restriccions

min  f(z) = 42} +4x72 05+ 5yt 2+ 137
~ N —  ——
wq

s.a x;>0,1=1, 2, 3

w2 w3 w4

Com que tenim 4 posinomis, tindrem 4 variables duals
w;, © = 1,---4. Per facilitar la resolucid, a sota de cada
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monomi del problema s’ha posat la variable dual asso-
ciada. El grau de dificultat és: M — (n + 1) = 0, per
tant les condicions de de normalitat i ortogonalitat ens
donen la solucié:

wyp +wy + w3+ wy =1
T 4w — 2wy =0
To — 2wy —4ws =10
T3 = 2w3— 2wy =0

d’on tenim la solucié: wy = 1/5, wy = 2/5, ws =
1/5, wyq = 1/5. Substituint en la funcié dual tenim:

4
log d(w) = Zwi log(cr/wg) = 1,079 = p* = 12,011
k=1

Ara definim u; = log z;, x; = e". De (7.12) tenim:

log (wkp ) :Zakiui7 k=1,---3 (7.16)
=1

Ck
Substituit en (7.16) calculem: u; = —0,055, uy =
—0,015, us3 = —0,19, d’on: 1 = 0,88, 25 = 0,96,
r3 = 0,645. n

7.3 PG amb restriccions

Es tracta de resoldre el problema posinomial:

Mo
min  f(z) = Z Co LI - -+ plokn
k=1
M;
s.a giz) = Z Cip TR o gl <] (7.17)
k=1
1=1,---m
x>0
Per simplificar la notaci6 definim:
pik(x) = x{* - xlikn g =0,---m (7.18)

de manera que podem escriure la funcié objectiu i les
. Moy
restriccions com: f(z) = > .7 cor pok(X), gi(x) =
M;
D=1 Cik Pik ().
El problema es pot resoldre de forma semblant al cas
sense restriccions. Ara definim les variables:

ka:M’ffZ), k=1, M, (7.19)
f(z*)
Wik, = Cik Pik(Z"), i=1,---m (7.20)
k=1, M,

En funcié d’aquestes variables i fent servir el Lagran-
gia (veure [5]), s’obtenen les variables duals A\, =
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0,---m, k=1,--- M, que han de complir les condici-
ons de normalitat i ortogonalitat:

Z)\Ok—l (7.21)
o
YD awidie=0, j=1,---n (7.22)
1=0 k=1

Notar que el nombre de variables duals a determinar
és igual al nombre total de monomis: M = Y " M,.
Igual que en el cas sense restriccions, (7.21)1(7.22) for-
men un sistema de n + 1 equacions que tindran soluci6

tinica si el grau de dificultat val zero: M — (n+1) = 0.
La relacid entre \;, 1 w;y, €s:
Wor = Aok, k=1,--- My (7.23)
Ai

Wi = =y i=1,-m (7.24)

Zk:l/\ik k=1,---M,

La funcié dual és:
m M; Cin Aik

d(A) = ’ 7.25
. z];!kzl (w’k) 7

Un cop determinats \;j i w;y, substituint en (7.25) tin-
drem el valor optim de la funci6 objectiu (p* = f(z*)),
i substituint en (7.19) i (7.20) obtindrem les equacions
amb les que podem calcular el valor optim de les varia-
bles d’optimitzaci6 (z*).

Exemple 7.2 PG amb restriccions

min  f(z) =402, 29+ 20 25 x5
—— ——
o1 Ao2
sa 1/bayt e, P 43/507 2 <1
M e

2;>0,i=1,2 3

Com que tenim 4 posinomis, tindrem 4 variables du-
als \jx, © = 0,1, £k = 1,--- M;. Per facilitar la re-
solucid, a sota de cada monomi del problema s’ ha po-
sat la variable dual associada. El grau de dificultat és:
M — (n+ 1) = 0, per tant les condicions de de norma-
litat 1 ortogonalitat ens donen la soluci6:

Aot + Aoz =1
r1 > A1 — A1 =0
Ty — Aor+ Aoz —1/2 11 — A2 =0
T3 — X2 —2/3A12=0

Capitol 8. Metodes de barrera

d’on tenim la solucié: Aoy = 1/2, Ag2 = 1/2, A3 =
1/2, A2 = 3/4. Substituint en (7.23) i (7.24):

wor = Ao1 = 1/2

Wop2 = )\02 = 1/2
A11
=—— =2/5
e A1+ A2 /
Wiy = L = 3/5
A1+ Ar2

Substituint en la funcié dual (7.25) tenim:

40 1 20 1/5
log d(A 1 1 — 4 =
ogd(A) = 5 log 775 + 5 log 1/2+ %55
3 3/5 1
1 log 40° d(X * =40
110855 =5 log 40" = (A)=p
Ara definim u; = logz;, x; = ¢“. De (7.19) 1 (7.20)
tenim:
logwmp = —log2 =u; + uo
Co1
logw02p =0=wus + us
Co2
log— log2 = —u; — 1/2uy

C11

D’on tenim que: u; = —log 2, uy = 0, ug = 0, per tant:
I1:1/2,J}2:1,$3:1. ]

Capitol 8
Metodes de barrera
8.1 Formulacio

Considerarem el problema d’optimitzacié que suposa-
rem convex:

min f(x)

s.a gi(z) <0, &b

t=1,---m

L’ objectiu és plantejar un metode iteratiu per resoldre el
problema (8.1) amb el metode de Newton explicat en la
secci6 4.4.2, pag. 11. Per assolir aquest objectiu neces-
sitem que el problema no tingui restriccions i sigui dues
vegades diferenciable. Per eliminar les restriccions po-
dem plantejar el problema equivalent:

+ Z ]x<0 gz

on I,<o(x) és la funcié indicador (veure la figura (8.3)):

0, <0
To<o() {

min f(z

(8.2)

8.3
oo, x>0 63)
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S ]
—

oo —

\ \ \ \ \

20 -15 -10 -05 0.0
Figura 8.1:
L<o()

Com que [,<o(z) no és diferenciable, aproximarem
I,<o(z) per una funcié B(z) que ho sigui. Les dues
funcions que més es fan servir en la practica son:

Aproximacions de la funcié indicador

-r

B(x) = .
B(z) = —p log(—x)

on p > 0 és un parametre que com més petit sigui, mi-
lor sera I’aproximacié de B(x) a I,<o(x) (veure la fi-
gura (8.3)). El problema és que com més petit €s p, més
rapidament variara la inversa del Hessia de la funci6 a
optimitzar, i més dificil sera la convergencia del metode
de Newton. Per resoldre aquest problema el metode de
barrera consisteix en aplicar el metode de Newton ite-
rativament fent servir una funcié By(z) = pypB(x), on
0 < pr+1 < pi €és una seqiiencia que aproxima progres-
sivament By (x) a I,<o(z). En concret I’algorisme és el
segiient:

1. Triar un punt inicial x, interior a la regié factible:

9i(xo) < 0.

(8.4)
(8.5)

2. Triar un valor inicial per p.

3. Fer servir el metode de Newton amb el punt inicial
x( per resoldre el problema:

min - f(z)+ > peBloi(®)  86)

La solucid z, obtinguda en cada iteraci6 de (8.6) es
fa servir com a punt inicial per a una proxima itera-
cid, conjuntament amb el proxim valor de la seqiien-
cia py.

Observacions

e Els metodes de barrera (o penalitzacid) normalment
s’inclouen dintre d’un conjunt més general anomenat
“metodes de punts interiors” (veure [3]).
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e En el metode SUMT (veure [5]) s’agafa pry1 =
pr/4 1 en el cas més senzill es comenga amb py =
1. Amb aquest metode, si hi ha restriccions d’i-
gualtat h;(z) = 0, s’agafa funcié de penalitzaci6

e Ph3(x).

Capitol 9
Programacio dinamica determinista

9.1 Formulacio

Considerarem un procés a temps discret que pren valors

en els instants o etapes (stages) k = 0,1, --- N caracte-

ritzat de la segiient manera:

e [’estat del sistema x;, déna la informacié rellevant
del sistema en I’etapa k. Inicialment I’estat del siste-
ma és xg.

e El nombre d’etapes N que considerarem s’anomena
horitzé del procés.

e Per a cada etapa podem prendre un conjunt de decisi-
ons que determinen I’estat del sistema en la proxima
etapa.

e En cada etapa £ = 0,1,--- N hi ha una funcié de
guany (o cost) gx ().

e Hi ha una funci6 de objectiu fi(z)) que es desitja
optimitzar.

e Donat ’estat en I’etapa k, la decisié Optima per les
proximes etapes no ha de dependre dels estats assolits
en les etapes anteriors. Aquesta condicié s’anomena
“principi d’optimalitat de Bellman”.

Resolucié del problema Hem de formular una equa-
cio recursiva que relaciona la funcié objectiu en I’etapa
k en funci6 dels valors assolitsen & + 1, £ + 2,--- V.
Per exemple:

) = min{d(gr(zr), ferr(wria))} .1

L’estrategia consisteix en escollir I’estat 1 les etapes
de forma que sigui facil calcular fy(xy). A continu-
acié hem de formular I’equacié recursiva (9.1) 1 bus-
car les decisions Optimes que permeten calcular fy(xy),
k=N-—1, N—2,---0. Es adir, si I'index k represen-
ta el temps, anirem ‘““cap enrera” en el temps (backward
in time). També €s possible plantejar el problema “cap
endavant” en el temps, perd en general, és més dificil
de formular.
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Exemple 9.1 Programacié dinamica

Es fa un sondeig petrolifer en tres regions A, B, C' on
hi poden treballar entre 1 i 3 equips de sondeig. La
segiient taula mostra les probabilitats de fracas en tro-
bar petroli en funcié dels equips que treballen en cada
regi6. Es disposen de 5 equips de sondeig i es desitja
calcular quants d’equips s’han de destinar a cada regi6
per minimitzar la probabilitat de fracas.

Regi6
Nombre d’equips A B C
1 0,50 0,70 0,75
2 0,30 0,40 0,30
3 0,15 0,20 0,10

Solucié Definim com etapes r; del problema les re-
gions: 1 = A, ro = B, r3 = C. Definim I’estat x,
com el nombre d’equips que hi ha disponibles per a les
etapes 1, Tr+1, - - - T3, 1 1a funcid objectiu:

fr(2x) = min P {fracas en les etapes }

Tk, Tk-‘rl) T3

Com que la probabilitat de fracassar €s el producte de
fracassar en les tres etapes, podem formular 1’equaci6
recursiva:

i) = min {Py {n}  fia(wx — )}

on Py, {n} és la probabilitat de fracas en I’etapa 7, si hi
treballen n equips (és a dir, les probabilitats de la taula
anterior). Tenim doncs:

e Perl'etapars = C"

f3(1) =P {1} =0,75
f3(2) = P5{2} = 0,30
f3(3) =P3{3} =0,10

e Per ’etapa ry = B:

f2(2) =Py {1} f5(1) = 0,70 x 0,75 = 0,525

f2(3) =min{ P, {1} f3(2); P2{2} f3(1)} =
— min{0,21; 0,30} = 0,21

fo(4) =min{P, {1} f5(3); P2{2} f3(2); P2 {3}
f3(1)} = min{0,07; 0,12; 0,15} = 0,07

e Perl’etapar; = A:

f1(5) =min{Py {1} fo(4); P {2} f2(3); P1 {3}
£2(2)} = min{0,035; 0,063; 0,07875}
—0,035

Apéndixs

On s’han subratllat les decisions Optimes. Es conclou
doncs que la probabilitat de fallar és de 0,035, desti-
nant 1 equip en la regié A, 1 equip en la regié B i3
equips en la regi6 C'. n

Apendixs
A. Metode de la seccio aurea

# busca el minim de la funcié f(x)
# en |’ intéerval [x1, x3, x4, x2]
# amb el metode de la seccido aurea.

x <— ¢(0,
N <— 20 ;

10) ; # intérval inicial
# nombre d’iteracions

f <— function(x) { # funcié objectiu
(x=5) * (x—=8) x exp(x/10.0)
}

a <— (sqrt(5.0)—-1.0) / 2.0 ;

al <— 1.0 / (a + 1.0)

x3 <— function () { # calcula x3
(a x x[1] + x[2]) * al

}

x4 <— function () { # calcula x4
(x[1] + a x x[2]) * al
}

x[e(3,4)] <— ¢(x3(), x4(0))
y <— f(x[1:4]) ;

for(n in O0:N) {
if ((y[4] < yl[3]) & (y[4] < yl[2])) {

x[1] <= x[3] yl[1] <= yl[3]
x[3] <— x3() ; y3 <— f(x[3])

} else {
x[2] <= x[4] yl2] <= yl4]
x[4] <= x4() ; yl[4] <= f(x[4])

}
}

if (y[4] < yl[3D {
x[3] <— x[4] ; y[3] <— yl[4]

}

options(digits=10) ;

Cat(”X=", X[3], ll’ y=n, y[3]’ n\nvv)

B. Bisqueda de Fibonacci

# busca el minim de la funcié f(x)
# en [’interval [x[1], x[3], x[4],
# amb el metode de fibonacci.

x[2]]

x <— ¢(0,
N <— 20 ;

10) ; # intérval inicial
# nombre d’iteracions

f <— function(x) { # funcié objectiu
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(x=5) * (x—8) * exp(x/10.0) ;
}

x3 <— function(n) { # calcula x3
x[1] + F[N-n]/F[N-n+2] * (x[2] — x[1])
}

x4 <— function(n) { # calcula x4
x[2] — F[N-n]/F[N-n+2] % (x[2] — x[1])
}

F<— ¢(1, 1) ; # seq. de Fibonacci
for(n in 3:N) {
F[n] <— F[n—1] + F[n-2] ;

}

x[e(3,4)] <— ¢(x3(2),
y <— f(x[1:4]) ;

x4(2))

for(n in 3:N) {

if ((y[4] < yl[3]) & (y[4] < yl[2])) {
x[1] <= x[3] ; yl[l] <= y[3] ;
x[3] <— x3(n) ; y3 <— f(x[3]) ;

} else {
x[2] <= x[4] ; yl[2] <= yl[4] ;

x[4] <= x4(n) ; y[4] <= f(x[4]D
}

}

if(y[4] < y[3]) {
x[3] <= x[4] ;

}

y[3] <= yl[4] ;

options (digits=10) ;
cat("x=", x[3], ", y=", yl[3],

C. Metode de Hooke i Jeeves

u\nn) :

## busca el minim de la funcio f(x) en
## amb el meétode de Hook i Jeeves

bl <— ¢(0.0, 0.0) inicial
minf <— f(bl) ;
delta <— ¢(1.0,
epsilon <— ¢(0.25,

; # punt

1.0) ; # pas inicial
0.25) ; # terminacio

f <— function(x) { # funcio objectiu
3 % x[1] = x[1] — 2 * x[1] * x[2] +
x[2] * x[2] + 4 x x[1] + 3 * x[2] ;

## Parametres d’ entrada:

## minf (global): millor estimacio,
## x (global): punt d’ exploracio.

## Sortida:

## Si es troba un punt millor

## s’ actualitzen minf i b2 (globals)
## amb aquest punt i retorna TRUE.
exploracio <— function () {

b2 <<— x ; # b2 és global.
fexit = FALSE ;
for(i in 1:length(x)) {

b2[i] <<— x[i] + delta[i] ;

b}

b}
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ftmp <— f(b2) ;
if (ftmp < minf) { # exit
minf <<— ftmp ; fexit = TRUE ;
} else { # falla
b2[i] <<— x[i] — deltal[i] ;
ftmp <— f(b2) ;
if (ftmp < minf) {
minf <<— ftmp ;
} else { # falla
b2[i] <<— x[i] ;
}
}

# exit
fexit = TRUE ;

}

return ( fexit) ;

}

while (all (delta >= epsilon)) {
X <— bl ;
if (exploracio () == TRUE) {
repeat {
Xx <— 2.0 x b2 — bl ;
bl <— b2 ;
if (exploracio () == FALSE) {
break ;

}
}

} else {
delta <— delta x 0.5 ;

}
}

cat("x= ", bl, "f= ", minf, "\n") ;

D. Matrius definides positives

Una matriu A n x n de nimeros complexes és definida
positiva si la part real de la forma quadratica associada
a A (veure I’apendix E) és sempre positiu. Es a dir:

Rz"Az] >0, VaeC", z#0 (D.1)

on R és la part real i £ és el vector (o matriu) conjugat
transposat: Si z;; = u + i v,

Es diu que una matriu A de nimeros complexes és
Hermitica si A = AM. Notar que si tots els elements
de A son reals, aleshores A" = AT, i Hermitica és
equivaler a simetrica: A = AT,

Una condici6 necessaria 1 suficient perque una matriu
A sigui definida positiva és que la seva “part Hermiti-
ca”: Ay = 1/2(A + A") sigui definida positiva. Notar
que Ay és una matriu Hermitica.

Una condici6 necessaria i suficient perque una matriu
Hermitica sigui definida positiva €s que tots els seus
autovalors siguin > 0. També és una condicié neces-
saria i suficient que tots els menors principals (menors
superior-esquerra que es poden formar) tinguin deter-
minant > (.

Indicarem que una matriu €s definida positiva com
A > 0. Sila matriu compleix R[z" A z] > 0 es diu que
és semidefinida positiva i ho indicarem com A > 0.

=u—10.
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Analogament, una matriu que compleix Rjz! A z] <
0, respectivament Rz A z] < 0, es diu definida nega-
tiva i semidefinida negativa (ho indicarem com A < 0i
A < 0 respectivament). Una condici6 necessaria i sufi-
cient perque una matriu Hermitica sigui definida nega-
tiva és que tots els seus autovalors siguin < 0. També
és una condicié necessaria i suficient que tots els els
menors principals d’ordre k, £ = 1, 2,.--, n siguin
negatius si k és senar, i positius si k és parell.

Una matriu que no és ni (semi)definida positiva ni ne-
gativa es diu que és indefinida.

Exemple D.1 Matriu definida positiva

La matriu A = [_11 ﬂ €s definida positiva perque la

seva part Hermitica: Ay = 1/2(A + Al = [(1] (1]] =
I és definida positiva (té els autovalors +1, +1). Efec-
tivament: % Az = 23 + 23 > 0, Vz # 0. -

E. Forma quadratica

S’anomena forma quadratica de n variables complexes
z associada a una matriu A n xXn de nimeros complexes
a la funci6 ¢ : C" — C:

qgiz)=xz"Ax (E.1)

on z% és el vector (o matriu) conjugat transposat: Si

Tij = U+ 10, xﬁ = u — 1 v. Es facil comprovar que:

1<i<n 1<5<n
qiz)=z"Az=2"Ayx (E.3)

on Ay és la part Hermitica de la matriu A: Ay =
1/2(A + A"). Ay és una matriu Hermitica, per tant,
una forma quadratica sempre es pot associar a una ma-
triu Hermitica (que sera una matriu simetrica si és de
nuimeros reals).

En R?, I’equacio:

q(x) =az® +bry+cy? (E4)
es pot expressar en la forma quadratica (E.1) on:
la b2
A = [b/Q . ] (E.5)

La superficie 1 les corbes de nivell de (E.5) (veure I’a-
pendix G) depenen dels autovalors de la matriu A:

(a+c)E£/(a+c)?2—4dac+b? _
2
(a+c)+

A =

(a—c)?+ b2
2

(E.6)

Apéndixs

En particular, les corbes de nivell son (veure la figu-
raE.1):
° El-lipses sib? <4dac ()\17 A2 >0, A\ 7£ )\2)

e Cerclessia=c, b=0(\, A >0, A1 = o).
e Pardbolessib?> =4ac (A > 0, \y = 0).

e Hiperboles si b> > 4ac (M > 0, Ay < 0).

Notar que si els dos autovalors sén positius, la matriu
A és definida positiva (veure 1’apendix D) i la forma
quadratica és convexa. Per tant t¢ un minim (veure la
figura E.1).

F. Gradient

Definim el vector columna gradient d’una funcié f :
R™ — R com:

of(x)/0x,
of (x)/0x,

La derivada d’una funcié f : R™ — R en la direcci6
del vector v € R" es defineix com:

W)t FE )~ @)

A—0 A

V(@) = (1)

=Vf(x)'v (F2)

La interpretacid intuitiva de la derivada direccional és la
ra6 de variacié de la funcié f en en punt z en la direccid
del vector v. Per tant, la direccié del gradient és la de
maxima variacié de la funcio f(z).

En el cas d’una funcié vectorial g : R" — R™:

91(x)
glz) = | 17
g ()
Definim el gradient com la matriu n X m on la columna
J és el gradient de la funci6 g;(z):

Vg(z) = [Voi(z) V() Vom(x)]  (F3)
Exemple F.1 Gradient
Si f(z) =aTz=2"a=>1;a,, aleshores:
a1
Vi(z) =V(iz"a) = | ?| =a (F.4)
Qn
Si tenim la forma quadratica f(z) = z' Az =

T Ayx, on Ay = 1/2(A + A1) és una matriu si-
metrica (veure 1’apéndix D). Tenim que: 2T Ayz =
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M a=c=1b=3 X\ =5/2 A\ =—1/2.

Figura E.1: Forma quadratica en R? (equacions (E.1) i (E.4)) i corbes de nivell per una matriu A: (a) definida

positiva, (b) indefinida.

Cay = {z | f(2) < f(20)}

T2

Figura F.1: Relacid entre el gradient Vf(z), hiper-
ficie de nivell H,, i subconjunt de nivell C;, d’'una
funcié f : R? — R.

(" Apz)t = (Agz)T'z =2 ALz =z Apyz =
z' A z. Per tant, aplicant la regla de la cadena i el re-
sultat (F.4):

Vf(x)=Vz"Az)=Axz+ Az =2Axz (F5)

Observacions
e El transposat de (F.3) és el Jacobia de g(x).

e Alguns autors defineixen el gradient d’una funcid
f + R® — R com un vector fila igual al transposat
del vector (F.1). En aquest cas es defineix el gradient
de la funcié vectorial g : R® — R™ com el transpo-
sat de la la matriu (F.3), és a dir, coincideix amb el
Jacobia.

G. Hiperficie i subconjunt de nivell

Es diu hiperficie de nivell (o conjunt de nivell, level set)
‘H, d’una funcié f : R" — R que passa per un punt z
al conjunt (veure la figura F.1):

Hay = {2 | f(2) = f20)} (G.I)

graf f = {(z, y) | y = f(z), = € dom f}

)) -0

Figura F.2: Relaci6 entre el gradient, grafic 1 epi-
grafic d’una funcié f : R — R.

Sin = 2 es diuen corbes de nivell, i si n = 3 superfi-
cies de nivell.

Si el gradient en un punt =, és Vf(xy) # 0, aleshores
Vf(zo) és un vector perpendicular a la hiperficie de ni-
vell de la funcié f(z) en z,. Per tant, I’hiperpla tangent
a la la hiperficie de nivell (G.1) en el punt z és:

Vf(zo)* (x —x0) =0 (G.2)

Es diu subconjunt de nivell (sublevel set) C,, d’una
funcié f : R™ — R que passa per un punt z, al conjunt
(veure la figura F.1):

Cay = {z | f(2) < f(20)}

Es facil veure que si f(z) és convexa, aleshores Cy,
€s un conjunt convex: Si 1, 3 € Cg,, aleshores
flazi + (1 —a)zs) < af(@) + (1 - a)flz) <
a f(xo) + (1 — a) f(xo) = flmo) = flaz + (1 -
a)s) € Cyy. Aixi doncs, si f(z) és convexa (G.2) és
I’hiperpla suport de C,, en z (veure la figura F.1).

Notar que el grafic d’una funci6 f(z):

graf f = {(z, y) |y = f(z), x € dom f}

el podem interpretar com la hiperficie de nivell
F(zx,y) = 0delafunci6 F : R"™ - R, F(z, y) =

(G.3)

(G4)
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Vf(z
f@) . Fa)
cant (G.2) tenim que 1’hiperpla tangent al grafic (G.4)
en el punt (xg, f(xo)) és (veure la figura F.2):

) (-l -

Notar també que si f(z) és una funcié convexa, alesho-
res (G.5) sera I’hiperpla suport de I’epigrafic de f(x) en
el punt x, (veure la figura F.2).

Com que VF(z,y) = } apli-

(G.S5)

H. Teorema de Taylor per funcions
de varies variables

Si la funcié f : R™ — R és diferenciable en una regi6
D que conté el segment [z, o], aleshores existeix un
0 < A < 1tal que:

f(xy) = f(x) + ViOx + (1 — N x2)T (35 — 21)
(H.1)
Aquesta relacié s’anomena també teorema de Lagran-
ge o del valor mig. A més, si existeixen les derivades
parcials de segon ordre, aleshores:

f@2) = f(z1) + Vf(z)" (22 —21)+
1/2(zy — 1) VA (Azy + (1 = N) 29) (22 — 1)
(H.2)
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