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Prefaci

Vaig escriure aquests apunts mentre preparava 1’ assig-
natura feoria de los juegos del curs 2010-11 de la
carrera de matematiques de la UNED. Els apunts es-
tan basats fonamentalment en el llibre de 1’assignatu-
ra[1, 2]. El contingut no és rigorés ni complert, i només
hi ha demostracions senzilles orientades a entendre o
ajudar a memoritzar les relacions que demostren. L’edi-
ci6 I’he fet amb IETEX.

Notaci6: Els vectors normalment es representen amb
mindscules en negreta (). Poden ser vectors fila o
columna, si no s’indica, es dedueix del context. En el
cas de ser distribucions de probabilitat, corresponents a
les estrategies mixtes en jocs bipersonals, normalment
es fara servir la notacié & per identificar un vector fila
amb les estrategies del primer jugador, i 7 per identificar
un vector columna amb les estrategies del segon ju-
gador. Per als conjunts normalment es fan servir lletres
majuscules cal-ligrafiques (com X).

Capitol 1
Definicié d’un joc
1.1 Ingredients d’un joc

Terminologia
e n jugadors Jy, - - - J,.

e Conjunt d’informacié j d’un jugador J;, K7, j €
{1,...n;}: Informaci6 de que disposa .J; abans de
prendre una decisid.

e Alternatives d’un jugador J; en un conjunt d’infor-
maci6 j, I] = {a1,---aj }: decisions que pot pren-
dre J; en el conjunt d’informacié K.

e Atzar en cas d’haver-hi un conjunt d’informacié on
es prengui una decisié aleatoria, I’associarem a un
jugador Jy que representa 1’atzar.

e Estratégia pura del jugador J;, m;: Es una aplicaci6
m o (K} K7) — I} x --- I que diu quina al-
ternativa a de prendre .J; per a cada conjunt d’infor-
maci6 K.

e Funcié6 d’utilitat, o pagament d’un jugador J; (pay-
off ), Mi(my, -+ mp).

Representacions

Capitol 1. Definicié d’un joc

e Forma extensiva: Arbre I' on els vertexs sén els
conjunts d’informacid, els arcs les alternatives, i en
els arcs terminals hi ha els pagaments. Varis vertexs
poden pertanyer a un mateix conjunt d’informacio, si
el jugador no pot distingir-los. Si aix0 no passa es
diu que el vertex és d’informacié perfecte, i si tots
ho sén, és un joc d’informacio6 perfecte.

e Forma Normal: Matrius on les columnes/files s6n
les estrategies dels jugadors, i els elements son els
pagaments.

Tupla d’equilibri  Sigui II; el conjunt de les possibles
estrategies del jugador J;. Siguin 7_; les estrategies de

tots jugadors excepte J;. 7% = (7}, - 7)) és una tupla
d’equilibri si:
Mz(ﬂ'*) Z MZ‘(ﬂ'ii,?Tz‘), Vi,ﬂ'i - Hz (11)

Es a dir, cap jugador surt guanyant si fa servir una es-
trategia diferent de 7*.

1.2 Descomposicié d’un joc

Sigui x un node d’informacié perfecte d’un joc amb for-
ma extensiva ['. El joc es pot descompondre en dos jocs:
I';iI');, on z és 'arrel de I';, 1 al node terminal x en
'/, assignarem els pagaments que resultin de la tupla
d’equilibrien I',.

Resolucié regressiva (backward induction) Podem
trobar les tuples d’equilibri d’un joc descomponent un
joc a partir de les dltimes alternatives fins arribar a 1’ar-
rel del joc inicial.

Exemple 1.1 Joc en Forma extensiva i normal’

1. Dos jugadors aposten 10 euro i llancen una mone-
da (amb cares identificades per C 1 X). Cap jugador
coneix el resultat de I’altra. .J;, que juga primer, no
coneix el seu llancament, pero J; si.

2. J; pot passar (P) o apostar 5 euro addicionals (5).
Si passa es comparen les monedes. Qui ha tret cara
guanya. Si sén iguals cada jugador recupera els din-
ers.

3. Si J; posa 5 euro, Jo pot passar o apostar 5 euro
addicionals. Si passa J; s’ho queda tot. Si aposta,
qui ha tret cara guanya. Si sén iguals cada jugador
recupera els diners.

"Enunciat del primer problema de I’examen de I"'UNED de febrer 2011, segona setmana.



Capitol 2. Jocs bipersonals de suma zero

Jo

J1 ,.._:jj::: .... '.ﬂ"Kll
1010 200 020 1010
) A A A
25,0 25,0
15,15 30,0 0,30 15,15

Figura 1.1: Joc en forma extensiva.

Solucié La figura 1.1 mostra una representacié del joc
en forma extensiva. El primer jugador només t€ un con-
junt d’informacié K7 i el segon jugador en té 2 (K, i
K32). Les alternatives en tots els conjunts d’informa-
ci6 s6n passar o apostar 5: I/ = {P,5}. Els con-
junts d’estratégies pures sén: (K1) € I} = {P,5},
772(K217K22) < 121 X I22 = {<P7P)7 (P75)7 (57P)7 (575)}
La matriu de pagaments (joc en forma normal) €s:

J17J2 ‘ (P7P) <P75> (57P) (575)
P10:10 1010 10:10  10:10
5| 25,0 23'75;3'75 16'25;11'25 15;15

on, per exemple:

Mi(5.(P5)) = 525+ 25+ 30+ 15) = 23775
Ma(5,(P.5)) = i(o L0404+ 15) =375

My (5,(5,P)) = %(15 40425+ 25) = 16/25
My (5,(5,P)) = 3(15 4304 040) = 11'25

Soluci6 del joc fent servir el metode de resolucid re-
gressiva:

e Si J, esta en K. triara I'estratégia 5, doncs el paga-
ment sera My(I3 =5 | K3) = (154 30)/2 = 22'5,
metre que Mo(I; = P | K3) = (0+0)/2 = 0. En
aquest cas, My (I3 =5| K3) = (15+0)/2 = 75.

e Si J, esta en K7 triara I'estratégia 5, doncs el paga-
ment serd Mo (I3 =5 | K2) = (04 15)/2 = 7'5. En
aquest cas, M (I} =5 | K1) = (30 + 15)/2 = 22'5.

e Aixi doncs, J; sap que J, sempre triara I’estrategia
de jugar 5. Si J; juga P obté un pagament de 10 euro,
mentre que si juga 5, donat que sap que J; jugara 5,
tindra un pagament de (7’5 + 22'5)/2 = 15 euro. Per
tant, .JJ; també juga 5.

Aixi doncs, es conclou que la millor estrategia per els

dos jugadors €s jugar 5, amb un pagament de 15 euro

per a cada jugador.. n

Capitol 2
Jocs bipersonals de suma zero
2.1 Definicio

Els representarem per © = (X, ), M) on:
e X i) s6n els conjunts d’estrategies pures dels ju-
gadors Ji,Js.

e Si el primer i segon jugador trien una estrategia pu-
raz € X1y € ), el primer jugador t€ un benefici
M (z,y), iel segon — M (x,y).

Equivalencia de jocs o' = (X’,)),M’) és una reduc-
cid de © = (X, Y, M), i ho escrivim com o’ r © si hi ha
una aplicacié sobrejectival (surjective) f : X — X’
tal que M'(f(z),y) = M(zy), Yo € X,y € ).
I analogament per ). Diem que © i O’ sén equiva-
lents (© ~ O') si hi ha una successié finita de jocs
oroyr---o.

Jocs finits Diem que un joc és finit si els conjunts
d’estratégies pures son finits: X = {1, - z,,}, Y =
{y1, - -yn}. En aquest cas podem numerar les estrate-
gies pures amb un ndmero natural: X = {1,---n},
Y ={1,---m},i M queda caracteritzat per una matriu
d’elements M (z,y) = M(i,j) = a;;. Per tant, qual-
sevol joc finit és equivalent a un joc matricial en el que
Jp tria les files 1 J, tria les columnes. La representacié
d’un joc en la forma normal és un joc matricial. En
el capitol 4 i posteriors el jocs matricials s’analitzen en
detall.

2.2 Valor d’un joc

Suposem el joc © = (X,Y,M). L'objectiu del J; és
aconseguir el major M. El pitjor cas és que .J, conegui
I’estrategia de Ji, per tant, que J, jugui I’estrategia y
donada per:

A(z) = inf M(z,y) 2.1

yeY

Notar que en el cas matricial, I’equaci6 (2.1) equival a
agafar per a cada fila x = 4, el menor element: min; a;;.
De (2.1) tenim que J; pot aconseguir el maxim M en el
pitjor cas, A\* (anomenat valor pur inferior del joc),
amb I’estrategia x donada per:

A" = sup A(x) = sup inf M(z,y)

reX reX YEY

2.2)

1¢s a dir, la imatge de f és igual al seu codomini: Vo’ € X' 3z | 2’ = f(x)
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Notar que en el cas matricial, I’equacié (2.2) equival a
buscar primer quin son els menors elements de les files,
i després agafar el maxim: max; min; a;;.

Analogament, I’objectiu del .J; és aconseguir el menor
M (donat que el seu pagament és — M ). El pitjor cas és
que J; conegui I’estrategia de Jo, per tant, que .J; jugui
I’estrategia x donada per:

Y(y) = sup M (z,y) (2.3)

TEX
Per tant, Jo garanteix el minim M en el pitjor cas, v*
(anomenat valor superior del joc), amb 1’estrategia y
donada per:

v = inf (y) =

yey

inf sup M (z,y) (2.4)

€Y recx

Notar que en el cas matricial, 1’equacié (2.4) equival

a buscar primer quin sén els majors elements de les

columnes, i després agafar el minim: min; max; a;;.
Evidentment:

Afe) = inf M(xy) < M(zy) <

yey
Y(y) = sup M (z,y)
reEX
per tant:
A" =sup A(z) < y(y)
reEX
f > A
;gy'y(y) (z)
d’on:
A< v* 2.5

Si es compleix \* = v* es diu que el joc esta estric-
tament determinat, i el valor del joc és

v=\N" =" (2.6)
Les estrategies (z,, y,) tals que:
Az

0) = 7(?/0) =v (2.7)

s’anomenen estrategies optimes. Notar que les estrate-
gies (x,,y,) poden no ser Gniques.
Si els jocs © i O s6n equivalents, aleshores v = vy.

Punts de sella Es diu que z,, y, és un punt de sella si:
M (2,y0) < M(20,y0) < M(0,y)

Per tant, si J, tria y,, el millor que pot fer J; és triar
Z,. Analogament, si J; tria z,, el millor que pot fer .J,

Capitol 3. Extensio mixta

és triar y,. Per tant, (x,,¥,) sOn estratégies optimes i
v = M(x,,y,) és el valor del joc.

Notar que en el cas matricial, tindrem un punt de sella
quan (1) al buscar primer quin son els menors elements
de les files, 1 després agafar el maxim, 1 (2) al buscar
primer quin son els majors elements de les columnes, i
després agafar el minim, s’obté el mateix element. Es
a dir, quan hi ha un element que és simultaniament el
minim d’una fila i el maxim d’una columna.

Capitol 3
Extensio mixta
3.1 Definicio

Definim les o-algebra A,, A, als conjunts que contenen
tots els subconjunts discrets d’estrategies X,), respec-
tivament. Es adir, Vo € X,y € Y = 2 € A,,y € A,

Una estratégia mixta, £, de J; és una distribucié de
probabilitat definida sobre I’espai mesurable (X, A,).
Es a dir, (X, A,, €) és un espai de probabilitat:

6 :Ax - [071]
§x) =1
(U A

2}

Analogament definim una estrategia mixta 7 de J.

Aquesta definicié genera una distribucié de probabili-
tat sobre els valors de la funcié de pagament M. Per
simplificar, suposarem que aquesta variable aleatoria
esta ben definida (veure [1] per més detalls), 1 passarem
a definir I’extensi6é mixta del joc © = (X',),M) com
Op = (X*,Y*,M), on X*,)* sén els conjunts de possi-
bles estrategies mixtes de Ji, Js en Op. En O definim
M com:

M (z,

M(&n) = - y) d(&(z) x n(y))

= [ [ My asednw
- [memarofsr- e
L e o

3.2 Propietats

e ['envolupant convexa de les estrategies pures,
ConvX C X*. Aix0 és una conseqiiencia del fet
que X* és un conjunt convex: £, € X* = af +
(1—-—a)f e X*iX C X~



Capitol 4. Jocs matricials

Teorema 3.1 Calcul del valor inferior i superior
d’op

Ao (§) = nigljf* M(&n) = ;gf, M(&,y) (3.1
Yoi (1) = sup M(§,n) = sup M (x,n) (3.2)
tex* xeEX

és a dir, basta calcular (3.1) 1 (3.2) sobre el conjunt d’es-
trategies pures d’un dels jugadors.

Demostracio.

M(&,n) —/yM(f,y)dn(y)
> /y inf M(¢.y) d(y)

yey

= inf M(&w) | dnty) = inf M(€)

per tant: inf,cy- M (&) > infey M(€y). D’al-
tra banda, com que Y C Y*: inf,cy M({y) >
inf, cy- M(£,n), que confirma 1’expressié per A, (&)
en (3.1). De forma analoga es faria per v (7). O

Igual que en 2.2, definim el valor inferior A3, i supe-
rior 3 de Jp:

A = sup Ao (§) = sup inf M(€,y)

fex cex* yey
Ve = nf 1op(n) = inf sup M(z,1)

comque X C X*i) C Y*, tenim que:

A5 S A,

* *
vy 2> Iz

per tant:

Ay <A, <vh o <1h (3.3)

que implica que si O esta estrictament determinat (A5 =
v3) amb solucions Optimes pures, també ho estara O g
amb el mateix valor, i les solucions Optimes pures de o
també o seran de Dg.

Solucié mixta d’un joc Si I’extensié mixta Og d’un
joc © compleix:

/\SE = VSE
ADE (€O) =
ok (770)

S <

5

direm que el joc O té el valor v, £, és una estrategia
maximin de J; i 7, és una estrategia minimax de J5. &,
i1, son estrategies optimes del joc O.

Capitol 4
Jocs matricials
4.1 Definicio

Ho definirem com un joc finit bipersonal de suma zero
O = (X,Y,A) on numerem les estratégies pures amb
un ndmero natural: X = {1,---m}, Y = {1,---n},
i la matriu A”™*™ s6n els pagaments de J;: M (z,y) =
M(i,7) = aij. Es a dir, en estratégies pures .J; tria una
filai .J5 tria una columna de la matriu A. Clarament:

=
=
I

A() = inf M(i) — min a,
(4) = inf M(3,5) = mina;

Y(y) = ~v(j) = sup M (i,j)

= max G
1EX ¢

i el valor inferior, \*, i superior, v*, del joc en estrate-
gies pures sera:

A" = sup A(i) = max min a;; “4.1)
i€X i
v* = inf y(j) = min max a;; 4.2)

JEY J

Punt de sella Es un element a;-;+ que €s el minim
d’una fila 7* 1 maxim d’una columna 7* simultaniament.
Es a dir:

Aijr < Qe < Ay

De (4.1) 1 (4.1) tenim que si a;+;+ €s un punt de sella,
aleshores el joc t€ valor v = a;+;« 1¢*,7 sOn estrategies
optimes pures dels jugadors. Si la matriu A no té punts
de sella, aleshores hem de buscar solucions mixtes del
joc.

4.2 Extensio mixta d’un joc matricial

Aplicant I’extensié mixta al joc matricial definit en 4.1
(veure 3.1), tenim que O = (X*,V*,M) on:

X' ={{= (21, 2m); 23 > 0; Z%‘: 1}
=1

YVi={n=(y,yn); v; > 0; Zyj =1}
j=1

M(En) =EAn=)Y "> zia;y,

i=1 j=1

on suposem que £ és un vector fila i 77 un vector colum-
na. Aixi doncs, els conjunts X'*, V* sén els simplexs
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iguals a les envolupants convexes de les estrategies
pures dels jugadors. La interpretacié és que J; tria ca-
da fila amb les probabilitats donades per &, i J5 tria les
columnes amb les probabilitats donades per 7.

Tenint en compte (3.1) i (3.2) tenim que:

A(€) = inf M(&,y) = min{¢ Cj} (4.3)
() = sup M (z,n) = max{F;n} (4.4)

TeX

on C; i F; s6n les columnes i les files de la matriu
de pagaments del joc, A, respectivament. L’expli-
caci6 intuitiva de (4.3) i (4.4) és la segiient: A(§) =
min,cy- £ An = min, ey« (€ A)n és la combinacio con-
vexa 7 de les quantitats (£ Cy,---£C,,). Pero, tenint
en compte que aixo és la mitjana segons la distribu-
ci6 de probabilitat n d’aquestes quantitats, aquesta
haura de ser major o igual que el menor dels valors
(£Cq,---£Cy). Tde forma analoga per (7).

4.3 Teorema del minimax

Teorema 4.1 Teorema del minimax

Qualsevol joc bipersonal de suma zero amb estrategies
finites (és a dir, un joc matricial) té soluci6 en estrate-
gies mixtes. Es a dir, existeixen estrategies oOptimes dels
jugadors &,, 1, tals que:

EAN, <& AN, <& A 4.5)
on v = &,An, és el valor del joc. Tenint en
compte (4.3) i (4.4), les estrategies optimes dels ju-
gadors satisfan:

Fin, <& An, <& Cj, Vi,g (4.6)
Aquest teorema també es pot enunciar dient que la
funci6: M (&,n) = £ An té un punt de sella &,, 7, on:

1 M :M o0sTo fry
max min M(&,n) = M(Ermo)

i M 4.7
min max &n) @7

Les estrategies optimes poden no ser Uniques. A par-
tir d’ara es fara servir la notacié O(.J;,A) i O(.J5,A) per
referir-se al conjunts d’estrategies optimes de J; i Js,
respectivament.

A continuacié s’esbossen 2 demostracions del teo-
rema. Farem servir la notacié © = (X,),M), amb
M(ij) = aij, i O = (X*Y*, M), amb M({,n) =
& An, per el joc en estratégies pures i la seva extensio
mixta, respectivament.

Capitol 4. Jocs matricials
4.3.1 Primera demostraci6
Considerem el joc 05 = (X*,S5*,Ms) on:
§* =Conv{Cy,---C,}
Ms(§s) =& s

és a dir, el conjunt S* és I’envolupant convexa generada
per les columnes de A. Clarament, Jg i ds s6n jocs
equivalents. Per O tenim:

(4.8)
4.9)

As(§) = inf Ms({,s) = min¢-s (4.10)
vs(8) = sup Ms(§,8) = max Mg(x,s) =
cex reX
max{u; - s} = max{s;} (4.11)
onwu; = (0,--- 1,---0). El valors inferior \} i superior

vs del joc son:
Ne = max A
S ge%c* s(€)

v = Iglelgl vs(8) = I;lelél mzax{si}

Sigui 7 = {t € R" | max;{t;} < vi}. TiS*
son convexes i disjunts, doncs si s € S*, aleshores
vE = minges- max;{s;} < max;{s;}, que és incompat-
ible amb v§ > max;{t;}. Per tant, existeix un hiperpla
H(u, c) que separa S*,T:

u-8>c¢, VseS*

u-t<cVteT
d’on tenim que &, = u/ ), u; és una estrategia Optima
de Jyiv =c¢/) ,u; és el valor del joc. Un punt s, de
I’hiperpla H (u, c) en la frontera de S*,7 sera una solu-
ci6 optima de .J; en el joc Os. Per tant, una estrategia
optima de J; en O vindra donada per n = (y;, - - - ¥, ) tal

que s, = . y; C;, on C; sén les columnes de la matriu
A. [ |

4.3.2 Segona demostracio

Siguin les funcions de pagament quan els jugador J; i
Jo fan servir les estrategies pures ¢ 1 J, respectivament:
M(in) = Fi-n
M(&.j) =€ C;

on F;,C; sén la fila 7 i columna j de la matriu del joc,
respectivament. Definim les funcions:

61(5777) = maX{O, M(Z777) - M(fm)}
= Il’laX{O, M(€7n) - M(£7j>}



4.4. Teorema del minimax generalitzat

Siguin & = (z1,- - Tp), N (yl, -Yn). Definim la
funcié f : X" x ))* — X V¥, f(fﬂ?) = (&),
fl (1’1, -, )’ 77, = (ylv' yn)’
/ €Z; +Cz(§ﬂ7) .
T; = = yi=1,---m
1 + Zizl 62(6777)

SRS DT ()

La funci6é f compleix les condicions del teorema del

punt fix de Brouwer (veure 1’apendix C.9, pag. 34), per

tant, hi ha d’haver almenys un punt &, = (z9,---29)),

Mo = (yi)7 o yg) tal que (507770> - f(fmno) = ( ;77%))’
per tant:

o __ I'LQ + Ci<€oan0)

T emy T
y}) _ yf +ndi(§07770) L j = 17”
1 + Zj:l dj (507”0)
Veiem que es compleix:
¢i(&m0) = 0, i=1,---.,m (4.12)
d;j(&5,m0) = 0, j=1,--n (4.13)

Demostrarem la primera igualtat, doncs 1’altra és analo-
ga. Comencem per provar que existeix un k tal que
cx(€o,10) = 0. Per definicid, tenim que:

Zx M (i,n,)

m

Z ‘T?(M<i7no) -

=1

M(&.m,) =

M(&,m0)) =0

que implica que almenys un dels parentesis haura de ser
negatiu (p.e. el que té I’'index ¢ = k). De la definici6
tenim que per aquest index haura de ser: ¢x(&,,1,) = 0.
Ara bé, per aquest index es té:

x, +0
1 + Z:)il Ci(goano)
que implica: > " ¢;(§.m) = 0. Com que les ¢; s6n
no negatives, es té que ha de ser: ¢;(&,,m,) = 0, i =
1,--- ,m, amb el que (4.12) queda provat.

De la definicio es té que (4.12) 1 (4.13) impliquen:
M<i7770) - M(£07770) < O? L= 17 T M
M(gmj)_M(goano) 207 J:L T

Multiplicant les expressions anteriors per x; 1 y;, respec-
tivament, 1 sumant es té:

M(£77]0) - (507770) V¢ € X*
M(foﬁ) - M(foﬂO) VU ey*
que implica: M (£,n,) < M(go,no) < M(&,n). D’on

es conclou que (&,,7,) és un punt de sella, i per tant, una
soluci6 optima del joc. ™

o __
Ty =

<0
>0

4.4 Teorema del minimax generalitzat

El teorema del minimax 4.1 es pot generalitzar de la
segiient manera:

Teorema 4.2 Teorema del minimax generalitzat
Sigui un joc© = (X, Y,M)on X C R™iY C R" s6n
conjunts compactes i convexos i

My): X xY —R

és una funci6 continua i concava de x per toty € Vi
convexa de y per totz € X'. Aleshores el joc esta deter-
minat estrictament i existeixen estrategies optimes dels
2 jugadors.

Notar I’abus de la notacid, en el sentit de que ara el
joc O possiblement €s I’extensié mixta d’un joc amb es-
trategies pures unidimensionals. Comparat amb la no-
taci6 que s’ha fet servir anteriorment, araz = £,y = 7).

Demostracio. Per a tot z, € X definim el subconjunt
S(z,) C Y per:

S(‘TO) = {yo € y | 1’316131} M(Z'O,y) - M<x07yo)} =
argmin M (z,,y)
yey

i el subconjunt R(y,) C X

R(y,) = {zo € X | max M(zy,) = M(2oy,)}

arg max M (z.y,).
zeX

Ara definim la multiaplicaci6:
Y(Ey) X XY > X XY
com:

Y(z,y) = R(y) x S(x)

Per el teorema de Kakutami (veure 1’apendix C.9,
= | pag. 34) ¢ té almenys un punt fix:

(=" y) [ v(E"y") =R(Yy") x S(x*) = (z"y")

que implica:

x* € R(y") = argmax M (z,y")
reX

y €Sz

*) = argmin M (z"y)

yey

i, per tant, existeix almenys un punt (z*,y*) tal que:

min M (z
yey

Ly) = AzT) = M(zhy') =

max M (zy*) =

reX

(y). O



Capitol 5
Meéetodes geometrics de resolucio

5.1 Metode de ’envolupant convexa

Metode basat amb la primera demostracié del teorema
del minimax (secci6 4.3.1, pag. 6). Només es valid per
jocs amb matrius 2 X n 0 m X 2. Considerem primer un
joc amb una matriu 2 X n:

on C; son les columnes de A. Es tracta de construir els
conjunts:

S* = Conv {C},---C,}
T ={t e R" | max{t;} < v}

5.1
(5.2)

de forma que els conjunts S* i 7 es toquin en la fron-
tera en un punt s,. Després es construeix 1’hiperla que
passa per s, i separa S* i T :

aty +bty =c

d’on es té que v = ¢/(a + b) és la i soluci6 del joc i
I’estrategia optima de J; és:

e b
a+ba+b

Per a I’estrategia optima de Jo, o bé s, € $* N T coin-
cideix amb una columna C; de A, i en aquest cas és la
estrategia pura 7, o bé esta en un segment (C;,C}), i en
aquest cas hem de calcular un )\, tal que:

go:

So:)\oci—f-(l—)\o)cj‘

770:(07"' 7)\0707"' 7(1_)\0)a07"')

De forma analoga es pot resoldre un joc amb una ma-
triu m X 2. Només cal construir els conjunts:
S§*=Conv{F, - F,}
T ={t € R"| min{t;} > v}

on F; son les files de A.

Exemple 5.1 Metode de I’envolupant convexa
Resoldre el joc de suma zero amb matriu de paga-
ments':

A [3 10 6]

4 6 7 4 (5-3)

Capitol 5. Metodes geometrics de resolucio

l‘Q‘

d

6 L%

(16) > =7
4

2 -\

0

Figura 5.1: Metode de I’envolupant convexa.

Solucié La figura 5.1 mostra els punts corresponents
a les columnes de la matriu de pagaments (5.3) i la seva
envolupant convexa (conjunt S* en I’equacié (5.1)), i el
conjunt 7 (veure I’equaci6 (5.2)). Com que I’intersec-
ci6 de $* i 7 no €s un tnic punt, el joc no té solucié
Unica. L’hiperpla separador €s:

.’132:4

d’on deduim que el valor del joc és v = 4 1 I’estrategia
optima del primer jugador és:

&=10 1]. (5.4)

Per a I’estrategia optima del segon jugador hem de bus-
car les combinacions convexes de les columnes C; 1 Cy
que donin lloc al segment interseccié entre S* 1 7 :

m(y)={y 0 0 1—y]" |
By+6(1—y)<4,4y+4(l-y) <4} =
y€[2/31 (5.5)

Notar que amb I’estrategia donada per (5.4) es com-
pleix £, An > 4, ¥Vn, i amb qualsevol estrategia donada
per (5.5) £ An, < 4, V¢ (veure ’equaci6 (4.5), pag. 6).
[

5.2 Metode de les rectes

Només es valid per jocs amb matrius 2xn o mx2. Con-
siderem primer un joc amb una matriu 2 X n. De (4.3)
tenim que A(§) = min;{ C;}. Com que qualsevol es-
trategia mixta de .J; és de la forma:

E=(z,1—1x)

i les columnes C; de A sén:

'Matriu del segon problema de I’examen de I'UNED de febrer 2008, primera setmana.



5.3. Metode dels punts fixes

resulta que:

A(z) = mjin{(alj — agj) x + as;} (5.6)
La funcié donada per (5.6) és una poligonal formada
per el minim de les rectes

Tj(&?) = (alj — CL2j> x -+ agj.

Un cop dibuixada A(x), una estratégia Optima de J; vin-
dra donada per v = max A(z), essent aquest el valor del
joc. Si el maxim s’assoleix en més d’un punt, aleshores
sera un segment amb extrems & = (z1, 1 — xq) i
& = (x9, 1 — x3), de manera que el conjunt d’estrate-
gies optimes de J;, O(J;,A), estara format per qual-
sevol combinacié convexa de &,&>. Notar que (z1,v)
i (z2,v) seran les coordenades del grafic de A(z) que
donen lloc a les les estrategies optimes de .J;.

Si & = (x1, 1 — x1) és un punt extrem del conjunt
O(J1,A), aleshores per (z1,v) i passaran dues rectes

Per a calcular les estrategies Optimes de J5
i

770:(07“‘ 7)\0707'” 7(1_)\0)707'”>

hem d’imposar:
v
)\0 Cl + (1 — )\0) Cj - |:'U:|
restant les dues equacions anteriors s’obté:

Ao (a1; — ags) + (1 = Xo) (ay; — ag;) =
Aopi+(1—=Xo)p; =0

on p; 1 p; son les pendents de les rectes r; 1 7;.

De forma analoga es pot resoldre un joc amb una ma-
triu m x 2. Només cal dibuixar les rectes donades per
les files de A:

7i(y) = (an — ai) Yy + aso.
Ara el valor del joc vindra donat per:

v = min~y(y) = min max{(a; — @)y + i}
Yy i

és a dir, el minim de la linia poligonal formada per les
rectes r;(y). Procedint igual que abans obtindriem les
solucions optimes dels jugadors.

Exemple 5.2 Metode de les rectes
Resoldre el joc de suma zero amb matriu de pagaments
(comparar amb I’exemple 5.1):

A [3 10 6] 5.7)

4 6 7 4

0' "2 476

Figura 5.2: Metode de les rectes.

Solucié La figura 5.2 mostra les rectes formades amb
les columnes de la matriu de pagaments 5.7:

r=-—-x+4
r9=—-5xr+6
rs =—x+7
ry =2x+4

D’on s’obté que el valor del joc és v = 4 i I’estrategia
optima del primer jugador ve donada per la interseccid
de lesrectes vy 1741 és:

&=1[0 1]. (5.8)

Donat que hem agafat les rectes corresponents a les
columnes C] i Cy, I’estrategia del segon jugador ha de
ser del tipus:

my)=[y 0 0 1-y]"

i tenint en compte que ha de ser F; 1, < 4, Vi, on F; s6n
les files de A (veure (4.6), pag. 6), es té:

mo(y)={[y 00 1—y]" |
3y+6(1—y) <4, 4y+4(l-y) <4}=
y€[2/3.1 (5.9)

5.3 Metode dels punts fixes

Es basa en la demostraci6 del teorema del minimax gen-
eralitzat (secci6 4.4, pag. 7). Té I’avantatge que es
poden introduir restriccions en les estrategies dels ju-
gadors. Es a dir, es construeixen els conjunts:

R(y,) = argmax M (z,y,)
xeX

S(zx,) = arg min M (z,.,y)
yey
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1 es busquen els punts fixes, és a dir, els punts que com-
pleixen z, = R(y,) i yo = S(z,).

En la seccié 9.3.1, pag. 17 es tornara a veure aque-
st metode per el cas de jocs finits. En la secci6 9.3.2,
pag. 18 s’explica el metode dels punts critics, que fa-
cilita el calcul dels punts fixes. Cal destacar que el me-
tode dels punts critics també seria aplicable en el cas
dels jocs finits, tal com s’il-lustra en la segona part de
I’exemple 8.1, pag. 13.

Exemple 5.3 Metode dels punts fixes’
Resoldre el joc de matriu:

-1 3 0

4 1 6
si el primer jugador tria la primera estratégia pura amb
probabilitat > 1/4 i el segon la tercera amb probabilitat
>1/3.
Solucié6 Definim r = [z 1—z], sT = [y1 y] i
escrivim el joc equivalent amb funcié de pagament:

M(rs)=r [_41 ﬂ S+r {g} (1-[1 1] s)

. [:; _35} str [g]

:—7’181+37’1$2—27"231—5T282+67’2
= (—7‘1—2T2)81+(37‘1—5T2)82+6T2
= (—81+352>7’1+(—281—552+6)T2

La segiient figura 5.3 mostra els dominis de r i s.

) S2
A _ (13 A
ARG - 0)
; A) 1-— S1 — S9 S 1
4 N\ B=(1,0) | P2y
’ B = (570)
5 T ! T / !
(a) (b)

Figura 5.3: Dominis de r (a), i s (b).

Tenim que per el puntr = A :

13 -7 —
M(As) = M((zq)ﬁ) v s1 + o S9 + 6719
Per tant:
2
S(r=A)=argmin M(As) = (0,=) = A’
seS 3

Capitol 6. Propietats de les solucions d’un joc matricial

Per altra banda:

2
M(r,A") = M(r,(0,=)) =2r + §r2

3 3
Per tant:
, , 13
R(s=A)=argmaxM(rA)=(-,-)=A
rcR 44

Tenim doncs que r = Ais = A’ és un punt fix, i per
tant solucié del joc. D’on es conclou que les estrategies
optimes i el valor del joc és:

=

I
W oo
C

Wl
.

[
[
5

S 8

0
/2 .

Capitol 6
Propietats de les solucions d’un joc
matricial

Teorema 6.1 Convexitat de les solucions

Sigui © un joc matricial amb matriu A™*". Aleshores
les estrategies optimes dels jugadors O(J;,A) i
O(J2,A) sén conjunts convexes i compactes de R i
R™.

Teorema 6.2 Linealitat del valor

Sigui © un joc matricial amb matriu A, estrategies Op-
times dels jugadors O(.J;,A) 1 O(J2,A) i valor v(A). Es
compleix que:

O(Ji,k x A) = O(J;,A), 1 =12
vk x A) =k xv(A)

v(k+ A) =k + v(A)

on k + A és la matriu resultat de sumar la constant k& a
tots els elements de A.

6.1 Files i columnes rellevants

Definicié 6.1 Es diu que una fila F; és rellevant si exis-
teix una estratégia optima &, = (1, - - - x,,) on z; > 0.

Es diu que una columna C; és rellevant si existeix
una estratégia optima 7, = (y1, - - - y») on y; > 0.

2Enunciat del segon problema de I’examen de I"UNED de setembre de 2010.



6.2. Dominancia

Teorema 6.3 Files o columnes rellevants
Si la fila F; és rellevant, v és el valor del joc i 7, €
O(J3,A), aleshores:

EFin,=v

Si la columna Cj és rellevant, v és el valor del joc i
& € O(J;,A), aleshores:

fon:U

Teorema 6.4 Nombre de files i columnes rellevants

Un joc matricial amb matriu A™*™ té com a molt
min{m,n} columnes i files rellevants. Aix0 és equiv-
alent a dir que les estrategies optimes dels jugadors €s
com a molt una mixtura de min{m,n} estratégies pures.

6.2 Dominancia

Definicié 6.2 Dominancia estricta de files
(columnes) Es diu que una fila F; domina estrictament
una fila Fj si F; > Fj, en el sentit que a;; > aji, Vk.
Es diu que una columna C; domina estrictament una
columna Cj si C; < C}, en el sentit que a; < ag;, VE.

Teorema 6.5 Dominancia estricta de files
(columnes)

Si una fila (o una columna) esta dominada estrictament
per una altra fila (o columna), o per una combinaci6
convexa d’aquestes, aleshores la fila (o columna) és

irrellevant.

Corol‘lari 6.1 Sien un joc matricial s’eliminen les files
i columnes dominades estrictament, aleshores els con-
junts de solucions optimes dels jugadors i el valor del
joc no canvien.

Definicié 6.3 Dominancia no estricta de files
(columnes) Es diu que una fila F; domina (no es-
trictament) una fila F; si F; > Fj, en el sentit que
a;; > ajk, Yk, 1 que almenys una de les desigualtats és
estricta.

Es diu que una columna C; domina (no estrictament)
una columna Cj si C; < Cj, en el sentit que az; <
ak;, Vk, 1 que almenys una de les desigualtats és estric-
ta.

Corol-lari 6.2 Sien un joc matricial s’eliminen les files
1 columnes dominades no estrictament, aleshores el val-
or del joc no canvia, tot i que es poden perdre algunes
de les solucions optimes dels conjunts de solucions op-
times dels jugadors.

11
6.3 Admissibilitat

Definicié 6.4 Dominancia d’estrategies Es diu que
una estrategia £; domina una estrategia &5 si

M(&y) < M(&.y), Yy (6.1)

i que la desigualtat €s estricta per almenys algun y.
Es diu que una estrategia 7; domina una estrategia 7,
si

M(z,m) > M(z,n2), YV (6.2)

i que la desigualtat és estricta per almenys algun .

Definicio 6.5 Admissibilitat Es diu que una estratégia
optima &, de J; (1, de J2) és admissible si no esta dom-
inada per qualsevol altre estrategia de .J; (de .J5). Altra-
ment de diu que I’estrategia és inadmissible.

Teorema 6.6 Admissibilitat
En qualsevol joc matricial hi ha almenys una estrategia
optima admissible per a cada jugador.

Teorema 6.7 Eliminacio de files i columnes domi-
nades

Si en un joc matricial s’eliminen les files 1 columnes
dominades (estrictament o no), aleshores el valor del joc
i el conjunt d’estrategies optimes admissibles no canvia.

Exemple 6.1 Dominancia

Resoldre el joc de suma zero amb la segiient matriu de
pagaments fent servir els criteris de dominancia' (com-
parar amb els exemples 5.1, pag. 8),15.2, pag. 9):

A [3 10 61 63)

4 6 7 4

Solucié La columna 4 esta dominada (no estricta-
ment) per la columna 1, per tant, basta considerar el

joc:
310
A= {4 6 7}

on la primera fila esta dominada per la segona fila, i bas-
ta considerar el joc format per la segona fila, on el segon
jugador triara la primera columna (I’element menor).
Es conclou doncs que el joc només t€ una solucié ad-
missible amb valor v = 4 1 estrategies dels jugadors:

&=[0 1]
m=1[1 00 0" .

ISegon de I’examen de I"'UNED de febrer 2008, primera setmana.
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6.4 Jocs completament mixtes

Definicié 6.6 Estrategia optima completament mix-
ta és una estrategia en la que totes les components s6n
estrictament positives (> 0).

Teorema 6.8 Jocs completament mixtes

Sila matriu d’un joc de valor v = 0 és A™*™, una condi-
ci6 necessaria i suficient perque el joc sigui completa-
ment mixt €s que:

e A és una matriu quadrada (m = n),

e clrang de A ésrank(A) =n —1,

e tots els elements de la matriu adjunta’ de A, A*, tenen
el mateix signe i s6n no nuls.

A més, les estrategies optimes dels jugadors son

uniques i el valor del joc és:

14

= 4
el Axe 64

on e és un vector columna amb tots els elements iguals
al.

També es compleix que:

e Si la matriu és quadrada i J; té una estrategia que
no és completament mixta, aleshores ./, també té una
estrategia que no és completament mixta.

e Si la matriu A™*" no és quadrada, amb m > n,
aleshores .J; té una estrategia Optima que no és com-
pletament mixta. Si és m < n, aleshores .J, té una
estratégia Optima que no és completament mixta

Capitol 7

Determinacio de totes les solucions

Definicié 7.1 Solucions simples Sigui © = (X)), M)
un joc amb £* € X* in* € Y* estrategies mixtes de
J1,J5 tals que:
M(Ey)=M(n)=v, VeeX yel

on v és una constant, aleshores (£*,17*) és una soluci6
simple de ©. De la definicié es dedueix que (£*,7%)
també €s una solucié Optima del joc, amb valor igual a
v.

Si el joc és matricial, amb matriu A amb files F}, i =
L,---micolumnes C;, j = 1,---n, aleshores ({*,n*)

Capitol 7. Determinacié de totes les solucions

€s una soluci6 simple si:
*
€ Cj =,
*
En =,

(7.1
(7.2)

j=1,--n

Z:l’m

Teorema 7.1 Solucions simples

Sigui A una matriu quadrada no singular d’ordre n i A*
la seva matriu adjunta (definida com la matriu de cofac-
tors, veure el peu de pagina 2, pag. 12). Una condi-
cid necessaria i suficient perque A tingui alguna solucié
simple és que les quantitats:

ri= Ay, i=1--n (7.3)
j=1

;=3 Ay, j=1--n (7.4)
=1

tinguin el mateix signe. Notar que r; és la suma dels
elements de les files i ¢; el de les columnes:

* .« .. *

11 in T
: : : —

* e * T
nl Ann n
[er oo el

Demostracio. (esbos) Es basa en el fet que de la defini-
ci6 (7.1)1(7.2) es té que:

&A=ve'

An*=ve
on e és un vector columna amb tots els elements iguals
a 1. Notar que, com que A és no singular, té inversa.

Per tant, les solucions (£*,7*) de les equacions anteri-
ors sOn uniques. A més:

=ve A7t =
Ce=1=ve Ale =

A A
el Ale eT(A*)Te el A*e
oo AL (AT
F=ve A7 = eT A*e | Al =
A*e 1 "
T _ — P
&) = T Are ST (7.5)

D i Ti r,
Analogament s’obté:
el A 1

«\T _ _
)" = Ge = 5o [ (7.6)

‘.

En anglés adjugate o classical adjoint. En el llibre de la UNED [1] es defineix la matriu adjunta com la matriu de cofactors, i
en aquests apunts seguirem aquesta definicié. El cofactor d’un element a;; és ¢;; = (—1)""/M;;, on M;; és el menor, és a dir, el
determinant de la matriu obtinguda al eliminar la fila 7 i columna j de A. Alguns autors defineixen la matriu adjunta com la trasposta
de la matriu de cofactors, degut a que la inversa d’una matriu no singular es pot calcular com com la trasposta de la matriu de cofactors

dividida per el determinant.



Capitol 8. Solucié amb el metode simplex

Notar que:

n n
E ry = E C; = CT A*e
i=1 j=1

Com que £*,n* > 0, es té que:

n n
sigr; = sig 5 r; = sig g c; = sige; ]
i=1 j=1

El metode del teorema 7.1 per saber si A té solu-
cions simples és constructiu, doncs si A té solucions
simples, les equacions (7.5) i (7.6) ens donen la man-
era de calcular-les. A més, com s’ha mencionat en la
demostracid, les solucions (£*,7*) s6n tniques.

Teorema 7.2 Teorema de Shapley-Snow

Sigui O un joc matricial de matriu A™*" de valor v # 0.
Aleshores el conjunt d’estrategies optimes extremes,
és a dir, els punts extrems dels conjunts O(J;,A) i
O(J3,A) és finit. A més, (£f,77) sén punts extrems de
O(J1,A) 1 O(J2,A) siinomés si A té una submatriu no
singular B on (£} g, 77 g) €s una solucié simple de B.
Els vectors (] 5,7} ) son els que s’obtenen de (£, 77)
eliminant les components que corresponen a les files 1
columnes, respectivament, per a obtenir B de A.

Notar que la condicié v # 0 sempre és pot aconseguir
sumant una constant a tots els elements de A: v s’incre-
menta amb el mateix valor, i les estrategies optimes no
canvien (veure el teorema 6.2, pag. 10).

Metode de les submatrius per a determinar totes les

solucions d’un joc Els teoremes 7.1 i 7.2 proporcio-

nen un metode practic per calcular totes les solucions

d’un joc matricial:

1. Assegurar que el valor del joc és diferent de 0. Aixo
es pot aconseguir sumant una constant a tots els ele-
ments de A de forma que siguin tots positius.

2. Examinar totes les submatrius 1x 1 de A i comprovar
si son punts de sella. Si ho sén, seran punts extrems.

3. Examinar totes les submatrius 2 X 2 no singulars de
A i comprovar si tenen solucions simples.

4. Comprovar si les solucions (£, 1) simples trobades
en el punt 3 (afegint zeros en les components que
calgui) sén optimes: Han de complir que &, C; >
Fin:peri=1,---m,j =1, ---n. Sisén Optimes,
sOn punts extrems.

5. Es continua el procés fins examinar totes les subma-
trius d’ordre min{m, n}.
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Qualsevol combinacié convexa de les solucions ex-
tremes €s una solucié optima del joc.

Capitol 8

Solucié amb el metode simplex

Sigui un joc matricial de matriu A™*" amb files i
columnes F; i Cj. La solucié del joc es pot plante-
jar com una parella de problemes duals de programaci6
matematica:

max min [

s.a 05> «a s.a Fyjn< B
fe= 1 ne= 1
£= 0 n> 0

Sigui & = [21, -~ T ], 1" = [y1, - - yn]. Definim:

X; = % X =[x, X,]
= %,Y - [vi - "
1> m -
= — = = = XZ
D B
1 Zﬁ—1 Yi -
= — = =e=n=J9" YL
ER S
Aleshores:
max QC - min @ w = X;
e LGz o i=1 (8.1)
fe= 1 s.a XA>
£> 0 X> 0
min S max z:ZYi
s.a Fjn< B —
T = (8.2)
ne= 1 s.a AY <
n= 0 Y >

Exemple 8.1 Soluci6 amb el métode simplex
Resoldre el joc de suma zero amb matriu de pagaments:

s

I
w O =
— s O
N — W
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Solucié Fent servir (8.2):

Yi Yo Y3 X1 Xo X3 b
-1 -1 -1 0 0 0 0
1 0 3 1 0 0 1
0 4 1 0 1 0 1
12 o 0 1 1
1/3 0 —2/3 —1/3 0 0 1/3  1/3
—1/3 0 —1/3 17/3 1 0 —1/3 2/3
0 1 o 1 0 1
3 1 2 0 0 1 1
176 0 0 —1/6 0 1/6  1/3  1/2
113 0 0 1 1/12 —1/3 3/4
0 4 1 0 1 0 1
—-1/4 3 0 7/4 0 —1/4 1 3/4
2/29 0 0 0 2/29  5/29 9/29 16/29
0 0 29/12 1 1/12 —1/3 3/4
—12/29 0 4 0 —12/29 28/29 4/29 20/29
—21/29 3 0 0 —21/29 —9/29 36/29 6/29
D’on z = 16/29, la soluci6 primal i dual:
Y1 =2/29, Yy =5/29, Y3 =9/29
X1:2/29, X2:5/29, X3:9/29

notar que no €s estrany que la soluci6 primal 1 dual co-
incideixin, doncs la matriu A és simetrica. Aixi doncs,
el valor del joc i les estrategies dels jugadors son:

v=1/2=29/16

v 2 Y, 5 Y; 9
N=7"""1 7, "1 BT 16
poX_2 XN _5 X9
YT T8 P 2 16 YT 216

Observacié Aquest problema també es podria resol-
dre facilment amb el metode del punt fix (veure 5.3,
pag. 9), tal com es mostra a continuacié. Definim els
vectors:

xr = [i[fl iL‘Q]
_ |
Y [@/2]
Tenint en compte que:

$3:1—1’1—$2:1—$ }:|

ys=1—-y1—p=1-[1 1]y

Capitol 9. Jocs infinits

podem escriure I’equacié de pagaments del joc com:

T [(1) 2] y+z m (1-[1 1] y)+(1—= m) 3 1]y
+2(1—=z m)(l— 1 1]y =

T {:;’ :ﬂ y+z [_11} +[1 1] y+2 83)

A N 51

| | T
(0,0) !

(0,0)
Figura 8.1: Dominis de z (a), 1y (b).

La figura 8.1 mostra els dominis dels vectors z iy. Per
trobar els punts fixes farem servir el metode dels punts
critics (veure la seccid 9.3.2, pag. 18). De (8.3) tenim
que els punts critics venen donats per:

—31’1—2$2+1:O
—2x1+429—1=0

—3y1—2y2+120}

—2y1+4y2 -1 :O
d’on es té:

21 =2/16, x5 =>5/16, 3 =9/16
y1 =2/16, y»=5/16, y3=9/16

Com que els punt critics estan dintre del domini de z,y,
son punts fixes i a més son tnics. Per tant son la solucié
del joc. Substituint en (8.3) tenim que el valor del joc
és: v =29/16. n

Capitol 9
Jocs infinits

Ingredients:
e Dos jugadors amb estrategies pures x € X',y € )V en
regions X', ) C R".

e Funcié de pagament del primer jugador M : X X
Yy — R



9.1. Jocs sobre el quadrat unitat

Definim les metriques intrinseques en X', V:

6($1> 33'2) = sup ’M($1ay) - M($2>y)‘
y
0(y1,y2) = sup | M (x,y1) — M (2, 1)
Aquestes metriques permeten engendrar dues

o-algebraen X)) .

Es fara servir la notacié ICC per referir-se a un espai
metric generat per les metriques intrinseques que sigui
condicionalment compacte (veure 1’apendix A).

Teorema 9.1 Teoremes sobre les métriques intrinse-
ques ICC

e Si un dels espais d’estrategies pures X,) és ICC, ho
son els dos.

e Si un dels espais d’estrategies pures X,) és ICC, el
joc esta estrictament determinat.

e Si X és finit amb m punts, 1 Y és ICC, aleshores ex-
isteix un subconjunt 5 € ) de no més de m punts tal
que el valor del joc v(X,)) = v(X, 5).

Es fara servir la notacié IS per referir-se a un espai
metric generat per les metriques intrinseques que sigui
separable (veure I’apendix A). A diferencia de ICC, és
possible que un espai d’estrategies pures sigui IS i 1’al-
tra no.

Teorema 9.2 Teoremes sobre les meétriques intrinse-
ques IS

e Si X, )Y son IS, aleshores el joc esta estrictament de-
terminat i existeixen dos conjunts o C X, § C ) tals
que el valor del joc v(X,Y) = v(«, ).

9.1 Jocs sobre el quadrat unitat

S6n jocs infinits en els que els espais d’estrategies pures
dels jugadors s6n I'interval [0,1]. Suposarem a més que
la funcié de pagament M (z,y) és una funcié continua
en [0,1] x [0,1].

L’extensié mixta del joc esta formada per dues dis-
tribucions de probabilitat de les estrategies dels dos ju-
gadors, que denotarem respectivament per F'i G. Es a
dir, F'i GG verifiquen:

F(1)=1
F(z) < F(x'), Va<a
F(x) = F(z%), ésadir, continua per la dreta.
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De forma analoga al cas finit (veure la seccid 3.1,
pag. 4):

w6 - | M) dcty)
M(Fy) = /  Mg)dF(s)
M(F,G):/ ) _OM(l’,y)dF(x)dG(y)

Definim el valor inferior v; i superior v;; del joc com:
v; = sup inf M(F,G)
r G
= inf sup M (F,G)
G F

Les distribucions F'* i G* s6n Optimes si:
sup inf M(F,G) = inf M(F*,G)
r G €]
inf sup M(F,G) = sup M (F,G)
G F F
Teorema 9.3 Distribucions optimes d’un joc infinit
Es compleix que:
igf M(F,G) =inf M(F,y)
Yy

sup M(F,G) = sup M(z,G)
F T

Demostracio. Provarem la primera relacio (la segona és
analoga). Primer notem que:

inf M(F,G) <inf M(Fy)
Yy

doncs el terme de la dreta és un cas particular del de
I’esquerra de la desigualtat. Per altra banda:

1nf M(F,G) =

mf//M ry)d F(z)dGly) =

igf/o M(Fy)dG(y) =

1
inf/ inf M(Fyy)dG(y) =
G Jo v

1
infinfM(F,y)/ dG(y) =
G y 0
inf M(Fy)
y

d’on es conclou amb la igualtat que es volia de-
mostrar. [
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El teorema anterior permet reescriure el valor inferior
v; 1 superior v;; del joc com:

v; = sup inf M(F,G) =sup inf M(Fy)
F G F ¥

vy = inf sup M(F,G) = inf sup M(x,G)
G g G 5

i les distribucions F™* i G* s6n Optimes si:
sup inf M(Fyy) = inf M(F*y)
F Y y

i%f sup M (z,G) = sup M(z,G")

També es compleix que si M (x,y) és continua, es po-
den substituir els sup i inf per max i min respectiva-
ment.

Teorema 9.4 Solucié d’un joc sobre el quadrat uni-
tat

Un joc infinit sobre el quadrat unitat té valor (veure[2,
pagina 53]). Una condici6 necessaria i suficient perque
les distribucions F, i G, siguin optimes és que (F,,G,)
sigui un punt de sella sobre el quadrat unitat:

M(z,G,) < M(F,,G,) < M(F,y)

També es compleix que si trobem un v € R i distribu-
cions F, i G, tals que:

M(z,G,) <v < M(Fyy)

aleshores v és el valor del joc, i F, i GG, son estrategies
optimes.

Finalment, sigui el valor del joc v, i F, i G, les es-
trategies optimes. Definim les funcions:

H(z)= M(z,G,)
K(y) = M(Fs,y)

aleshores per qualsevol z* € [0,1] en que la derivada
per I’esquerra de F,(z*) sigui positiva o no existeixi, es
té que:

H(z") = mBXH(x) =0
i per qualsevol y* € [0,1] en que la derivada per I’es-
querra de G, (y*) sigui positiva o no existeixi, es té que:

K(y") = min K(y) =v

9.2 Jocs convexes

Teorema 9.5 Solucié d’un joc convex
Sigui un joc sobre el quadrat unitat on per cada

Capitol 9. Jocs infinits

x, M(x,y) és una funcié estrictament convexa de y.
Aleshores existeix una estrategia Optima unica per el
segon jugador de la forma:

L, y>b

9.1
0, y<b ©-1)

Go(y) = I(y) = {

El valor del joc es pot calcular com:

v = min max M (x,
ye[0,1] z€[0,1] (z.9)

i b és la solucio unica de:

v = max M(z,b)
z€[0,1]
Si el joc és convex en les dues variables, aleshores el
valor del joc és:

v = min max{M(0,y), M(1,y)} (9.2)

ye[o,l}
essent b en (9.1) el valor de y que soluciona (9.2). Notar

que la soluci6 de (9.2) sovint ve donada per la intersec-
ci6 de les corbes M (0,y) i M (1,y) (veure la figura 9.1).

¢(y) = max{M(0,y),M(1,y)}
to(y)

ti(y) '
N~

~—
/»_

¢(b) = min, max{M (0,y),M(1,y)}

=
~
=
S

Figura 9.1: Soluci6é d’un joc convex en les dues vari-
ables.

El jugador 1 té una estrateégia Optima donada per:

F,(x) =aly(z)+ (1 —a)(x) (9.3)

on «a € [0,1]. Per a demostrar-ho, siguin ¢y(y) i¢;(y) les
rectes tangents a les corbes M (0,y) i M (1,y), respecti-
vament, en el punt y = b (veure la figura 9.1):

to(y) = roy + by

94

ti(y) =rmy+b ©5
Tenim que:
1
M(F,y) = /0 M(zy)d Fy(z) =
aM(0,y) + (1 —a) M(ly) >
ato(y) + (1 —a) ti(y) =
(arg+(1—a)r)y+aby+ (1 —a)b
9.5)
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triant:

1

arg+(1—a)r, =0= @ (9.6)

11—« 70

de (9.4) tenim que aby + (1 — a)b; = ¢(b) (doncs
to(y) = to(y) = ¢(b)). Per tant, la desigualtat (9.5) és
M (F,y) > ¢(b). Aixo demostra (9.3), amb un valor de
« donat per 1’equacio (9.6).

Teorema 9.6 Solucié d’un joc concau

Analogament, si per cada y M (z,y) és una funci6 es-
trictament concava de x, aleshores existeix una estrate-
gia Optima tnica per el primer jugador de la forma:

F,(z) = I,(x)

on I,(z) és la funci6 esglaé:

I(z) = { (1) v 9.7)

r<a
El valor del joc es pot calcular com:

= in M(x,
N i

1 a és la soluci6 unica de:

v = min M(a,y)
ye[0,1]

Si el joc és concau en les dues variables, aleshores, a
més, el valor del joc és:

v = max min{M(z,0), M(z,1)}
z€[0,1]

i el jugador 2 té una estrategia Optima donada per:
Go(y) = alo(y) + (1 — ) Li(y)

on o € [0,1].

9.3 Jocs separables

Definim un joc separable com un joc sobre el quadrat
unitat amb funcié de pagament:

Zzaij ri(x) s;(y)

(ri(x), T
s(z) = (s1(2), -+ sn

on r;(x), s;(y) sén funcions continues en [0,1].
La seva extensi6 mixta tindra funcié de pagament:

=r(z) As(y)
r(r) =

17
M(F,
//ZZawn y)dF(z)dG(y) =
=1 j=1
ZZCLZ']'TZ'S]':TAS
i=1 j=1
on:
"':(7"1, T'm)
8:(317 Sn)
1
TZ:/ ri(x)dF(z),i=1,---m (9.8)
0
1
= [ $Wacw. =1 09
0

Per tant, també es fara servir la notacio:

m n
= E E Clij’f‘iSj:’l”AS

i=1 j=1
Els dominis de r i s son:
1
R={reR"|3F(x)Ar; :/ ri(z)d F(x),
0
i=1,---m}
1
S={s € R |36() As; = [ 1,(0)dG()
0

Aquests conjunts sén les envolupants convexes de les
corbes parametriques:

R* = {r(z) = (ri(z), - rm(z)) | € [0,1]}
S*={s(y) = (51(v), - sm(v)) | y € [0,1]}

Per tant, les estrategies r,,s, son Optimes si:

]:17

max M (r,s,) =

reR Iglelgl M<T078)

essent el valor del joc M (r,,s,).

9.3.1 Metode del punts fixes
Definim les transformacions:
S(r,) ={s, €S| 1;161‘51 M(r,,s) = M(r,,s,)}
R(s,) ={ro, € R| max M (s,,r) = M(r,,8,)}
i I’aplicaci6:
P:RXS—=>RxS

(r,8) = o(rs) = (R(s),S(r))
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El teorema de Kakutami garanteix 1’existencia d’algun
punt fix (r,,8,) que sera, per tant, solucié del joc. A
més, el conjunt de punts fixes de R és tancat i convex (i
igualment per els punts fixes de S).

Un cop determinats els punts fixes, hem de determinar
les distribucions de les estrategies optimes, F'(z) 1 G(y)
que satisfan (9.8) 1 (9.9), respectivament. Per exemple,
per trobar F'(z) haurem de trobar una combinacié con-
vexa de k punts de r(x) tals que:

k
r, = Z Oéi’l"(l’l')
=1

de forma que la distribuci6 buscada sera:

F(z) = Z a; I, (z)

on I, (z) és la funci6 esglad (veure (9.7), pag. 17). No-
tar que en general la solucié no és Unica.

9.3.2 Metode dels punts critics

El metode anterior es pot simplificar de la segiient man-
era. Definim la forma canonica d’un joc separable com:

M(z,y) = Z Z ai; ri(w) s;(y)+

i=1 j=1
Zbi ri(z) + ch sj(y) +d
=1 =1

on la matriu A = (a;;) no és singular. Sempre és possi-
ble trobar una descomposicid canonica per un joc sepa-
rable. En termes dels conjunts R i S:

M(r,s) =

n

izaiﬂ'risj"‘ibiﬁ—i—icjsj—i—d:
i=1 i=1

i=1 j=1

i Sj (i Q45 15 + Cj)

j=1 i=1

=1

( aijsj—i-bi)—i-chsijd
1 j=1

j=

n

2
i=1

En forma matricial:

M(rs)=rAs+rb+cs+d
=(rA+c)s+rb+d
=r(As+b)+cs+d

(9.10)
(9.11)

Capitol 9. Jocs infinits

on:
ail a1n by

an1 Apn bn

Com que A és no singular, els segiients sistemes tenen
solucio6:

rA+c=0=
Zaijri—i_cj:O?j:l?“.n (912)
=1

As+b=0=

Zaiij“‘bi:Oai:lv”'n (9.13)
j=1

Anomenarem primer i segon punts critics als punts 7 i
8o que resolen (9.12) i (9.13), respectivament.

Teorema 9.7 Punts critics d’un joc separable

e Si el primer i segon punts critics d’un joc separable
en la forma canonica sénry € R i sy € S, aleshores
son punts fixes i el valor del joc és:

U:T0b+d:ZbiTi+d

i=1

:CSU—I—d:ZCij—I—d

=1

e Siry € intRisy € intS', aleshores sén els tnics
punts fixes.

e Siry ¢ R, aleshores els punts fixes de S estan en
frS. Analogament, si s ¢ S, aleshores els punts
fixes de R estan en fr R.

Exemple 9.1 Jocs separables’
Resoldre el joc:

M (x,y) =2 cos(3z) cos(4y) + 2 cos(3z) sin(4y)+
12 sin(3z) cos(4y) + 6 sin(3x) sin(4y)—
2 cos(3z) — 10 sin(3z)—
8 cos(4y) — 4 sin(4y) + 3

'Es fa servir la notaci6 int S i fr S per I’interior i la frontera del conjunt S.
2Enunciat del primer problema de 1’examen de I'UNED de setembre de 2011.
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Solucié Definim:

r1 = cos(37) s1 = cos(4y)

ro = sin(3z) S9 = sin(4y)

d’on tenim:

M(r.s) =2r1 81 +2r1 80+ 121981 + 619 59—
2T1—10T2—851—482+3:

2 2 —2
TL? 6}s+rl_10]+[—8 —4]s+3

onr = [r r]is= El} Aplicant el meétode dels
2

punts critics:

r {122 a +[-8 —4] =0 (9.14)
2 2 -2
L? 6} s+ {_10} =0 (9.15)
d’on:
1 6 —2
7'0:_—12[8 4] {_12 2] = [0 2/3]

o — 1 6 2|2 |2/3

07 _12|-12 2| |10 " [1/3
Donat que ry € R 18y € S, s6n punts fixes i son tnics
(veure la figura 9.2). Podem, doncs, calcular el valor

del joc. Tenint en compte 9.14 1 9.15, el valor del joc
sera:

-2

M(To,SQ) =Ty |:_10

}+3 =[-8 —4]s0+3=-11/3

T T2 So
b S0
_t -
(cos 3,sin 3) r, s,
~— (cos4,sin4)

(a)

(b)

Figura 9.2: Soluci6 d’un joc separable.

Per a I’estrategia optima del primer jugador busquem
una solucié (no unica) de d’una combinacié convexa de
dos punts de la frontera d’R: r, i r,. Per convenien-
cia agafem r, = (1,0) (que es correspon amb el punt
r, = r(z = 0)), i el punt interseccié del cercle de radi
1 (r? +r3 = 1) i la recta que passa per €ls punts 7, i
ro: 71 + 3/279 = 1 (veure la figura 9.2 (a)). Operant
s’obté 1, = (—5/13,12/13). Substituint en I’equacid
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ro =ar, + (1 —a)r, s’obté a = 5/18. 1, s’obté per
—5/13 = cos(3z) = = = 1/3arccos(—5/13) ~ 0'66.
D’on tenim que una estratégia Optima per el primer ju-
gador és:

Analogament, per el segon jugador agafem s, = (1,0)
(que es correspon amb el punt s, = s(y = 0)), i el punt
intersecci6 del cercle de radi 1 (s? + s2 = 1) i la recta
que passa per els punts 8, 1 89: S1 + s = 1 (veure la
figura 9.2 (b)). Operant s’obté s, = (0,1). Substituint
en I’equaci6 s = as, + (1 — a) s, s’obté o = 2/3.
Clarament, s;, s’obté per 4y = 7/2 = y = 7/8 ~ 0/39.
D’on tenim que una estrateégia optima per el segon ju-
gador és:

G(y) =2/31o(y) +1/3 Lyzo(y) n

Capitol 10
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Ingredients:
e Conjunts d’estrategies pures X i ) dels jugadors J; i
Jo, respectivament:

X ={o, - -an}
YV={b, - Bn}

e Matrius A = (a;;) i B = (b;;) de pagament dels ju-
gadors, de forma que (a;;,b;;) és els pagaments (pay-
offs) dels jugadors quan trien (cy,[3;). Per aquest
motiu també es diuen jocs bimatricials. Les dues ma-
trius solen reprensentar-se en una sola:

(an,bn) (a12,b12) (alnabln)
(a217b21) (a227522) (a2n7b2n)
(amlabml) (am27bm2) (amn7bmn)

e Extensié mixta del joc: els jugadors poden triar les
estrategies pures amb probabilitats (z,y) € X'* x V*,
Xt =0,V =A,onA, ={zeR |z >
0 Aze =1}, amb pagaments (My,Ms):

= (21, Tp)
y=1" " Un)
M (zy) = ZZ% ajy; = Ay
=1 j=1

Mg(m,y) = ZZﬁlbU yj :IBBy

i=1 j=1
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Tupla d’equilibri
verifiquen:

son estrateégies mixtes (z,,y,) que

Ml(movyo) > Ml(zayo)y Ve e X~
MQ(x(J?yo) > MQ(xmy)7 V?/ S y*

En termes de les matrius de pagaments:

z, Ay, >z Ay, Vx € X*
z,By, >z,By, Vy € V*

Teorema 10.1 Teorema de Nash per jocs de suma no
Zero

Un Joc bipersonal de suma no zero té garantida 1’ex-
istencia de tuples d’equilibri en estrategies mixtes. La
demostracié es basa en el teorema del punt fix de
Brouwer i €s analoga al cas de jocs de suma zero (veure
la secci6 4.3.2, pag. 6).

Per a calcular les tuples d’equilibri es pot fer servir
I’algorisme de de Lemke i Howson (veure [2, pagi-
na 170]).

Capitol 11
Problemes de regateig axiomatic

En aquest capitol abordarem el segiient tipus de joc: Els
jugadors trien una estrategia que els proporciona uns
pagaments o punt de desacord (disagreement point).
Si els jugadors es posen d’acord, aleshores cooperen
per aconseguir els pagaments desitjats, subjecte a una
funcié de pagament. Altrament, aconsegueixen el punt
de desacord. Hi pot haver diferents aproximacions per a
determinar quin és el punt de desacord i la soluci6 justa
del problema. El que farem és definir una axiomatica
que determina la solucid. Aquest tipus de problemes
els va iniciar Nash en 1950 al estudiar jocs cooperatius,
1 s’anomenen regateig axiomatic (axiomatic bargain-
ing). A continuaci6 s’introdueix el problema seguint
el plantejament inicial de Nash i algunes extensions.

11.1 Esquema d’arbitratge de Nash

En aquesta secci6 considerem un joc bipersonal de
suma no zero cooperatius. Suposarem els mateixos in-
gredients que en el cas dels jocs bipersonals de suma no
zero no cooperatius descrits en el capitol anterior, amb
la diferencia que ara els jugadors cooperen per acon-
seguir el maxim benefici. Cal, doncs, redefinir el con-
cepte de tupla d’equilibri.

Definim el conjunt factible S, € R? on les coor-
denades (u,v) son respectivament els pagaments del
primer i segon jugadors. Notar que el conjunt S,, definit
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per un joc amb els mateixos pagaments, perdo no coop-
eratiu sera S, C S.. Aix0 és perque, en cas de triar es-
trateégies mixtes en I’esquema cooperatiu, els jugadors
es poden posar d’acord per sincronitzar les seves elec-
cions perque el pagament obtingut sigui el més conve-
nient.

Exemple 11.1 Conjunt factible
Suposem un joc amb matriu de pagaments:

Per un joc no cooperatiu:

M(zy) =z {3 2} y, My(zy) =2 B 3} y

i deduim que hi ha dues tuples d’equilibri en estrategies
pures: z; = (1,0),y; = (1,0) iz = (0,1), y, = (0,1),
amb pagaments M (z1,y,) = 2, My(z1,y;) = 31i
M (z2,y,) = 3, Ma(x2,y,) = 2. Amb les estrate-
gies mixtes 3 = y; = (1/2,1/2) s’obté M;(z3,y5) =
Mg(xg,y3) = 5/4

En canvi, si els jugadors cooperen i es posen d’acord
en triar de forma simultania les mateixes estrategies,
aleshores £ = v, 1 els pagaments seran:

Mj(z) = z diag(A), M(z) = ding(B)y

i amb estrategies mixtes z, = y, = (1/2,1/2), els ju-
gadors aconseguirien els pagaments: M{ = M = 5/2.
Clarament, en cas de cooperar, i per a tots els possi-
bles acords entre els jugadors, el conjunt factible S, sera
I’envolupant convexa de tots els punts (mq,ms) de la
matriu P (veure la figura 11.1(a)).

|t

(0,0)

(b)

Figura 11.1: Regions S, 1 S, en un joc cooperatiu (a) i
no cooperatiu (b), respectivament.

Per a calcular el conjunt S,, del joc no cooperatiu, no-
tar que per x = (1,0), al variar y s’obtindra el segment
(u,) € [(2,3),(0,0)]. Perx = (0,1), al variar y s’obtin-
dra el segment (u,v) € [(0,0),(3,2)]. Finalment, per
qualsevol valor de (z,y) podem obtenir la frontera reso-
lent el problema de programacié matematica que busca



11.2. Interpretacio geométrica
els valors maxims de (u,v) € S.. Donat que
u=xAy=5ry—3x—3y+3

v=rBy=5zy—2x—-2y+2
=z (1-u1)]

T
y=1[y (1-y)
els punts buscats resolen el problema:

max u=05xy—3r—3y+3
u—v=1—-x—-—y==k
z,y € [0.1]

S.a

per alguna constant k. Definint el Lagrangia:

L=u+X1—-2z—-y—k)

tenim:

L
8—:5y—3—)\:0—>)\:5y—3
ox
8—L:53U—3—)\:O—>)\:535—3
Ay

d’on s’obté x = y. Per tant, els punts buscats ve-
nen donats per les corbes parametriques (veure la figu-
ra 11.1(b)):

u=5r*—6x+3,z€[0,1]
v=>5x"—4x+2 € [0,1] -

Suposem que u* 1 v* sén els valors maxmin dels dos
jugadors:

u* = max min M (z.,y)
z oy

v* = max min My (z,y)
Y x
A continuaci6 definirem un conjunts d’axiomes plau-
sibles per a determinar la tupla d’equilibri (@,7), anom-
enada soluciéo de Nash d’un joc bipersonal cooper-
atiu, caracteritzat per la tripleta (S.,u*,v*).

Axiomes 11.1 Esquema de Nash

1. Racionalitat si els jugadors cooperen han d’acon-
seguir pagaments majors que en la versid no cooper-
ativa:

2. Factibilitat
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3. Optimalitat de Pareto: (u,v) és Pareto-optim. Un
punt (u,,v,) € S és Pareto-optim si no hi ha un altre
punt (u,v) € S que compleixi u > u,iv > v, 1ique
almenys una de les desigualtats sigui estricta. Es a
dir, no hi pot haver un altre punt en S que millori el
pagament d’un jugador sense empitjorar el de 1’al-
tre. El conjunt de punts de S que s6n Pareto-optims
s’anomenen frontera de Pareto del conjunt S. Per ex-
emple, en la figura 11.1.(a) la frontera de Pareto del
conjunt S, és el segment [(2,3),(3,2)], mentre que en
la figura 11.1.(b) la frontera de Pareto del conjunt S,
son els punts (2,3) i (3,2).

4. Independeéncia davant alternatives irrellevants:
Si (u,0) € T. C S, és la solucié del joc amb con-
junt factible S, aleshores també ho és del joc amb
conjunt factible 7.

5. Independencia davant transformacions lineals Si
el conjunt factible 7. s’obté de la transformaci6 lin-
eal

To={(uw) |lu=aru+ f1,v=ayv+ P,
(uw) € 8.}

i (u,0) és solucié de S,, aleshores (ay @+ f1,02 0 +
B2) és solucid de 7.

6. Simetria Si (u,v) € S, = (v,u) € Sciu* = v,
aleshores u = v.

Teorema 11.1 Teorema de Nash per jocs cooperatius
un joc bipersonal cooperatiu caracteritzat per la tripleta
(S¢,u*,v*) té un unic punt (u,v0) que satisfa els 6 ax-
iomes anteriors. El punt (u,0) és la soluci6 de

max g(u,v) = (u—u") (v —v")
s.a (u,w) €8,
) (11.1)
uU>u
v >t

11.2 Interpretacio geometrica

Si agafem com origen de coordenades el punt (u*,v*),
la soluci6 del Nash (11.1) és equivalent a:

max g(u,v) = uv
: =0
s.a f(u,v) (112)
u >0
v>0

on f(u,v) = 0 és la funci6 que determina la frontera de
S.. Definint el Lagrangia:

L=uv+\f(uw)
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tenim que la soluci6 de (11.2) ve donada per:

oL of
oL of
d’on:
v_o
u  Ou

que implica que en la soluci6 de Nash I’angle de la tan-
gent amb S, és el mateix que 1’angle amb la recta que
passa per el punt de desacord (u*,v*), tal com mostra la
figura 11.2.

u—u*

(0,01 B ——

Figura 11.2: Interpretacié geometrica de la soluci6 de
Nash.

11.3 Esquema amb amenaces

Es possible que 1’esquema anterior no sigui realista
perque un jugador té una posicié molt més forta que
I’altre, i no estigui incentivat en cooperar. Per in-
cloure aquest fet en el model, I’esquema anterior es
pot modificar de manera que els jugadors facin servir
alguna estrategia (possiblement mixta) per aconseguir
un pagament major. El joc modificat és el segiient:
Els jugador trien unes estrategies d’amenaca (z,,y,, ).
Si els dos jugadors arriben a un acord per coop-
erar en una estrategia, aquesta s’executa, altrament
cadascun rep el pagament que correspon a I’estrategia
d’amenaga (M, (z,.y,),M>(2,,y,)), on els pagaments
M (z,y),Ms(z,y) sén els que corresponen al joc no co-
operatiu. Direm que les estrategies d’amenaca (z,,y,)
estan en equilibri si:

Ml(xmya))_M?(xmya)) >

Ml(xvya)) - MQ(xaya))v Vr € X*
MQ(xa7ya>>_M1(xavya>> >

MQ(xaaya>> - Ml(zaay))v Vy € y*

on X*,)V* son els conjunts d’estrategies mixtes. De les
equacions anteriors tenim que les estrategies d’amenaca
en equilibri (z,,y,) s6n una tupla d’equilibri del joc de
suma zero amb matriu de pagament A — B,on Ai B
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son les matrius de pagament del primer i segon jugador,
respectivament.
Aixi doncs, un joc bipersonal de suma no zero amb
amenaces el resoldrem de la segiient manera:
1. Calculem les estrategies d’amenaca en equilibri
(,,y,) com la tupla d’equilibri d’un joc de suma
zero amb matriu de pagament A — B.

2. Calculem la soluci6 del joc cooperatiu fent servir
I’esquema de Nash per la tripleta (S.,uq,v,), on

Uq = Ml(xaaya)’ Vg = MQ(wavya)'

11.4 Solucié de Smorodinsky-Kalai

En aquest esquema suposem els axiomes de 1’esque-
ma de Nash (axiomes 11.1, pag. 21), canviant 1’ax-
ioma 4 Independencia davant alternatives irrellevants
per I’anomenat axioma de monotonicitat. La idea in-
tuitiva d’aquest axioma és que si el conjunt factible “‘s’-
expandeix favorablement per un jugador”, aleshores el
jugador s’ha de veure afavorit. Formalment, definint
b;(S) = max{x; | x € S}, aleshores si S C §' i
b;(S) = b;(S’) per j # i, aleshores F;(S) < Fi(S'),
on F;(S) és el pagament del jugador ¢ amb el conjunt
factible S.

La figura 11.3 mostra la interpretacié geometrica de la
solucié de Smorodinsky-Kalai: Si el punt de desacord
és (u*,v*), aleshores normalitzem el conjunt factible de
forma que I’origen estigui en (u*,v*), tracem un recta
que passi per I’origen i el punt (b1(S),b2(S)). El punt
de tall d’aquesta recta amb la frontera de Pareto és la
soluci6 buscada, (u,v).

001 T T

u—u

Figura 11.3: Interpretacié geometrica de la solucié de
Smorodinsky-Kalai.

Notar que la solucié de Nash ve donada per el rectan-
gle d’area maxima contingut en S, mentre la soluci6 de
Smorodinsky-Kalai ve donada per el rectangle d’area
minima que conté a S.

Exemple 11.2 Regateig axiomatic'

Dos jugadors J; 1 .J5 han de repartir-se 220 unitats mon-
etaries, rebent un minim de 50 i 60 unitats, respectiva-
ment. En el cas de no arribar a un acord, el primer ju-
gador rep 30 unitats i el segon 25. Trobar la soluci

"Enunciat del segon problema de I’examen de I'UNED de setembre de 2011.
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fent servir I’esquema de regateig axiomatic de Nash i
de Smorodinsky-kalai.

Solucio
Esquema de regateig axiomatic de Nash Tenim que la
frontera de Pareto vindra donada per la recta:

U1 + Uy = 220
(751 250
U9 260

El punt de desacord és (30,25). Per tant, I’esquema de
Nash resoldra el problema:

(u; — 30) (ug — 25)

s.a upup €8

max

Com que la frontera de Pareto és una recta de pen-
dent —1, deduim que la soluci6 del problema anterior
és la intersecci6 de la recta de pendent 1 que passa per
el punt de desacord amb la frontera de Pareto (veure
la seccié 11.2 i la figura 11.4). La primera recta és:
(ug —25) — (u1 —30) = 0 = uy —up = 5. Per tant, la
soluci6 de Nash és la interseccio de les rectes:

U]__u2:5
U1+UQ:220

Es a dir: u; = 225/2 = 117’5, uy = 215/2 = 107'5.

A U2
220 —

Lo |
30 50 100

Figura 11.4: Exemple de regateig axiomatic i
Smorodinsky-Kalai.

Esquema de Smorodinsky-kalai (S-K) Primer hem
de calcular:

b; = max{u; | u; € S}
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d’on:
by = 220 — 60 = 160
by = 220 — 50 = 170
La solucié de S-K sera la interseccié de la recta que
passa per el punt de desacord i el punt (by,b,), amb la

frontera de Pareto (veure la figura 11.4). La primera
recta té equacio:

Uy (5) 1
30 25 1|=0
160 170 1

que dona la recta: u; — 130/145 uy = 1100/145. La in-
terseccié amb u; +uy = 220 déna: uy = 112, u; = 108.
Aixi doncs, en la solucidé S-K J5 es veu afavorit. Notar
que J> té una posicié més forta en cas de repartir-se les
220 unitats monetaries, doncs .J; en rep com a minim
60, mentre que .J; en rep com a minim només 50. =
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Ingredients:
e N jugadors.

e Cada jugador té un conjunt S; = {ay,- - Qin, },
1 =1,--- N d’estrategies pures.

e Per les estrategies mixtes del jugador ¢ farem servir
la notaci6

T, = (T, Tin,) € X

e Per els pagaments suposarem que hi ha definides N
funcions de pagament M/;. Igual que anteriorment,
farem servir el mateix nom per identificar la funcié
de pagament en estrategies pures 1 mixtes, 1 les difer-
enciarem segons els arguments. El pagament del ju-
gador ¢ quan els jugadors £k = 1,--- N fan servir les
estrategies pures oy sera:

Mi(O./il,"'Cl/iN) S x-Sy —R

i el pagament del jugador ¢ quan els jugadors k =
1, N fan servir les estrategies mixtes x;, sera:

Mi(zy, zy) : Xy x - Xy > R
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e Direm que el joc és de suma zero si:

N
ZMi($1,"'$N) =0,V € X, -xzny € Xy
i=1

(12.1)

12.1 Jocs no cooperatius

direm que una N-tupla de estratégies mixtes esta en
equilibri si:

My(yy,---2n) < My(21,---25), Yy, € X

MN(xh'”yN) S MN(x17'”xN)7vyN € XN

De forma semblant a la demostracio6 de la secci6 4.3.2,
pag. 6, es pot demostrar que un joc N-personal no coop-
eratiu té€ almenys una N-tupla d’equilibri. Pero, a difer-
encia del cas bipersonal, no hi ha algorismes senzills
per calcular-les.

12.2 Jocs cooperatius

Denotem el conjunt de jugadors per Z = {1,--- N}.
Considerarem que el conjunt 7 C Z de jugadors coop-
eren de forma que es sincronitzen per triar de forma
conjunta cadascuna de les seves estrateégies pures que
els hi és més favorable. Podem veure aquests jugadors
com un unic jugador amb conjunt d’estrategies:

St = XSier

amb cardinalitat |S7| = Xn;e7.
Analogament, suposarem que els restants Z \ 7 ju-
gadors també cooperen amb estrategies:

Snr = XSnr

amb cardinalitat |Sp\7| = Xngp 7.

Podem entendre aquest esquema com un joc biperson-
al de suma zero entre els dos grups de jugadors, amb
pagaments amb estrategies pures:

Mr(a,8) = M(a,8), a € S7,B € Snr
€T
M7 (e,f) = =My (a,5)

i pagaments amb estratégies mixtes My (x,y). El valor
d’aquest joc sera:

— in M — mi M
v(T) = maxmin Mr(zy) = min max Mr(z,y)

v(T) s’anomena funcié caracteristica, i té les
segiients propietats:
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1. v(Z) =0.
2. 0(T)=—v(Z\T)
3. Per R,T CI:

V(RUT)>v(R)+v(T),YRNT =0

4. SSRNT =01 RUT =1, aleshores:

v(R)+v(T) <0

on 4 és conseqiiencia de 1 1 3.

També es compleix que donat un conjunt de N ju-
gadors, 1 una funcié v amb les propietats 1-4 de la fun-
ci6 caracteristica, aleshores es pot construir un joc N-
personal de suma zero que té v com a funci6 caracteris-
tica.

Notar que la funcié caracteristica v(7) ens déna una
mesura en la que el grup de jugadors 7 es veu afavorit
al cooperar, €s a dir, al triar les seves estrategies conjun-
tament.

12.3 Equivalencia de jocs cooperatius

Diem que els jocs N-personal cooperatius de suma zero,
0 10, amb estrategies pures Sy, --- Sy 1857, - - - Sy s6n
S-equivalents si existeixen /V aplicacions bijectives

i constants k > 0ia;,i=1,---Namb 3.~ a; =0
tals que V(ay,---ay) € §; X -+~ S,

Mi(ay,---an) =k M{(fi(on),--- fn(an)) + as,
i=1,--N.

Teorema 12.1 Jocs S-equivalents
Si O i 0’ s6n jocs S-equivalents amb funcions carac-
teristiques v 1 v,, aleshores

o(T) =ko(T)+ ) a;, VT C{l,---N} (12.2)
€T

Per aquest motiu considerarem iguals tots els jocs que
condueixen a una mateixa funcié caracteristica, i els
identificarem per la seva forma reduida, o funcié car-
acteristica modul v, que verifica:

v({1) = - o.({N}) =~

on 7y només pot valer 0 o —1.

(12.3)



12.4. Solucié del joc

Teorema 12.2 Si 7 C {1,--- N} amb cardinalitat | 7|,
aleshores

Ty <on(T) <(IT1 = N)v
d’on es té que per una funcid caracteristica modul 0O:

v (T) =0, YT C{1,---N}

D’aqui es pot deduir que un joc amb funci6 caracteris-
tica v de modul v sera:

N
Z v({i}) =0, joc no essencial
i=1

N
= v({i}) <0,

=1

v=0 =

vy=-1 joc essencial.

Teorema 12.3 Jocs N-personals no essencials

Per a un joc no essencial amb funcié caracteristica
v es compleix que per a qualsevol conjunts R,S C
{1,--- N} tals que R NS = (), aleshores:

V(RUS) =v(R)+v(S)

Per tant, per els jocs no essencials, no té sentit la coop-
eracid, doncs el pagament és el mateix tan si cooperen
com Si no.

12.4 Solucio del joc

La funci6 caracteristica mesura la conveniencia de la
cooperaci6 per els jugadors. Ara ens preocuparem de
buscar pagaments racionals per a cada jugador. Per aixo
buscarem conjunts de N-tuples (x1, - - xy) dels paga-
ments “més favorables” (o imputacions) dels jugadors
d’un joc N-personal cooperatiu de suma zero amb fun-
cio caracteristica v, als que ens referirem com la solucio
del joc.
Una imputacié £ = (x1, - - - x) ha de complir:

N

d =0 (12.4)
=1
z; >v({i}),i=1,---N. (12.5)

La condici6 (12.4) és conseqiiencia de que el joc és de
suma zero. La condici6 (12.5) és perque exigim que les
imputacions dels jugadors han de ser, al menys, les que
assolirien en cas de no cooperar amb cap altre jugador
(és a dir, jugar contra una coalici6é formada per tots els
altres jugadors).
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Es pot comprovar que les definicions (12.4) 1 (12.5)
impliquen que el conjunt de totes les possibles imputa-
cions és un conjunt convex. A més, si el joc €s no essen-
cial, la inica imputacié possible és z; = 0,7 =1,--- N.

Per a buscar imputacions racionals que donin lloc a la
solucio del joc, introduim el concepte de dominancia:

Definicio 12.1 Dominancia de les imputacions
Direm que la imputacié y = (y1, - - - yn) domina la im-
putacié & = (1, --xy) enun conjunt 7 C {1,--- N}
si es verifiquen les condicions:

o(T) =) v (12.6)
€T
y; >, Vi €T (12.7)

i ho denotarem com y ? z. Direm que la imputaci6 y

domina la imputacio z si:
7 c {1,---N} |y?x

Notar que no hi pot haver una imputacié que domi-
ni una altra en un conjunt d’un sol element (y {>} x),
(2

doncs per (12.6) es tindria que v({i}) > y; i per (12.7)
y; > x;, que implica v({i}) > z;, que contradiu (12.5).
També es compleix que la dominancia és transitiva:
z>yiy>zr=z>0

Donades dues imputacions z,y, es poden donar les
segiients situacions:
1. y domina az i £ no domina a y.

2. y domina a z i  també domina a y.
3. Cap de les imputacions z,y domina I’ altra.

Definici6 12.2 Solucio del joc

Direm que un conjunt d’imputacions F €s una solucié

d’un joc N-personal cooperatiu de suma zero si es veri-

fiquen les dues condicions:

1. Per qualsevol parell d’imputacions (z,y) € F, (z,y)
no es dominen una a ’altra.

2. Qualsevol imputacié z ¢ F esta dominada per algu-
na imputacié x € F.

Notar que en la definici6 anterior no s’exigeix que no
hi pugui haver imputacions z ¢ F que dominin alguna
imputacié x € F.
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Discussié: amb la definicié anterior la solucié és un
conjunt F d’imputacions, i no un dnic valor, com en
el cas de jocs bipersonals de suma zero. Aixi doncs, la
soluci6 no ens diu quines estrategies han de seguir els
jugadors, ni els pagaments que obtindran. Tan sols que
seguint algunes estrategies, s’arribara a alguna de les
imputacions contingudes en F. A més, el conjunt F no
és unic: en general hi ha un nombre infinit de conjunts
F que satisfan les condicions anteriors.

A continuacié veurem que per a construir un conjunt
F de solucions del joc, basta analitzar la funci6 carac-
teristica de la seva forma reduida. Per aixo introduim
primer la segiient definicio:

Definicié 12.3 Jocs isomorfes

Dos jocs N-personals amb funcions caracteristiques v, i
v es diuen isomorfes si existeix una bijeccié f entre els
conjunts d’imputacions del dos jocs tal que per a qual-
sevol imputacions .,y del primer joc, aleshores,

Es verifiquen els segiient teoremes:

Teorema 12.4 Suposem dos jocs N-personals amb fun-
cions caracteristiques v, 1 v isomorfes per una bijeccio
f. Si F, és una soluci6 del primer, aleshores el conjunt:

F=Az= f(z,) |z, € F.}
és una solucié del joc de funcié caracteristica v.

Teorema 12.5 Suposem dos jocs N-personals S-
equivalents amb funcions caracteristiques v, 1 v, 1 con-
stants k > 0ia;, @ = 1,---N amb SN a; = 0
(veure la seccid 12.3, pag. 24), aleshores la bijeccid
que associa la imputacié x, = (1, --zy) amb & =
(kxy + a1, - kxy + ay,), els fa isomorfes.

Deduim doncs que si JF,. és una solucié del joc amb
funcid caracteristica v,, aleshores

.F:{xz(k$1+a1,"'k$N+an>|$r€]:7»}

és una solucié del joc amb funci6 caracteristica v. Per
tant, basta estudiar una solucié dels jocs en forma redui-
da. Com veurem a continuacio, per jocs tripersonals €s
possible trobar la forma que han de tenir les solucions.
Per a jocs amb /N > 4 aix0 no és possible.

12.4.1 Soluci6 d’un joc tripersonal

Suposem un joc tripersonal de suma zero essencial
en la forma reduida. En aquest cas, v({i}) = —1

Capitol 12. Jocs N-personals de suma zero

(veure (12.3)). Per tant, les imputacions han de com-
plir (equacions (12.4) 1 (12.5)):

Condicions que compleix qualsevol conjunt de punts
x = (21,x2,73) ON:

T1 = a cosw
—a cos(60 + «)

—a cos(60 — «)

To =

T3 —

amb a € [0,1], € [0,27]. Aquests punts es poden rep-
resentar amb les coordenades ortogonals en tres eixos
que formen 120°, com mostra la figura 12.1(a). Tragant
les rectes x; = —1, ¢ = 1,2,3 sobre aquests eixos de
coordenades, s’obté que la regié que verifica z; > —1
és el triangle ombrejat que mostra la figura 12.1(b).

(@ b)

Figura 12.1: Domini de les imputacions en un joc triper-
sonal.

Estudiem ara la dominancia. Considerem la coalicid
de 2 jugadors 7 = {1,2}. Perque sigui y ? x, ha de ser
(equacions (12.6) 1 (12.7)):

'U({l,2}) Z yl + y2
Yy > T1
Yo > T2

La primera condicié esta garantida perque, al ser el
joc de suma zero: v({1,2}) = —wv({3}). Per tant,
—v({3}) = y1 + o = —ys = y3 > v({3}), que ha
de ser cert perque y és una imputacié (equacio (12.5)).
Aplicant la condicié de dominancia a les altres coali-
cions de 2 jugadors, i deixant a part la primera condicid,
tenim que haura de ser:

Y1 > I
Ys > T3

Y2 > Ta
Ys > T3



Capitol 13. Jocs N-personals generals

T1>Y1
- T2>Y2

Yy1>x1
Y3 >x3
T

Figura 12.2: Dominancia en un joc tripersonal.

Fent servir el mateix sistema de coordenades que en la
figura 12.1, podem obtenir una representacié geometri-
ca de les regions imposades per les desigualtats anteri-
ors: Donat el punt y = (y1,y2,y3), la figura 12.2 mostra
les regions que estan dominades per y, y ? z (regions

en blanc), i les que dominen a y (regions ombrejades).

Aixi doncs, per triar un conjunt d’imputacions JF que
siguin soluci6 del joc, basta buscar punts del domini de
les imputacions (figura 12.1), tals que totes les altres
imputacions quedin dintre de regions dominades per al-
gun punt de F (les regions en blanc de la figura 12.2).
Per exemple, si triem la soluci6:

11, 1 1, 11
—1,=,=),(z,—1,=),(=,=,— 1
{159 G- 153 -]
1 superposem les regions de dominancia en cadascun
dels punts (veure la figura 12.3), la regié d’imputacions

queda dintre de les regions de dominancia dels punts
(regions en blanc).

‘F:

Figura 12.3: Possible solucié d’un joc tripersonal.

També es pot comprovar que els conjunts donats per
les rectes perpendiculars als eixos:

Fi = {(c,xa,x3) | Vao,x3 >
Foy = {(1’170 I3) | Vi, >
Fy = {(1’171’27 ) ‘ Vry,xe >

—1,c+ a9 + 23 =0}
—1 $1+C+l’3—0}
—1, 21 + 29+ c=0}

on —1 < ¢ < 1/2, també s6n soluci6 del joc triperson-
al. Aquestes s’anomenen solucions discriminatories,
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doncs equivalen a assignar a un dels jugadors un paga-
ment ¢, i deixar-ho fora de la negociacio.

Capitol 13
Jocs N-personals generals

Ara relaxem la condicié de que la suma dels pagaments
ha de sumar sempre zero (veure (12.1), pag. 24). Aixo
no modifica substancialment els resultats del capitol an-
terior. En concret, definim igualment la funcié carac-
teristica i equivalencia de jocs (veure les seccions 12.2
i 12.3). Igualment, definim la forma reduida al joc que
compleix (comparar amb (12.3), pag. 24):

v.(Z) =0
w({1) =0 (V) =1

on 7y només pot valer 0 o —1.

Igual que en el cas de suma zero (veure (12.2),
pag. 24), per a calcular la forma reduida d’un joc bus-
carem les constants k i a; fent servir I’equacio:

+) an, VT {1,

€T

(13.1)
(13.2)

o(T) =kv.(T) N} (13.3)

Substituint v(Z) en (13.3) tenim que ara haura de ser:

N
= Z a/’L
i=1
El concepte de joc essencial 1 no essencial és tam-
bé identic al cas de suma zero (veure la seccid 12.3),
només que ara:

v=0 = v({i}) = v(Z), joc no essencial

M=

=1

=

M=

v({i}) <

v=-1 v(Z), joc essencial.

=1

Respecte la solucié del joc, també €s analoga al cas
dels jocs de suma zero (veure la seccié 12.4, pag. 25),
només que ara definim les imputacions com:

N

>z =v(T) (13.4)
=1
wi>o({i}),i=1,---N. (13.5)

13.1 Valor de Shapley

El valor de Shapley d6na una mesura de I'interés que
el joc cooperatiu té per a cada jugador. Intuitivament,
dona el pagament que racionalment es pot donar a ca-
da jugador, tenint en compte la seva contribuci6 a pos-
sibles coalicions. Sigui un joc amb N jugadors, Z =
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{1,--- N} 1ifunci6 caracteristica v. El valor de Shapley
d’un jugador ¢ és calcula com:

di(v) = Z (IS - 1);\5{\] —|S])! y

{i}es

(0(8) —v(S\ {i})) (13.6)

on el sumatori s’entén a tots els subconjunts de Z que
tenen el jugador ¢.
El valor de Shapley satisfa els axiomes (veure [4]):
e Equitat: cada jugador obté almenys el que obtindria
sense cooperar: ¢;(v) > v({i}).

e Eficiencia: el pagament total es distribueix entre els

jugadors:
N

S 6i(v) = ()

=1

e Simetria: Per qualsevol conjunt S que no conté els
jugadors i i 7, si v(SU {i}) = v(S U {j}) aleshores
¢i(v) = ¢;(v).

Apendixs

A. Conceptes de topologia en R"

Convergencia de vectors La seqiiencia de vectors
{z;}i>1 € R™ convergeix al vector a € R" si:

Ve>03dN>1|Vi> Nz, —al <e

Una seqiiencia esta acotada (bounded) si existeix un
nimero B > 0 tal que ||z;|| < B, Vi.
Una seqiiencia és de Cauchy si

Ve>03IN>1|Vi>NVI>1|z—zip) <e

Teorema de Bolzano Weierstrass Tota seqiiencia de
vectors acotada en R"™ té una subseqiiencia de vectors
convergent.

Bolla (oberta) de radi ¢ > 0 centrada en a, és el con-
junt:
B(a) ={z € R" | ||z —al| < €}

Entorn Un conjunt X és un entorn (neigbourhood)
d’un punt z si existeix un € > 0 tal que B.(z) C X.

Conjunt obert Es un conjunt X que és un entorn de
tots els seus punts:

Vz € X Je>0|B(z) CX (13.7)

Apéndixs

Conjunt tancat Es un conjunt X tal que totes les se-
qiiencies de punts de X convergeixen a un punt con-
tinguten X :

Ve =limz;,, z,ec X =2 X

1—00

(13.8)

Notes: Els conjunts del tipus |a,b) no sén ni oberts
ni tancats. Els conjunts R = (—00,00) i () s6n alhora
oberts 1 tancats.

Conjunt compacte Es un conjunt X € R” tal que
per a totes les seqiiencies de punts de X hi ha una
subseqiiencia que convergeix a un punt contingut en
X. Per a un conjunt compacte X € R" es compleix
X compacte < X é€s acotat i tancat.

Conjunt dens Un subconjunt .4 és dens en un con-
junt X si en ’entorn € > 0 de qualsevol puntz € X hi
ha almenys un punt de A. Per exemple, el conjunt dels
ndmeros racionals, o irracionals, son densos en R.

Espai topologic  Es un conjunt X i una col-leccié 7 de
subconjunts de X" que satisfan els axiomes:

e El conjunt () i X estan en 7.

e La unid de qualsevol col-lecci6 de conjunts de 7 esta
enr.

e La intersecci6 de qualsevol col-lecci6é de conjunts de
T estaen 7.

Els conjunts en 7 s’anomenen oberts i els seus comple-
ments tancats. Un subconjunt de X’ pot ser obert, tancat,
no obert, no tancat o ambdos.

La topologia estandard engendrada per la metrica (o
funci6 distancia || - ||) en R™ esta formada per totes les
bolles obertes B,.(p) = {z | [|[x —p| < r}.

Espai condicionalment compacte Es un espai métric
X en el que per qualsevol € > 0 hi ha un subconjunt finit
dens a(e) € X.

Espai separable Un espai metric és separable si té un
subconjunt dens numerable.
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o-algebra Una familia F de subconjunts de {2 és una
o-algebra de subconjunts de (2 si satisfa els axiomes:
e Per a qualsevol conjunt A € F, el conjunt A° € F.

e La uni6 de qualsevol col-leccié numerable de con-

junts de F esta en F.

Sigui Z la familia formada per tots els intervals de
R. La o-algebra (0(Z)) engendrada per Z s’anome-
na o-algebra de Borel en R i sol denotar-se per B.
Analogament, 7, denota la familia de tots els rectangles
en R?, i B? la o-algebra engendrada.

Siguin F;,F; o-algebra dels conjunts €2 ,{2, respecti-
vament. La familia de subconjunts de €2; x Qs:

.F1XF2:{AXB|AEF1,B€FQ} (13.9)

engendra una o-algebra anomenada o-algebra producte
de F,F3 i sol indicar-se per: F; @ Fo = o(F; X Fa).
Notar que B, = B ® B.

B. Conjunts convexes
B.1 Elements

Recta

{z|lz=Az1+ (1 =N xo);
A€ Rz, xy € R"} (13.10)

Segment

{z|z=Xz1+ (1 =N xo);
0< A< 12,20 € R"} (13.11)

Conjunt afi I és aff si:

T, X €T

VR }:>)\a:1+(1—)\)x2€F (13.12)

El conjunt de R™: I' = {Az +b | x € R™}, on
A € R¥™™ b € R" és un conjunt afi. La funci6
f:R™—=R", f(x) = Az + b es diu funcid afi.

Combinacié afi Un punt z € R” és una combinacid
afi dels punts 24, - - - x,,, € R" si existeixen les constants
A1+ - Ay = 1 tals que:

T=MZ1+ AT

Conjunt convex [’ és convex si:

T,x €T

0<A<1 };‘Mﬁ(l—k)xzer (13.13)
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Combinacié convexa Un puntx € R" és una combi-
nacié convexa dels punts 1, - - - z,,, € R" si existeixen
les constants Ay, - -+ A\, > 0, A\ + - - - A\, = 1 tals que:

T=MZT+ AT,

Vertex o extrem Un puntz € I" és un vertex de I si
no és possible trobar 1 # x, x5 # x; 1,25, € ,0 <
A<Tltalsquex = Az; + (1 — \) zo.

Envolupant convexa (convex hull) Conv I’ d’un con-
junt arbitrari I' €s el conjunt de totes les combinacions
convexes de punts de I':

ConvI' = {/\1m1+---/\mmm |.’L'i,€ F,

A >0 M 4 Ay =1}

Semiespai obert
{x|c'z <ajc,z e R";a € R} (13.14)

Es diu tancat si és <.

Subespai
subespai si:

(anomenat també subespai lineal) I é€s un

T,k €T

obeR (13.15)

}:>a:1:1+b:1:2€F

Subespai afi (anomenat també variacié lineal, linear
manifold). Si T és un subespai, el subespai afi A és el
subespai traslladat:

A=b+T={z+b|zcl} (13.16)

Per exemple, en R? I’origen, linies i plans que passen
per I’origen i tot R® sén subespais. Mentre que punts,
linies i plans en general i tot R3 s6n subespais afins.

Con C ésun con si:

el

>0 (13.17)

}:>>\xeC

Combinacié conica Un punt x € R" és una combi-
naci6 conica dels punts zq,---z,, € R" si existeixen
les constants Ay, - - - A\, > 0, tals que:

T=MZT+ AT,

Con normat Per a qualsevol norma en R", el con
C C R™*! associat a la norma és:

C={(t) [l <t} (13.18)
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Con semidefinit positiu Farem servir la notacié S”,
S’} i S} per referir-nos respectivament al conjunt de
matrius simetriques, semidefinides positives i definides
positives (veure I’apendix G). El conjunt S’} €s un
con convex de dimensi6é n (n + 1)/2 anomenat “con
semidefinit positiu”.

Hiperpla Es el conjunt:
{rx|c'r=0a;c,x cR";a € R} (13.19)
Si expressem ’equacio (13.19) com:
{x|c"(x—20) =0; c,x € R c'zy = a}

I’hiperpla es pot interpretar geometricament com el
conjunt de vectors amb origen x, normals al vector c.
Una definicié equivalent és que un hiperpla en R és un
subespai aff de dimensié n — 1.

Politops i poliedres Un politop P és un conjunt de
R™ interseccié d’un ndmero finit de semiespais tancats
1 hiperplans:
P ={z| a;-rxgbj,jzl,--%;
T .
ij = dj).] = ]-7 P T, a4, Gy, € Rn}
Si el politop €s acotat s’anomena poliedre. Ambdés son

convexes. Per exemple, la figura 13.1 mostra el polie-

dre:
T1+To+a3=1

x1, 22,13 >0

z3

1

Figura 13.1: Poliedre 1 + 2o + 23 = 1,2, > 0

Simplex Siguin m + 1 punts diferents: zg,- -, €
R™. El conjunt I' de totes les combinacions convexes
d’aquests punts s’anomena simplex amb vertexs x;:

=0 =0

Bolla Euclidea Una bolla Euclidea, o simplement
bolla, de centre x. i radi r en R™ és:

Bae,r) = {z | [l —z|> <7} =

{z|(x—z)"(x—2,)<r*} =

{ze+rullul; <1}

Apéndixs
El-lipsoide Un el-lipsoide és:
E={z|(z-z)"P(x—z.)<1} =
{z.+ Au|llull; <1, A> =P} (13.20)

On les matrius P 1 A son simetriques i semidefinides
positives. La mida dels semieixos és 1/\;, on \; son els
autovalors de P.

B.2 Operacions amb conjunts convexes

Suma
F'+A={z|z=2+y,xzcl, ycA}
Notar que:
'-A={z]|z=xz—y,zel,ycA}
Producte per un escalar

Al={z|z=Xz,z T}

B.3 Teoremes sobre conjunts convexes

Teorema 13.1 Operacions amb conjunts convexes
que preserven la convexitat

Les segiients operacions amb els conjunts convexes I i
A, donen lloc a un conjunt convex:

e Interseccié I' N A.

e Sumal + A.

e Diferencia I’ — A.

e Producte per un escalar A T'.
e Translacio xz + I'.

e Combinacio6 lineal A\T" + o A.

e Combinaci6 afi. Donada la funcié6 afi f : R* — R™,
f(x) = Az + b, la imatge del conjunt convex I" al

aplicar f: f(T') ={f(z) |z € T'}.
Teorema 13.2 Separacié de conjunts convexes
Un hiperpla {z | ¢’z = a} separa dos conjunts T, A si

rel=clz<a
reAN=clz>a

Es a dir:

clzy <c'zy Vel z, €A

Si les desigualtats son <, >, es diu que I’hiperpla sep-
ara estrictament els conjunts.

Si I', A son dos conjunts convexes no buits, existeix
un hiperpla que els separa. De fet,sia € I'i b € A son
dos punts de distancia minima, aleshores 1’hiperpla que
passa pel seu punt mig és: ¢’z = a,onc =a—bi
o = (|lall3 - [IblI3)/2
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Teorema 13.3 Hiperpla suport
Donat un conjunt convex I', es diu hiperpla suport de I'
a I’hiperpla que té interseccié no buida amb I tal que
I' esta contingut en un dels semiespais determinats per
I’hiperpla. Es a dir, si & és un vector que no pertany a
I’interior de I, aleshores existeix un vector ¢ # 0 tal
que:
clr>ct'z vxel

Si I' és un conjunt convex compacte (tancat i acotat),
aleshores qualsevol hiperpla suport de I' té almenys un
punt extrem de .

Teorema 13.4 Interseccié de conjunts convexes
Sil'; 2 € Z és una familia de conjunts convexes en R",
iz I'i és un conjunt convex.

Teorema 13.5 Combinaci6 convexa de punts
Si I és un conjunt convex, aleshores qualsevol combi-
naci6 convexa de m punts de I pertany a I'.

Teorema 13.6 Teorema de Caratheodory

Sigui un conjunt arbitrari ' C R", aleshores, qualsevol
punt x € I' es pot expressar com a la combinaci6 con-
vexade n + 1 puntsde I'.

B.4 Teoremes d’alternatives

Teorema 13.7 Lema de Farkas

Sigui A una matriu m X n i b un vector, b € R™.
Aleshores es compleix exactament una de les dues al-
ternatives segiients:

1. Existeix un vectorz € R"talque Az =biz > 0.

2. Existeix un vector y € R™ tal que ATy > 01
bTy < 0.

Interpretacié geometrica: Siguin a;,---a, les
columnes de A. La condicié 1 implica que el vector
b és una combinacié conica dels vectors a; (veure la
figura 13.2.(a)). La condicié 1 vol dir que hi ha un
vector ¥y que fa menys de 90° amb els vectors a; 1 més
de 90° amb el vector b. Per tant, existeix un hiperpla
perpendicular al vector y que separa el vector b del con
format pels vectors a; (veure la figura 13.2.(b)).

(a)

(b)

Figura 13.2: Interpretacié geometrica del teorema de
Farkas.
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Existeixen nombroses variacions del teorema de Farkas.
La taula 13.1 en mostra algunes.

Alternativa 1 Alternativa 2 Nom
Az=D)b ATy >0 Farkas
>0 bty <0
Az <b ATy >0 Gale
x>0 bty <0
y>0
Az <0 ATy =0 Gordan
y>0
y#0
Aiz<0 ATy, +Aly,=0 Motzkin
A,z <0 Yy, >0,y #0
Yy, >0

Taula 13.1: Alguns teoremes d’alternatives.

C. Funcions convexes

C.1 Funcions convexes

Sigui [" un conjunt convex de R™ i f una funcié definida
sobre I'. Es diu que f és convexa si:

M)+ (1) flzg) Y

Si la desigualtat és <, es diu estrictament convexa.

T,k €T
0<A<1

Teorema 13.8 Desigualtat de Jensen

L’equacio (13.21) es pot generalitzar facilment a qual-
sevol combinacié convexa de punts de T'. Es a dir, si
T, x, €10 )\ <1, Zz)\Z =1,:1=1,--'n,
aleshores f és convexa si:

També podem agafar un conjunt infinit de punts de I,
de manera que per qualsevol funcié p(z) > 0, D C T,
Jpp(x) = 1, aleshores f és convexa si:

f (/Dp(x)xdw> < /Dp(a:)f(z)d.'z: (13.22)

Podem interpretar p(z) com una funcié densitat de
probabilitat. Per tant, la desigualtat (13.22) es pot enun-
ciar de la segiient manera: Si z és una variable aleatoria
iz € dom f amb probabilitat 1, aleshores per a qual-
sevol funcié convexa f:

f(Ez) < Ef(x) (13.23)
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La desigualtat (13.23) es coneix com a desigualtat de
Jensen.

Figura 13.3: Epigrafic d’una funcid.

Teorema 13.9 Epigrafic d’una funcié convexa
Perque una funcié f definida sobre un conjunt convex I’
de R" sigui convexa, és necessari i suficient que el seu
epigrafic (veure la figura 13.3):

epi f = {(z,

sigui un conjunt convex de R"! Notar que
{(z,y) | ¢ € T,y = f(x)} és el grafic de la funcié
f(x). Lepigrafic és el conjunt de punts que queda per
sobre del grafic.

Una funcié f definida sobre un conjunt convex I es
concava si — f és convexa. En aquest cas, I’hipografic,
definit com {(z,y) | € ',y < f(x)} és un conjunt
convex.

Podem considerar, doncs, 1’epigrafic com el nexe d’u-
ni6 entre els conjunts convexes i les funcions convexes:
Les funcions convexes son aquelles en les que el seu
epigrafic és un conjunt convex. En I’apendix E s’ex-
plica com calcular I’hiperpla suport de 1’epigrafic d’una
funci6 convexa.

y) |z el,y> f(z)} c R (13.24)

C.2 Funcions concaves

Sigui I' un conjunt convex de R” i f una funci6 definida
sobre I'. Es diu que f és concava si:

T, X €T

0<A<1

Af(@) + (1= A) flz2)

Si la desigualtat és >, es diu estrictament concava. Si f
és convexa, — f €és concava.

C.3 Operacions que preserven la convexi-
tat

e Tota combinacié lineal amb coeficients positius de
funcions convexes €és convexa.

e Si fi1 fy sonconvexesi f5 és no decreixent, aleshores
f1 - fo és convexa.

Apéndixs

e El superior d’una familia finita de funcions convexes
és una funci6 convexa.

e Si f; és una successi6 de funcions convexes que con-
vergeixen a una funci6 limit f, aleshores f és con-
vexa.

e Composicié aff: Sigui f : R" — R; A € R™™,
beR'ig:R" — R, glxz) = f(Az + b),
dom g = {z | Az + b € dom f}. Aleshores si
f és convexa/concava, g també ho és.

C.4 Continuitat i derivabilitat de funcions
convexes

e Una funcié convexa f és continua en tots els punts
interiors a I’interval on esta definida.

e Perque una funcié derivable en un interval / sigui
convexa, €és necessari i suficient que la derivada f’
sigui creixent en /.

e Si una funcié f definida i dues vegades derivable en
un interval [ és positiva o zero en I, aleshores f és
convexa.

Teorema 13.10 Condici6 de convexitat de primer or-
dre

Una funci6 f diferenciable en un conjunt obert convex
I, és convexa si i només si (Vf(x) és el gradient, veure
I’apendix D, pag. 34):

fy) > f@)+ V=) (y—=z), Vyzel (13.26)

Demostracio. Sigui z = azx + (1 — a)y; z,y € T

De (13.26) tenim:

f(x)> f(2z) + Vf(2)" (x —2)
fy) > f(z) +Vf(2)" (y —2)
D’on:
af@)+(1-a)f(y) =

f(2) +Vf(2)" (az+ (1 - a)y —z) = f(z)

Que demostra que si es compleix (13.26), aleshores f

és convexa. Demostracié en sentit contrari: Per con-

vexitat tenim que per 0 < o < 1@ f(ay+ (1 —a)z) <
af(y)+ (1 —«) f(x). Per tant, per 0 < o < 1:

fle+aly—x)) — flx
@ro=2) = J@ < py) -~ jia)

d’on, agafant « — 0 tenim (13.26) (veure (13.35),

pag. 34), que demostra que si f és convexa es com-
pleix (13.26). []




C.5. Exemples de funcions convexes en R

Notar que la definici6 de convexitat es pot interpretar di-
ent que la interpolacid lineal entre dos punts de la funcié
sobreestima el valor de la funci6, mentre que (13.26) es
pot interpretar dient que 1I’aproximacié amb el pla tan-
gent subestima el valor de la funcid.

Teorema 13.11 Condici6é de convexitat de segon or-
dre
Una funcié f dues vegades diferenciable en un conjunt
obert convex I', és convexa si 1 nome€s si:
V(z) >0, Vz el (13.27)
Es a dir, si el Hessia de f és semidefinit positiu en T.
Geometricament, equival a dir que f té una corbatura
“cap amunt” en I'.

Demostracié. Desenvolupant (veure

I’apendix F):

per Taylor

fly)=f=z)+ V@) y—z)+
1/2(y—2)'Vi(z+aly—=2) (y—x

per algun 0 < o < 1. D’aqui tenim que si el Hessia
és una matriu semidefinida positiva en I', aleshores es
complira que f(y) > f(z) + Vf(z)T (y — z), i per el
teorema 13.10 podem afirmar que f és convexa. Per
altra banda, si el Hessia no és una matriu semidefinida
positiva, aleshores aquesta desigualtat no es complira, i
per el teorema 13.10 podrem afirmar que f no és con-
vexa. [

C.5 Exemples de funcions convexes en R

Funcions lineals i afins son convexes i cOncaves al-

hora.

Exponencial e“” és convexa en R per qualsevol a €
R.

Poténcies 2” és convexaenR,, pera < 0oa > 11

concavaper 0 <a < 1.

Poteéncies del valor absolut
p> 1

|z|P és convexa en R per

Logaritme
vexaen R .

log x és concavaen R, , i —log z és con-

Entropia negativa x logx és convexaen R, ,, o en
R, siimposem el valor O per x = 0.
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C.6 Exemples de funcions convexes en R"

Normes totes les normes son convexes.

Maxim f(z) = max{zy,--x,} és convexa.

Raé entre una funcié quadratica i una lineal
f(z,y) = 2*/y,dom f =R x R, és convexa.

Logaritme de la suma d’exponencials
f(z) = log{e®™ + - --e®"} és convexa.

Mitjana geomeétrica
f(@) = (I, )"/, dom f = R és concava.

Logaritme del determinant
f(x) =log det X, dom f = {X | X > 0} és concava.

Cwo,yo =
{(@,9) | 9(x,y) < g(x0,0)}
y

Z

Ve

Coy =

{z | f(z) < flxo)}

Figura 13.4: Exemple d’un conjunt de nivell C,, i Cy, 4,
d’una funcié quasiconvexa f : R — Rig: R? = R
respectivament.

C.7 Funcions quasiconvexes

Es diu subconjunt de nivell (sublevel set) C,, d’una fun-
ci6 f : R® — R que passa per un punt z, al conjunt
(veure la figura 13.4 1 I’apendix E):

Cay = {z | f(2) < f(®0)} (13.28)
Es diu que una funcié f, dom f = D és quasiconvexa
si D 1itots els seus subconjunts de nivell C,, £y € D son
conjunts convexes. Una funci6 f es diu quasiconcava si
— f és quasiconvexa. En aquest cas, els seus “supercon-
junts de nivell”, definits com {z | f(z) > f(z)}, sén
conjunts convexes. Evidentment, una funcié convexa
també és quasiconvexa.
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Observacions

e La quasiconvexitat també es pot enunciar de la
segiient manera: Una funcié f és quasiconvexa si i
només si dom f = D és quasiconvex i:

fAz+(1=XN)22) < max{f(z1), f(z2)} (13.29)

Alguns autors anomenen (13.29) com desigualtat
de Jensen per funcions quasiconvexes (comparar
amb (13.23), pag. 31).

Exemple 13.1 Funci6 quasiconvexa
La funci6 f : R* —» R, f(z,y) = 2y, dom f = R no
és convexa ni concava perque el Hessia:

01
20
és una matriu indefinida (donat que té els autovalors +1,
PN . N PN 2
—1, veure 1 apendlx. G). f pero, €s quasiconcava en R%
perque els superconjuts de nivell:
{(ZE,y)’(L’yZOé, a7m7yE]R+}
s6n conjunts convexes. Notar que en R% f és quasicon-
vexa'. -

Exemple 13.2 Funcié lineal fraccional
La funcio:

T
f(z) = %, dom f = {z |c"z +d >0}
(13.30)
és quasiconvexa 1 quasiconcava (quan es compleixen
aquestes dues condicions la funcid es diu quasilineal),
perque els seus subconjunts de nivell: {z | a’z + b <
a(ctz+d), c"z+d > 0} son la intersecci6 d’un sube-
spai obert 1 un subespai tancat, per tant, és un conjunt
convex. Analogament es pot veure que els supercon-

junts de nivell també s6n conjunts convexes'. n

Teorema 13.12 Condici6 de quasiconvexitat de
primer ordre

Si f : R* — R és diferenciable i quasiconvexa en el
conjunt convex dom f = D, aleshores:

f(@) < fl@o) =
Vf(zo)" (x —20) <0, Vx,20 €D (13.31)

L’equaci6 (13.31) té una interpretacié geometrica sen-
zilla quan Vf(xy) # 0: Defineix I’hiperpla suport del
subconjunt de nivell {z | f(z) < f(z()} en el punt
(veure la figura 13.5, pag. 36).

'Exemple agafat de [3].

Apéndixs
C.8 Funcions pseudoconvexes

Més endavant veurem que Vf(z*) = 0 és una condicié
necessaria i suficient perque z* sigui el minim global
d’una funcié convexa. Aix0 no és cert per una funcié
quasiconvexa. Per exemple, f(x) = 23 és una funci6
quasiconvexa, perd f'(0) =0, ix¢ = 0 és un punt d’in-
flexio. Per evitar aquest problema es diu que una funcié
f definida en un domini obert D és pseudoconvexa si és
diferenciable en D i compleix:

Vf(zo)T (x —x20) >0 =
fx) > f(xo) VE,20 € D (13.32)

Per exemple, la funcié f(x) = x>+ és pseudoconvexa
perque f'(xg) (x — o) = (222 + 1) (z — x), que per-
met garantir la implicacié (13.32). En canvi, la funcié
f(x) = z* no és pseudoconvexa perque per z = 0 ten-
im que f'(0) (x —0) = 0. Per tant, de f'(0) (x —0) >0
no podem deduir que f(x) > f(0).

C.9 Teorema del punt fix o de Brouwer

Un punt fix (fixed point o fixpoint) d’una funci6 és un
punt que la funcié mapa en ell mateix. Es a dir:

z = f(z)

Teorema 13.13 Teorema de Brouwer
Si f: S — S ésuna funcid continua en un subconjunt
S compacte de R", aleshores f té€ almenys un punt fix.

(13.33)

El teorema de Kakutani generalitza el teorema de
Brouwer per a una multiaplicacié (multivalued func-
tion) en un conjunt convex compacte.

D. Gradient

Definim el vector columna gradient d’una funcié f :
R" — R com:

of (x)/0x,
La derivada d’una funcié f : R" — R en la direccid

del vector v € R" es defineix com:

)ty FE )~ @)

A—0 A

Vf(z) = (13.34)

= Vf(z)'v

(13.35)
La interpretacid intuitiva de la derivada direccional és la
rad de variacié de la funcié f en en punt z en la direccié
del vector v. Per tant, la direcci6 del gradient és la de
maxima variacié de la funcié f(x).



Apeéndix E. Hiperficie i subconjunt de nivell
En el cas d’una funcié vectorial g : R" — R™:
91(z)
92(z)
Im(T)

Definim el gradient com la matriu n X m on la columna
Jj és el gradient de la funci6 g;(z):

Vg(z) = [Voi(x) Viga(z)

9(z) =

Vom(z)] (13.36)

Exemple 13.3 Gradient
Si f(x)=a'z=z"a=>_ z;q,;, aleshores:

ay
Vi(z) =Viz"a) = | ?| =a (13.37)

an
Si tenim la forma quadratica f(z) = zT Az =
2T Agz, on Ay = 1/2(A + A7) és una matriu

simetrica (veure I’apendix G). Tenim que: 2" Ay z =
(T Apz)t = (Agx)Te =2 ALz =2 Apyz =
2T A x. Per tant, aplicant la regla de la cadena i el re-
sultat (13.37):

Vi) =Vz'Az)=Az+Axz=2Az (13.38)
]

Observacions
e El transposat de (13.36) és el Jacobia de g(z).

e Alguns autors defineixen el gradient d’una funcid
f + R® — R com un vector fila igual al transposat
del vector (13.34). En aquest cas es defineix el gra-
dient de la funcié vectorial g : R" — R™ com el
transposat de la la matriu (13.36), és a dir, coincideix
amb el Jacobia.

E. Hiperficie i subconjunt de nivell

Es diu hiperficie de nivell (o conjunt de nivell, level set)
H, d’una funcié f : R™ — R que passa per un punt z
al conjunt (veure la figura 13.5):

Hmo = {x ’ f(l') = f(x0>}

Sin = 2 es diuen corbes de nivell, 1 si n = 3 superfi-
cies de nivell.

Si el gradient en un punt =, és Vf(z,) # 0, aleshores
Vf(x) és un vector perpendicular a la hiperficie de niv-
ell de la funcié f(x) en x,. Per tant, I’hiperpla tangent
a la la hiperficie de nivell (13.39) en el punt z €s:

Vf(zo)" (x —20) =0

(13.39)

(13.40)
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Es diu subconjunt de nivell (sublevel set) C;, d’una
funcié f : R” — R que passa per un punt z, al conjunt
(veure la figura 13.5):

C:t:o = {.’E ‘ f(x) S f(-'”o)}

Es facil veure que si f(z) és convexa, aleshores Cy,
és un conjunt convex: Si i, Ty € C,, aleshores
flazi + (1 —a)zs) < af(@) + (1 —a)fz:) <
a f(@o) + (1 — a) f(xo) = f(x0) = flazi+ (1 -
a) o) € Cy,. Aixi doncs, si f(z) és convexa (13.40) és
I’hiperpla suport de C,, en x (veure la figura 13.5).

Notar que el grafic d’una funcié f(z):

graf f = {(z,y) |y = f(z), z € dom [}

el podem interpretar com la hiperficie de nivell
F(z,y) = 0dela funcié F : R"™' — R, F(z,y) =
f(x) — y. Com que VF(z,y) v{(f)
cant (13.40) tenim que I’hiperpla tangent al graf-
ic (13.42) en el punt (xo, f(z¢)) és (veure la figu-
ra 13.6):

) G-l -

Notar també que si f(z) és una funcié convexa,
aleshores (13.43) sera I’hiperpla suport de 1’epigrafic de
f(z) en el punt x, (veure la figura 13.6).

(13.41)

(13.42)

} , apli-

(13.43)

F. Teorema de Taylor per funcions
de varies variables

Si la funcié f : R™ — R és diferenciable en una regi6
D que conté el segment [z, x,], aleshores existeix un
0 < A < 1tal que:

f(@) = f(z1) + Vi + (1 = N 32)" (29 — 71)
(13.44)
Aquesta relacié s’anomena també teorema de Lagrange
o del valor mig. A més, si existeixen les derivades par-
cials de segon ordre, aleshores:

fxs) = f(@1) + Vf(x1)" (22 — 20)+
1/2(zg —21)" VA (A 2y + (1 — \) 29) (T9 — 71)
(13.45)

on V?f(z) és el Hessia: [V?f(z)];; = [%]

G. Matrius definides positives

Una matriu A n X n de nimeros complexes és definida
positiva si la part real de la forma quadratica associada
a A és sempre positiu. Es a dir:

Rz"Az] >0, Ve C" x#0 (13.46)
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X2

Figura 13.5: Relacié entre el gradient Vf(z,),
hiperficie de nivell H, i subconjunt de nivell C,,
d’una funcié f : R? — R.

on R és la part real i ' és el vector (o matriu) conjugat
CQ o — co o H
transposat: Si z;; = u + i v, Tj;
Es diu que una matriu A de nimeros complexes és
Hermitica si A = AM. Notar que si tots els elements
de A son reals, aleshores A" = AT, i Hermitica és

equivaler a simetrica: A = AT,

=u—1.

Una condici6 necessaria i suficient perque una matriu
A sigui definida positiva és que la seva “part Hermiti-
ca”: Ay = 1/2(A + A") sigui definida positiva. Notar
que Ay és una matriu Hermitica.

Una condicié necessaria i suficient perqué una ma-
triu Hermitica sigui definida positiva és que tots els
seus autovalors siguin > 0. També és una condicid
necessaria 1 suficient que tots els menors principals
(menors superior-esquerra que es poden formar) tinguin
determinant > 0.

Indicarem que una matriu €s definida positiva com
A > 0. Sila matriu compleix R[z% A z] > 0 es diu que
és semidefinida positiva i ho indicarem com A > 0.

Analogament, una matriu que compleix Rz A 2] <
0, respectivament R[z" A z] < 0, es diu definida nega-
tiva i semidefinida negativa (ho indicarem com A < 0 i
A < 0 respectivament). Una condicié necessaria i sufi-
cient perque una matriu Hermitica sigui definida nega-
tiva és que tots els seus autovalors siguin < 0. Tam-
bé és una condicid necessaria i suficient que tots els

Bibliografia
graf f = {(z,y) |y = f(z), z € dom [}
epi f = {(z,y) |y > f(z),z € dom f}

TE-La) -

Y

Figura 13.6: Relacio entre el gradient, grafic i epi-
grafic d’una funcié f : R — R.

els menors principals d’ordre k, k = 1,2, - - -
negatius si k és senar, i positius si k €s parell.

Una matriu que no és ni (semi)definida positiva ni
negativa es diu que és indefinida.

, M siguin

Exemple 13.4 Matriu definida positiva

) 1 1
La matriu A = {_1 1

} €s definida positiva perque la
=1y 1| =
I és definida positiva (té els autovalors +1, +1). Efec-
tivament: 8 Az = 2?2 + 23 > 0, Vz # 0. n

seva part Hermitica: Ay = 1/2(A + A")
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