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Prefaci

Vaig escriure aquests apunts mentre preparava I’ assig-
natura teoria de muestras del curs 2013-14 de la carrera
de matematiques de la UNED. Els apunts estan basats
fonamentalment en el llibre de 1’assignatura [1]. El con-
tingut no és rigords ni complert, i només hi ha demostra-
cions senzilles orientades a entendre o ajudar a memo-

ritzar les relacions que demostren. L’edici6 I’he fet amb
IATEX.

Capitol 1
Definicions

Poblaciéo U (population) Conjunt d’elements a inves-
tigar. Només es consideraran poblacions finites de mida
N. Farem servir la notaci6 U = {Uy,--- ,Uy}. Dis-
tingim:

e Poblaci6 objectiu: La que es desitja investiga.

e Poblacié marc (o simplement marc): Llista d’on es
prenen les mostres. Idealment igual a la poblaci6 ob-
jectiu.

Cens Quan s’agafa informacié6 de tota la poblacid, N.

Mostra de mida n, S; (sample) col-leccié ordena-
da de n elements de la poblaci6é S; = {Ui1, -+ , Ui},
Ui; € U. També és possible que no importi 1’ordre, 1
farem servir la notacié s; = {uy,--- ,u,}, u; € U. Les
mostres son variables aleatories, en general dependents.
Per tant:

P(S;) = P(UZ- ) P(Uss | U,-l)
P(Uin | U, -+ Usna)  (11)
Seleccié de la mostra El metode de mostreig és difer-
ent si importa o no I’ordre, 1 si les mostres es prenen o
no amb reposicid. Segons aix0, la cardinalitat de I’espai

mostral, S, amb mostres de mida n pot ser:

e Ordenada i amb reposicié: VR(N,n) = N™.
e Ordenada sense reposicié: V(N,n) = (]X ) nl.
e No ordenada i amb reposicié: CR(N,n) = (V*"71).
e No Ordenada sense reposicié: C(N,n) = (V).

A més, és possible que les mostres es puguin triar 0 no
amb la mateixa probabilitat. Es diu mostreig amb igual
o desigual probabilitat.

Caracteristica poblacional X Assigna el valor
numeric X; per a cada unitat U; € U. Per exemple,
el pes o altura d’una persona. Si la caracteristica és de
tipus qualitatiu, es pot associar I'indicador A; que val 1
si la caracteristica es presenta en U, 1 0 altrament.
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Parametre poblacional ¢ Funci6 (X1, -- Xy) d’u-
na caracteristica poblacional. Exemples
e Mitjana poblacional:

| N
N ; (1.2)
e Total poblacional':
N
X=) X;=NX (1.3)
i=1
e Variancia poblacional:
2 1 o v\ 2
o? = NZ(XZ»—X) (1.4)
=1
e Quasivariancia poblacional:
N
1 _ N
SP=— ) (X;—-X) = 15
N1 ; =570 19
e Mitjana quadratica:
Xg (1.6)
e Mitjana geometrica:
Xg=7" (1.7)
=1
e Mitjana harmonica:
_ N
Xy=—— (1.8)
SN
Si la caracteristica és qualitativa:
e Proporci6 poblacional:
| N
P=—= A, 1.9
~ ; (1.9

e Total de classe poblacional:

N
A:ZAi:NP

=1

(1.10)

Capitol 1. Definicions

Estimador (o estadistic) (statistic)y Donada una
mostra s; = {uy,- - ,u,} farem servir la notacid
si(X) = {Xy, -+ ,X,} per identificar el conjunt de
caracteristiques poblacionals X; que corresponen a ca-
da element u; de la mostra, i S(X) per el conjunt de tots
els valors possibles de les caracteristiques poblacionals
d’una mostra: s;(X) € S(X). Un estimador puntual
és una funcié mesurable 0 : S(X) € R” — R, que esti-
ma la caracteristica poblacional 6 a partir d’una mostra:
0(s;(X)) = 0(Xy,--- X,,). Exemples:

e Mitjana mostral:

1
T = — X; 1.11
= ; (L.11)
e Total mostral:
. N
X =— X, =Nz 1.12
- 2; z (1.12)
e Proporcié mostral:
R
p=— A; (1.13)
n
=1
e Total de classe mostral:
. N
A=— A, =Np (1.14)
n
=1

En general, el parametre poblacional del tipus:

N
0:21@-
=1

s’estima amb 1’estimador mostral:

i=1

Procediment o meétode d’estimacié Especifica el
procediment de mostreig per a obtenir mostres s amb
probabilitat P(s), i estimador # per a determinar el
parametre poblacional 6.

Distribucié en el mostreig d’un estimador (sam-
pling distribution) Es la distribucié d’un estimador. Es
a dir, sigui el conjunt 7' = {t € R | I(Xy,--- X,,) €

2.

S(X),0(Xy,---X,) =t}. Aleshores
si | 0(si(X))=t

(1.15)

P(T) = P(é(Xl, X)) = t) _ P(s:)

I'Seguint 1a notacié de [1, 2] es fa servir el mateix simbol que per una caracteristica poblacional. Del context s’entén a qué es refereix.



1.1. Precisio d’un estimador

Esperanca d’un estimador

E(@) =3 i(s;) P(si) = th(é -

t) (1.16)

Variancia d’un estimador )
v(0) =E(#) -&(9)

Error en el mostreig (desviacié tipica) d’un esti-
mador
7(0) = V()

Error relatiu en el mostreig (coeficient de variacio)
d’un estimador

(1.17)

(1.18)

CV () = U(é> (1.19)

E(7)

Acuracitat (error quadratic mitja, EQM) d’un esti-

mador R R
EQM(0) = E((e - 6)2) (1.20)
Biaix d’un estimador R
B(6) :E(Q) — 9 (1.21)
Es diu que un estimador és consistent quan
B() =% 0.

1.1 Precisié d’un estimador
- E((é . 9)2) -
< +E(8) - 9)2> _

< 6 ( ) > = 02(0) + B(6)* (1.22)
Es desitjable un estimador no biaixat (o centrat) B(é) =
0, sempre i quan I’error (desviaci6 tipica) sigui petita.

En la practica és acceptable un estimador biaixat sem-
pre i quan:

EQM(0)

B(0) 1

a(é) 10
Per a comparar la precisi6 de dos estimadors
considerem el quocient entre els seus EQM:

EQM(6,)/EQM 6s). Si sén centrats (B(Aé) = 0), sera
el quocient entre les seves variancies: o2(6;)/a%(6,).

(1.23)
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1.2 Intervals de confianca
Si les estimacions él < éz tals que:
P<é1 geg@) >1-a (1.24)

aleshores, [él, éz] és un interval de confianga (IC) per
6 de nivell de confianca 1 — « (o significaci6 «). Nor-
malment es dona la probabilitat en percentatge, €s a dir,
100 (1 — «). Valors tipics son intervals de confianga
del 95% 0 99%. La figura 1.1 mostra un IC per a una
distribuci6 simetrica (p.e. Gaussiana o Student).

Estimador no biaixat amb distribucié normal
Sigui

P(Z > zq2) = /2, (1.25)

és adir, 2,2 = Evfol,n(l — %) (veure la figura 1.1):

-0

V()

< za/2<z<za/2>:1—oz:>

§— |V
~Za2[V(0), 04 202/ V() | ésun1C.

/()

f~ N, v(é)) ==

0+ 20 é (1.26)

i[é

P(Z > z42) = /2

—Za/2

Zaf2
Figura 1.1: Interval de confianca en una distribuci6

simetrica: IC = [—za/Q, za/Q].

Si estimem la variancia per la quasivariancia amb una
mostra petita (n al voltant de 15 o menys), aleshores cal
utilitzar una distribucié de Student i I'IC és:

0% tu a2\ [V (0) (1.27)

Definim z, /, com (quantil 1 — «):
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Estimador no biaixat per a una distribucié de-
sconeguda
Amb la desigualtat de Chebyshev:

v(©)

P(|X—u|20)§7:>
. V(6
P<|0—0|§c>21— £2>
Ve V)
Pl o— NG <f<O+ Ta >1—«
(1.28)
: MO
on s’ha posat ¢ = 7 Per tant,
. V(d) . V(é
0 \/S),Q—i— \/g)) ésun IC

Estimador biaixat amb dlstrlbucm normal Es facil
comprovar que amb B(f) = E (0) — O estéque 'lC és

é—Za/g— ﬁ’ 6"‘2@/2\/ A
Capitol 2
Mostreig amb probabilitats
desiguals

Suposem una mostra sense reposicié £. Definim les
VAs (indicadors):

si u; € x amb probabilitat 7;, 2.1
siu; ¢ T amb probabilitat 1 — 7;.
{1, si u;,u; € £ amb probabilitat 7,
e e; =
0,

si u;,u; ¢ & amb probabilitat 1 — ;.

2.2)
Clarament:
E(e;) = (2.3)
E(ef) S (2.4)
V(e;) =m (1 —m) (2.5)
Cov(e;e;) = E(e;ej) — E(e;) Ele;] = my — m;mj

(2.6)

Capitol 2. Mostreig amb probabilitats desiguals

Propietats

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

Demostracio.

2.7 sz\il T = Zi]\ilE(ei) = E[sz\il ei] = n perqué
per a qualsevol mostra £ de mida n hi haura n dels NV
indicadors e; per els que u; € & sera cert. ]

2.0.1 Estimador de Horvitz i Thompson

Es un estimador no biaixat per mostreig sense reposicio.

1X;

Mitjana: = = —— 2.11
itjana: x 2 N7 ( )
. "X
Total: X = Z = (2.12)
— T
1A
Proporcié: p = Z N (2.13)
T
L= A
Total classe: A = — (2.14)
T
i=1
Variancia del parametre Y = {X, %, A 4}:

Tenint en compte que (veure la figura 2.1):

N N N
Sv) =kl [Lvo(Xv)] |-
i=1 =1 =1

E| [ D (vi—EW)) Za +22 Z 04

i=1 i=1 j=i+1
(2.15)
ay Qg AN
s
ay = (DL @)=
o Efvl z+2ZZ 123 i+1 di g

Figura 2.1: Quadrat d’una suma.



Capitol 3. Mostreig aleatori simple

Tenim que:
n N
A Y, Y.
0 = == e, 2.16
P
Substituint en 2.15:
V(o) - ZV(—QJ
i=1 i
233 an( Y D) -
=1 j=i+1
Y, 2 N N Y,
Z(E) Vie) +230 30 S (o)
=1 =1 j=i+1
D’on
N
. Y2
i=1
N N
.Y
2 " (s —mm) (2.17)
ZZUZ 1W( j ;)

Estimadors no biaxials de la variancia del parame-
tre Y:

n o2
V(é) N1
Zl o (1—m)+
= - (2.18)
2 Z L7 (71—1'] Uy 7Tj)
=1 i1 7
/A "= (Y., Y\ mm—7
V<9> _ Iy i Ty ij
i=1 j=1+1
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L’equaci6 2.19 es coneix com estimador de la variancia
de Yates i Grundy.

Capitol 3
Mostreig aleatori simple

Si no es diu el contrari, es sobreentén que és amb prob-
abilitats de mostreig 1 sense reposicid. En aquest cas,

™= % G.1)
B n(n—1)

Substituint en 2.11, 2.12, 2.14, 2.13, s’obté respec-
tivament 1.11, 1.12, 1.13, 1.14. Substituint en 2.17 1
definint f = n/N, s’obtenen les variancies:

52
Mitjana: V(z) = (1 — f) - (3.3)
Total: V(%) = N2V (7) (3.4)
2 _
Proporcio: V(p) = (1 — f) % = %_T PTQ
(3.5)
Total classe: V(/l) = N?V(p) (3.6)

on Q = 1 — P. S? g’estima amb la quasivariancia
mostral:
. 1 -
5% = X; —z)? 3.7
— ;< 7) (3.7)
Per a variables qualitatives:
g2 = 2P (3.8)
n—1



6 Capitol 3. Mostreig aleatori simple

Formulari

Taula 3.1: Estadistics

Mitjana Total Proporci6 Classe Variancia Q-Variancia
.8 1N N 1 X N 1 N -1
s ) X X =) A A =) (Xi—1)? N
o = 1= = = = N -1 i1
Tg T = X:N:lj“: D= A:Nﬁ: 52 = 5'2:
2 1 N & 1< N <& 1 < . 1 & _
D R S Pl
Q=1-Pg=1-7
0h=PQ,0%=0pq Si =55 PQ %= "0

Taula 3.2: Variancies mostreig aleatori simple

Mostreig Simple (MS) MS amb reposicid
Parametre amb S? amb 52 amb S? amb 52
Mitjana
2 02 2 Ao
V(@)= 11— a2 o 52
-1~ 1-n= - )
Total
v ( X) _ N%V(z) N2V (z) N2V (z) N2V(z)
Proporci6
2 a2 2 )
V(p) = 1 — Sa _ & 04 ﬁ
(- (1-§)= ; :
Classe
V(A) - N2V (p) N2V (p) N2V (p) N2V (p)

f=n/N.EnMS E<S’2> = S2. En MS amb reposicié E<32> = o2



Capitol 4. Mostreig estratificat

Capitol 4

Mostreig estratificat

Poblacié6 N dividida en L estrats homogenis de mida
Ny. L = 1,---L. Mida relativa de I’estrat: W},
Ny /N. Es prenen n;, mostres per estrat, n = Zﬁzl M.

Estadistics de ’estrat h: mitjana X, total X},, vari-
ancia o7, Quasivariancia S?, proporcié P, i total de
classe Aj,.

Taula 4.1: Variancies mostreig estratificat

7

Estadistics poblacionals (de la poblaci6 estratifica-
da): mitjana X = Es W )_(h, total X = N X, vari-
ancia 0> = 1/N S°F_ ZN’L (X5 — X)?, quasivarian-
cia S?, proporcié P, = thl Wh Py 1 total de classe
A, =NP.

Estadistics mostrals de P’estrat /: mitjana 7, total
X, variancia ah, quasivariancia Sh, proporcid py, i to-
tal de classe Ah T €s un estimador no biaixat de la
mitjana de Iestrat h: Xy, i pp, de P,. Per tant, d’ells
s’obtenen els estadistics mostrals, estimadors no baix-
ats dels estadistics poblacionals: mitjana z;, total Xst,
proporcid Pst 1 total de classe /lst.

Mostreig Simple (MS) MS amb reposicié
Parametre amb S} amb S? amb S amb S?
Mitjana
V(Zs) = . 2 S - S W2 Uh ¢ 2 S}
. DW= fust Y Wi fi) Z >owp ok
h=1 h=1 h=1
Total
v (Xt) - N2V(z) N2V (z,) N2V (z,) N2V(zy)
Proporci6
V(P - 2 Si - 2 SI% W2 Uh - 2 S%
(F)= Swa-mE Swa-nd Sw >owi
h=1 h=1 h=1
Classe
V(Ast> - N2V<Pst) N2V(Pst) N2V(Pst) NZ\A](PSt)
— A ~ ~
52 Nh 1 Zz 1(Xhz Xh)Q’ S}Qz = -1 Ei:l(){hi - xh)g-
Per a la proporcio: 52 = Njhvﬁl a}% = N]:ﬁl Py Qn, S;QL = n:ﬁl Ph Gh-

frn = np/Ny. Per estrats de mida gran es pot aproximar 1 — f;, ~ 1.

S = 5 X Xy = X) &

Afixacions

n
e Igual: n, = T

Proporcional: N
[ ] 1 ny = —
N

ZWh (1—f

SQ

fL’ap

Ny Su/\/cn
Zh Np Sh/\/c—h
(220 Wa Su//en) Qow Wi Shv/en)

n. Su

e Optima amb cost ¢;: nj, =

V(jao) =

Zh W S}% + Zh Wh(Xh - X)2-

n = Wy n. També: n, = Ny, f, d’on f;, = n, /N, = f. Substituint per MS es té

bstituint per MS es té:

n
Ny, S,

Si el cost és el mateix, n, = —=————
" Zh Nh Sh

> Wh Sy ~ Qo Wh Sh/\ew) Q2w Wi Skv/n)
N n ’

n, V(Zao) ~ (Zh Wi, Sk)?/n.



Capitol 5. Estimador de raé

Capitol 5
Estimador de rad

Quan es té informacio Y; relacionada amb la poblacié estudiada X;.

X YW X X
Raé poblacional : R=—"=%&=1""_" 5.1
a6 poblaciona RS (5.1
X "X, T
Raé mostral : = = Z’n: I (5.2)
Y Zi:l Y; Yy
Estimador de la mitjana : Xr=RY (5.3)
Estimador del total : Xp=NXp=NRY (5.4)
- - RV(y) — G J
Biaix : B(R)=E R) _p-BVW = v(@.9) (5.5)
Taula 5.1: Variancies estimador de raé
Mostreig Simple (MS) MS amb reposicid
Mitjana
~ 2 or P2 Q2 2 910 N2 Q2
V(XR>: a-7 S; —2RSy + R°S, S; —2RS.y + R°S,
n n
Total
V(XR) - N? V(XR> N? V()‘(R)
Raé
V(J%R> - V(XR) /Y? V(XR> /7
Biaix
. 2 2
B(R): (1_f>M RO'ij'xy
nY?2 ny?2

Normalment farem servir els estimadors de les quasivariancies en les formules anteriors:

2 G2 _
’S_

Y

Sg = ﬁ Z?=1<Xi - f)

ﬁ Z:L:l(yz - g)Q’ gxy = # Z?:l(Xi - j) (Y; - @)-

Notar que es pot calcular: S? — 2 R S,, + R? Sy =0_X?+R*YY?—2RYX;Y)(n-1)

Nota: per el calcul de la variancia es fa I’aproximacio R—R= z

~

A T— Ry

i—Ry

I-Ry
Y

~
~

,d’on:

S2—2RS,, + R*S?

V( )zV(f%—R)zV( >:(1—f)

nY?



Capitol 6. Estimador per regressio 9

Capitol 6

Estimador per regressio
Quan es té informacio Y; relacionada amb la poblacié estudiada X;.

~

Estimador de la mitjana : Tg=2+0(Y —7) (6.1)

e El valor de b que minimitza la variancia és la pendent de la recta de regressié de X sobre Y: b, = S, /S2,

> : b o2
que s’estima per b, = Sy, /.55 .

e Si b és una constant, I’estimador Z,, €s no biaixat.

Taula 6.1: Variancies estimador per regressio

Mostreig Simple (MS) MS amb reposicid
Mitjana
- S2 —208,, +b*S? S2—208,, +b*S?
V(xrg) = (1 . f) T Y + y T Y + Y
n n
Total
V(Xrg> - N? V(Xrg> N2V ()‘(rg)

Taula 6.2: Variancies minimes (amb b, = S,/ Sz)

Mostreig Simple (MS) MS amb reposicid
Mitjana
V() = (1— f) S (1n— p’) & (1n— p’)
Total
V(%) = N2V(X,,) N2V (X,,)

Coeficient de correlacié: p = Cov(X,Y) /(0. 0y) = Suy/(Sz Sy)

Notar que:
Szy - n i 1 Z((Xz _ff)(yz —ﬂ)) = n i 1 Z(Xzyz) — n(i’y)Q = - i . (Z(XzYz) . @)
D’on
Si: nil <ZX12_ (Zf@) >
| Sey _ V(XY - &Nt

P35, \/(ZXE—%) (v - =)
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Capitol 7
Mostreig sistematic

S’organitza la poblaci6 N = n k amb n zones de mi-
da k:

1 2 - k
I | nii nio Nk
No1  N22 Nk
n Nn1 Np2 Nnk

Caracteristica poblacional § = > " | 25:1 Y;;, estima-
daper § = X3 V,;. Es a dir, I'espai mostral s6n
les columnes, que es trien amb probabilitat 1/k. El
mostreig €s sense reposicid. Si es tria la columna j els
estimadors son:

A ] e

Mitjana . X =— Xij = i‘j (71)
n

=1

Total : X =Nz (1.2)
R .

P i6 : P=-N"4;,= 7.3
roporcié - ; i =P (7.3)
Classe : A=N Aj (7.4)

Quasivariancia inter-mostral:

n k k
5&‘%22(@—9_{)2_ kﬁlz(@—)—()z

i=1 j=1 j=1

Quasivariancia intra-mostral:

n k n k
DD (Xy=X)P=) ) (Xy-3+1,-X) =
=1 j=1 i=1 j=1
n k n k
SS -+ S S (@ - X
i=1 j=1 i=1 j=1
n k
2 Z(Xij jj)@] - X) =
=1 j=1 )
=0
n k n k )
D (X -z + ) > (- X)?
i=1 j=1 i=1 j=1

Capitol 8. Mostreig per conglomerats

D’on es té:

(N-1)S*=(N—-k)S2 +(k—-1)Sz,  (1.7)

d’on:

N 2

V(X):(1—f)%:a2—

n

“lse s
n

Per a les proporcions, amb 1/n > "  (X;; — 7;)? =
]3j Qj, s’obté:

(7.9)

Capitol 8
Mostreig per conglomerats

Es el cas complementari del mostreig estratificat. No-
tacio:

e N: nombre de conglomerats.
e n: nombre de conglomerats en la mostra.

e M : unitats per conglomerat (els suposem tots de
la mateixa mida).

Caracteristica poblacional § = S | Zj\il Y;;, estima-
daperf =257 Z;\il Y;;. Els estimadors sén:

n M n
| 1 1 _
Mitjana: X=-) —> X;=-) X,=17
ni:lezl neia
Total : X=NMz
1~ 1 < 1<
Proporcié: P = = _ZA’J__ZR
nz:le:I a3
Classe : A=NMP

Quasivariancia inter-conglomerats:

| oM v X
2_ X,—X) = —_S(X,—X)?
8.1)

Quasivariancia intra-conglomerats:

N M
1 _
2 _ )2

S Z > (X — X)) (82)



8.1. Conglomerats de mides diferents

Relacio fonamental:

D’on es té:

(NM—1)S?*=(NM - N)S2+ (N —1)5? (8.3)
D’on la variancia de la mitjana (f = (n M)/(N M) =
n/N):

] s?
)= (1—-f)—— 4
V@) = (- 84
Per a la proporci6 I’equaci6 8.3 té la forma:
0? =02 +op (8.5)
on:
o> =PQ (8.6)
R
p=—) (P-P) 7
=5 ;< ,— P) 8.7
1o 1 & 1 &
2= — — P, = — P, Q; (8.
& N;M;( i N; ' Qi (88)

on P; és la proporci6 en cada conglomerat. Com que la
proporcié €s un mostreig aleatori simple dels conglom-
erats:

A S2 N —n o}
V(P)=(-pn=- % 89
=N =Fqr 69
Coeficient de correlacié intra-conglomerats: Sigui

(Xi;,X;.) un parell de mostres del conglomerat 7, amb
j # z (en total N ( ) parelles):

Cov (XmaXzz) o

T o(Xy)o(Xe)
S D (X — X)(Xi: - X)
N (D)o

230, Y (X — X)(Xi — X)
(NM—1) (M —1) 52

(8.10)
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Es té:

5«2
V@) =0-f) - 0+M-15  @&1D
Per tant, si 6 = 0 té la mateixa precisié que el mostreig

simple, i és millor si 9 < 0.

8.1 Conglomerats de mides diferents

Si les mides no s6n molt diferents, definim

M =Y M;/N (8.12)
i les féormules sén les mateixes que abans substituint M
per M.

Si els conglomerats es seleccionen amb probabilitats
m; (normalment proporcionals a la mida dels conglom-
erats: m; = M;/ ZZ M;). Suposem que volem estimar

el total X si els totals de cada conglomerat sén X;,
X =), X;. L'estimaci del total és

n

M, X;
SIy&ly 13
. Uv Uy
=1 =1
amb variancia:
1 & X;
XORME
n T
=1
1< X, S| X2
- A =-X) == - X?| 8.14
o (Fx) = (B e) e

Si X és desconegut, un estimador no biaixat de V (X )
és:

V(X) - ﬁi (f— . X)2 (8.15)

Per a la mitjana X = X/M, onara M = ) .M,

V(X) /M2,

I’estimaciod de la variancia és V (X ) =
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Capitol 9

Mostreig doble
Poblacié NV estratificada en L estrats.
Primera fase: mostra n’ = ) nj,. Definim W, =

Ny, /N, estimat per nj,/n: proporcié de la poblacié en
I’estrat h.

Segona fase: mostra n = ) ny, on les mostres ny,
s’agafen d’entre les n},.

Estimador de la mitjana:

)?:thfh
h

on W), s’estima per nj/n de la primera fase, i T =
xp,/ny, de la segona fase. Es té que:

~ SQ SQ
V(X) =(1-D=>+ h (w2

Up, n’

©.1)

On f =n'/N, v, = ny/nj,.

Capitol 9. Mostreig doble
9.1 Falta de resposta

La poblacié esta dividida en 2 estrats N = Ny + No: Ny
individus que responen, Vs individus que no responen.

Primera fase: mostra de n’ d’entre N: n) contesten,
n4 No.

Segona fase: mostra de n; = n/ (s’agafen totes les
respostes) i ny d’entre nl,. Es d’esperar que la mostra
n9 sera més cara, doncs als que no contesten s haura de
fer un tractament especial, per exemple, una entrevista
personalitzada.

Definim fy; = ny/nh. De 9.1:

. LI s2
v(x)=a-nZ+ (7. DW 02
Nota: El terme en 9.1 (- — 1)W1i—f = 0, doncs

vy =ny/n) = 1.
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Apendixs

A. Recordatori probabilitat

Canvis de variable Si X és una VA k-dimensional
absolutament continuaiY = g(X),ong : R — R*
és injectiva i diferenciable amb Jacobia .J,, i inversa h
amb Jacobia J:

Fr) = fx(g7 @) 1 Jy(g~ @)
= fx(h(y))|Jn(y)|

Desigualtat de Markov Sig : [0,00) — [0,00) és una
funcié creixent, per qualsevol ¢ > 0:

E(g(1X]))
P(IXIz¢) < = 5=

En particular:

E(|X —a|") ‘

C’I‘

P(IX —al > ) <

i la desigualtat de Chebysheyv:

0.2

_2'

P(|X —pul>c) <

Teorema central del limit Sigui {X;} una successi6
de VA iid amb variancia finita 02 i mitjana . Defin-
im la suma parcial: S,, = X; + --- X,,, E(S,,) = nu,
02(S,) = no?. Aleshores, la variable tipificada

Sp—np
o\/n
De forma que per n gran es pot aproximar S, per

N(np,04/n). Quan S, és discreta és millor 1’aproxi-
macio:

Z = 4y Z ~N(0,1)

on Fy,1y(«) és la funci6 de distribuci6 de N (0,1).

B. Poblacions Normals
B.1 Distribucié gamma i >
Qn xnfl efex

V(. 6) = —Fes

, >0 9.3)
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Mitjana: n/0, varianga: n /6.
1/2n xn/2—1 e—:c/2
2 2.1/2) = >0 (94
Xn =7(n/2,1/2) rap 2 (9.4)
Mitjana: n, varianca: 2n.
Propietats:
Xi ~7y(n;,0) = XX, ~~v(Xn;,0) 9.5)
X ~5(n,0) = 20X ~ x3, (9.6)
X+ Xom ™ Xnm ©.7)
Xi~ N0, 1) = > X~} (9.8)
=1
2
ns
X; ~N(0,0) = — X2 9.9)
B.2 Teorema de Fisher
SiX; ~ N(u,o0):
s?1i Xson independents (9.10)
— i
X ~ N(u,o/v/n) = ~N(O1) .11
/ Vn
2
ns
— ~ X (9.12)

N(0,1) (L) 2\
~ty = 14— te (-
1y2 tonwl(2) * n 1 € (=00, 00)
9.13)
_ X
X —p_ om N(0,1) -
S/\/_ \/ ! (TL 1 \/ ian 1
9.14)

B.4 Distribucio F' de Snedecor

Si: X; ~ N(0,1)iY; ~ N(0,1):

1 n 2 1
ﬁzz‘:l Xi ~

2
wXn

Ly Y2

2 2

1.2
mXm

%(%) <1+%t)2 >0 (9.15)

~ Fn’m =

n+m

Si: X,L ~ N(,LLI,O'l) 1 Y:L ~ N(IMQ,O'Q)I

n—1m—1 (9.16)
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Nota: Com que T’ ~ F,, ,, = + ~ F,

p=P(T>ux,)=P1/T <1/z,) =
P(T"<1/z,) =1—P(T" > 1/x,) =
Tnmp = 1/xm,n;lfp (917)

B.5 Altres relacions

Si 441 0 s6n desconeguts:
X —

pf X4l

S/\/n

Si o és coneguda:

X —p

pl =2

( o/v/n

Si: Xz ~ N(ﬂlagl) 1 }/z o~ N(MQ,O'Q)Z

< tnl;aﬂ) —1-a (9.18)

< za/2> =1—«a 9.19)

REFERENCIES

X-V—(m—p2) N(O 1)

v/ o2 /n+o2/m

=
e 2 m— 2
( 012) =5 012) =~ X tm-2
1 2
X—¥—(u—p2)
0'2 n 0'2 m
Voiintea) ~ i (9.20)
n— 2 m— 2
i [t + ]
Sin,m > 15 = S? ~ o}, % ~ o3
XV - (-
b — ) N(0,1) (9.21)

Voi/n+o3/m
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Quadre amb algunes distribucions

Distribucié Parametres Funcié de densitat Mitjana Varianca FunC}o.
caracteristica
0<p<l1 pPPa—p)t
) _ it
Bernoulli 1y k=01 p p(1—p) qg+pe
n
0<p<i1 < )p’“(l—p)”’“ |
Binomial —1-p k np np(1—p) (g + peit)
k=01,...n
S 0<p< p(1—p)* 1—p 1—p p
eometrica 1—p k>0 T e 1—qo
) _ r>0 kE+r—1\ , , 1 1 ,
B1non}1al 0<p<l1 L pq . —D , —QP (1 p it)
negativa G=1—p k>0 p p —qe
\F A\ it
Poisson A>0 ye_ , k>0 A A exp{)\(e —1)}
Normal R ! eXp{_(aj_”)Z} £2 52
orma R 2 ;
27T o2 20 2 t—
z e R
1 . 2 eitb - eita
Uniforme a<b b , a<zT<b atb (b—a) T
—a 2 12 it(b—a)
LN =1
—ax t
Exponencial Q ae™ ™ x>0 1 1 (1 _ Z_)
o a? o
Gamma a>0, ~ata"le " >0 n n Lt -
v(n, @) n>0 L(n) o o2 o
P71 (1 — x)e!
Beta p > 0, B(p q) ’ p pq
B(p,q) q>0 0<oel p+q (p+a)3p+qg+1)
a
Cauchy a >0, T [a2 + (z — b)ﬂ No. No. citb—alt
beR r€R existeix existeix

P(x) = / et T(n) = (n— 1)1 Blpg) / Lo (1 it Bl — LPT@)
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