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Prefaci
Vaig escriure aquests apunts mentre preparava l’assigna-
tura Estructuras algebráicas del curs 2015-16 i Àlgebra
del curs 2016-17 del grau de matemàtiques de la UNED.
Els apunts estan basats fonamentalment en el llibres de
les assignatures [3, 4] Gallian [2] i Schaum [1]. El con-
tingut no és rigorós ni complert, i només hi ha demostra-
cions senzilles orientades a entendre o ajudar a memo-
ritzar les relacions que demostren. L’edició l’he fet amb
LATEX.

Capítol 1
Definicions
Definició 1.1 Relació d’equivalència en un conjunt X
és un conjunt R ⊆ X2 de parells ordenats d’elements
d’X tals que:

1. (a,a) ∈ R ∀a ∈ X (propietat reflexiva).

2. (a,b) ∈ R⇒ (b,a) ∈ R (propietat de simetria).

3. (a,b),(b,c) ∈ R ⇒ (a,c) ∈ R (propietat transiti-
va).

Exemple 1.1 (relació d’equivalència)
Si X = {1,2,3,4},

R = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,3),(1,4),

(3,1),(3,4),(4,1),(4,3)}

és una relació d’equivalència en X . Notar que 3R4,
doncs (3,4) ∈ R, però 2R4 (2R4 no és correcte), doncs
(2,4) /∈ R.
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Notació S’escriu aR b o, en termes conjuntistes,
(a,b) ∈ R. També s’escriu a ∼ b o a ≡ b en comptes
d’aR b, doncs una relació d’equivalència és una genera-
lització del concepte d’igualtat. Per exemple, la relació
de congruència en Z (veure l’apèndix B) és una rela-
ció d’equivalència i en mod 10 s’escriu 3 ≡ 13, doncs
3 mod 10 = 13 mod 10.

Definició 1.2 Funció (o aplicació, mapping)

f : A→ B

d’un conjunt A (domini) a un conjunt B (codomini) és
una regla que fa correspondre a cada element a (preimat-
ge de b) de A exactament un element b = f(a) (imatge
de a) de B. El subconjunt de B que conté totes les imat-
ges de A es diu imatge de A, i es denota per f(A)1.
Nota: Amb la notació del Schaum’s [1] es fan servir lle-
tres gregues per a les funcions, mappings, (p.e. α en
comptes de f ), i en comptes de la notació b = α(a) es
posa b = aα.

Definició 1.3 Funció restringida a un subconjunt. Si-
gui f : A→ B i X ⊆ A aleshores es defineix

f |X : X → B (1.1)

a la funció que assigna a cada element x ∈ X l’element
f(x) ∈ B.

Definició 1.4 Composició de funcions f : A → B i
g : B → C és

(g ◦ f)(x) = g f(x) = g(f(x)), x ∈ A (1.2)

Nota: Amb la notació del Schaum’s [1] es fan servir
lletres gregues per a les funcions (mappings) (p.e. α
i β en comptes de f i g), i en comptes de la notació
(β ◦ α)(x) = β(α(x)) es posa (xα)β. Notar que amb la
notació del Schaum’s es canvia l’ordre de les funcions,
és a dir, (xα)β = (β ◦ α)(x) = β(α(x)).

Definició 1.5 Funció injectiva (one-to-one)

∀(a,b) ∈ A : f(a) = f(b)⇒ a = b (1.3)

És a dir, a iguals imatges, iguals preimatges.

Definició 1.6 Funció surjectiva (sobreyectiva, onto)

f : A→ B onto ⇒ ∀b ∈ B ∃a ∈ A : f(a) = b
(1.4)

És a dir, tots els elements del codomini tenen una prei-
matge. Notar que una funció surjectiva pot no ser injec-
tiva.

Definició 1.7 Funció bijectiva (bijective) És una fun-
ció que és injectiva i surjectiva (one-to-one and onto).
És a dir, a tots els elements del domini correspon un ele-
ment diferent del codomini, i viceversa. Per tant. una
bijecció d’un conjunt X en Y té inversa de Y en X .
Si X és finit, Y té el mateix nombre d’elements. Una
funció bijectiva d’un conjunt en ell mateix també s’a-
nomena permutació (permutation). Quan una funció f
és bijectiva també es posa f(X) = X , on s’entén que
f(X) és el conjunt que s’obté al aplicar la funció f a
tots els elements del conjunt X .

Definició 1.8 Operació binària en un conjuntG és una
funció que assigna a cada parell ordenat d’elements de
G un element de G.

Definició 1.9 Partició d’un conjunt G és una descom-
posició de G en conjunts disjunts Xi tals que qualsevol
element de G està contingut en algun Xi. És a dir

Xi ∩Xj = ∅,∀i.j
∪iXi = G

Definició 1.10 Classe generada per una relació d’e-
quivalència. Sigui R una relació d’equivalència en un
conjunt no buit X . Es diu la classe de l’element a ∈ X
generada per R al subconjunt aR de X donat per:

aR = {b : aR b, ∀b ∈ X}

Exemple 1.2 (classe generada)
Si X = {1,2,3,4},

R = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,3),(1,4),

(3,1),(3,4),(4,1),(4,3)}

és una relació d’equivalència en X i les classes genera-
des per R són:

1R = {1, 3, 4}
2R = {2}
3R = {3, 1, 4}
4R = {4, 1, 3}

Notar que 1R = 3R = 4R.

Teorema 1.1 (partició)
Sigui R una relació d’equivalència en un conjunt no

buit X . Llavors
1Alguns autors distingeixen funció i aplicació considerant que una funció pot fer correspondre el conjunt buit a un element, mentre

una aplicació sempre fa correspondre un element que no és el conjunt buit.
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1. Si aR ∩ bR 6= ∅, aleshores aR = bR.

2. a ∈ aR, ∀a ∈ X .
La prova és immediata a partir de la definició de relació
d’equivalència (1.1, pàg. 1). Per tant, les classes genera-
des per R en X formen una partició de X . Es fa servir
la notació X/R per a referir-se a aquesta partició.

El contrari també és cert: donada una partició P exis-
teix una relació d’equivalència R que genera les classes
que són els elements de P . Per això basta definir la re-
lació d’equivalència R tal que aR b si a i b pertanyen al
mateix element de P .

NOTA: De la definició de classe generada per R tenim
que si aR b llavors b ∈ aR. Del teorema anterior te-
nim que si b ∈ aR llavors bR = aR. Efectivament, en
l’exemple 1.2 es va calcular: 1R = {1, 3, 4}, per tant
haurà de ser 1R = 3R = 4R, tal com es va obtenir.

Definició 1.11 Conjunts quocients La partició X/R
que resulta de les classes generades per una relació d’e-
quivalència R en un conjunt X (veure el teorema 1.1)
s’anomenen conjunts quocients. En l’exemple 1.2 els
conjunts quocients són X/R = {{1, 3, 4}, {2}}.

Capítol 2
Grups
Definició 2.1 Grup1 és un conjunt G dotat d’una ope-
ració binària a b (normalment la multiplicació) que com-
pleix:

1. Associativitat: (a b) c = a (b c).

2. Identitat: Existeix l’element neutre o identitat e tal
que a e = e a = a. Nota: es farà servir indistin-
tament la notació e o 1 per referir-se a l’element
identitat.

3. Inversa: a a−1 = a−1 a = e.

Per exemple, el conjunt d’enters Z i l’operació binària
+ és un grup. L’element neutre és 0, doncs a + 0 =
a, ∀a ∈ Z, i l’element invers és a−1 = −a, doncs
a − a = 0, ∀a ∈ Z. Aquest grup es denota per la tupla
(Z,+) (o simplement per grup Z) i s’anomena el Grup
additiu dels enters. Altres exemples śon:
• Grup additiu dels racionals, (Q,+).

• Grup multiplicatiu dels racionals diferents de ze-
ro, Q∗ = Q \ {0}. Notar que amb el 0 no seria un
grup, doncs 0 no té inversa.

• Grup additiu dels enters mòdul n: Zn =
{0, 1, 2, · · · (n− 1)}.
• Grup additiu dels enters múltiples de m: mZ =
{mx : x ∈ Z} = {· · · , −2m, −m, 0,m 2,m, · · · }.

Exemple 2.1 (grup quaternió)
Veure [3, ex. 14, pàg 49]. És el grup format per els 8
símbols:

Q = {1, − 1, i, j, k, − i, − j, − k} (2.1)

amb l’operació Q×Q→ Q associativa, element neutre
e = 1, que compleix la regla usual del signe: a (−b) =
−(a b), ∀a,b ∈ Q, i:

i = j k = −k j
j = k i = −i k
k = i j = −j i
i2 = j2 = k2 = −1.

Per exemple, l’element invers de i és i2 i2 = 1→ i i3 =
1 → i−1 = i3. En els exemples 2.8, pàg. 6 i 2.2, pàg. 5
s’investiguen les propietats d’aquest grup.

Proposició 2.1 La condició d’associativitat d’un grup
implica que l’element invers és únic.

Demostració. Si un element a té 2 elements inversos h,
h′, aleshores seria:

h = h e

= h (a h′)

= (h a)h′

= e h′

= h′

Teorema 2.1 (e és únic)
L’element neutre e és únic.

Demostració. Si hi hagués 2 elements neutres e i e′ seria
e e′ = e i e e′ = e′. Per tant e = e′.

Teorema 2.2 (Cancel·lació)

b a = c a⇒ b = c (2.2)
a b = a c⇒ b = c. (2.3)

Teorema 2.3 (a b)−1 = b−1 a−1

1Nota: Alguns autors, com en el Schaum’s [1], introdueixen primer el conceptes de: (1) grupoide, tupla (G,α) formada per un
conjunt G i una operació, α, binària en G; (2) grupoide abelià, si l’operació és commutativa; i (3) grupoide associatiu o semigrup, si
l’operació és associativa.
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Demostració.
(a b)(b−1 a−1) = a (b b−1) a−1

= a e a−1

= a a−1

= e

Definició 2.2 Subgrup H és un subconjunt de G que
és també un grup sota la mateixa operació binaria de G.
Amb altres paraules, és una tupla (H, · |H), H ⊆ G
que també és grup, on ·|H és la operació binària de G
restringida a H . Notar que els subconjunts formats per
l’element neutre {e}, o el mateix grup G són també sub-
grups de G. Si un subgrup H de G és H 6= {e} i H 6= G
es diu subgrup propi.

Teorema 2.4 Tots els subgrups del grup additiu dels en-
ters (Z,+) són subconjunts de la forma

mZ = {mx : x ∈ Z} =

{· · · , −m 2, −m, 0,m,m 2, · · · } (2.4)

onm és un enter no negatiu. Veure la demostració en [3,
pàg. 27].

Test de subgrup Sigui H 6= ∅, H ⊂ G. H és un
subgrup de G si es compleix qualsevol de les següents
condicions:

a b−1 ∈ H, ∀a,b ∈ H. (2.5)
a b ∈ H, ∀a,b ∈ H i a−1 ∈ H, ∀a ∈ H. (2.6)
H és finit i tancat sota l’operació binària de G. (2.7)

Definició 2.3 Grup abelià és un grup que a més té la
propietat commutativa: a b = b a.

Notar que un grup de 2 elements és abelià, doncs un dels
elements ha de ser l’element neutre, que és commutatiu.

Teorema 2.5 Sigui el grup G.
1. Si a2 = e, ∀a ∈ G, llavors G és abelià.

2. Si (a b)2 = a2 b2, ∀a,b ∈ G, llavors G és abelià.

Demostració. (1) a2 = e ⇒ a = a−1 ⇒ a b =
(a b)−1 = b−1 a−1 = b a. (2) a (b a) b = (a b)2 =
a2 b2 = a (a b) b⇒ a b = b a.

Definició 2.4 Ordre d’un grup o(G) és el nombre d’e-
lements de G (pot ser∞).

Notar que el grup additiu dels enters i tots els seus sub-
grups són infinits, Veure el teorema 2.4.

Definició 2.5 Subgrup generat 〈S〉. Sigui S 6= ∅, S ⊂
G. Es defineix el subgrup generat per S a:

〈S〉 = {sh11 sh22 · · · shnn : n ∈ N, si ∈ S, hi ∈ Z} (2.8)

Demostració. Donats

x,y ∈ 〈S〉,
x = sh11 sh22 · · · shnn ,
y = tp11 tp22 · · · tpmn .

Tenim x y−1 = sh11 sh22 · · · shnn t−p11 t−p22 · · · t−pmn ∈ 〈S〉.
Per tant, per (2.5) 〈S〉 és un subgrup de G.

Definició 2.6 Sistema generador. Sigui S 6= ∅, S ⊆
G. Es diu que S és un sistema generador de G si
〈S〉 = G.

Es diu que S és un generador minimal de G si qual-
sevol subconjunt propi d’S (és a dir, diferent d’{e} i de
S) pot generar només un subgrupG d’ordre estrictament
menor que G (és a dir, un subgrup propi de G). Amb
altres paraules, no es pot prescindir de cap element d’S
perquè sigui un generador de G.

Exemples:
1. 〈G〉 = G.

2. 〈S〉 = Z, S = {1}, doncs per a qualsevol n ∈ Z:

n =

{
1n = 1 + 1 + · · · 1, n > 0

1−n = −1− 1− · · · 1, n < 0

Nota: recordar que per Z l’operació és la suma, veure
el grup additiu dels enters en 2.1, pàg. 3.

Definició 2.7 Grup finitament generat. Un grup G
que té un sistema generador finit es diu finitament ge-
nerat. Tot grup finit és finitament generat, doncs G és
un sistema generador de G. El recíproc no és cert. Per
exemple, el grup additiu d’enters té el generador finit
S = {1} (com s’ha vist en l’exemple anterior), i no és
un grup finit.

Teorema 2.6 Sigui G un grup i a ∈ G. Llavors 〈a〉 és
un subgrup de G.

Demostració. Com que a ∈ 〈a〉, 〈a〉 6= ∅. Tenim
an ∈ 〈a〉 i an (an)−1 = an a−n = an−n = e ∈ 〈a〉.
Per tant, per (2.5) 〈a〉 és un subgrup de G.

Corol·lari 2.1 del teorema 2.6. Al ser 〈a〉 un subgrup
de G, per el teorema de Lagrange (veure 4.1, pàg. 13)
o(〈a〉) divideix o(G).
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Definició 2.8 Ordre d’un element a d’un grup G,
o(a) és el menor enter n tal que an = e. Si no exis-
teix, es diu que l’ordre és infinit, altrament es diu que a
és un element de torsió. Notar que o(a) és també l’ordre
del subgrup generat per el conjunt S = {a}, és a dir 〈a〉.
Veure la def. 2.5 de subgrup generat.

Exemple 2.2 (ordre d’un element)
Per el grup quaternió (veure 2.1, pàg. 3):

o(−1) = 2, doncs (−1)2 = 1

o(i) = o(j) = o(k) = 4, doncs i4 = j4 = k4 = 1

〈−1〉 = {1 = (−1)2, − 1}
〈i〉 = {1 = i4, i, i2 = −1, i3 = −i}

Propietats 2.1 d’un element de torsió a amb n = o(a):
1. o(a) és el menor natural n ≥ 1 tal que an = e.

2. 〈a〉 = {e,a,a2, · · · ,an−1}.
3. Si ak = e, llavors k és múltiple de n.

4. o(a) = 1 sii a = e.

5. a−1 és un element de torsió i o(a−1) = o(a).

6. Si x = ak ∈ 〈a〉, llavors x és un element de torsió i
o(x) = n/ gcd(n,k).

Veure la demostració en [3, pàg. 37].

2.1 Grups cíclics

Definició 2.9 Grup cíclicG és un grup cíclic si existeix
un element generador a ∈ G tal que

G = 〈a〉 = {an : n ∈ Z} (2.9)

Denotarem un grup cíclic d’ordre n per Cn.

Teorema 2.7 Si a ∈ G té ordre infinit, aleshores ai =
aj sii i = j. Si a té ordre finit n, aleshores 〈a〉 =
{e, a, a2, · · · ,an−1} i ai = aj sii n divideix i − j.
Corol·laris: (1) o(a) = o(〈a〉). (2) Si o(a) = n i
ad = e, aleshores n divideix d. Veure la demostra-
ció en [2, pàg. 73]. (3) Un grup finit G és cíclic sii
té un element a ∈ G tal que o(a) = o(G) (doncs
G = 〈a〉 = {e, a, a2, · · · ,an−1}).

Més endavant es veurà que un grup d’ordre un nom-
bre primer és cíclic (veure el corol·lari del teorema de
Lagrange 4.1, pàg. 13).

Exemple 2.3 (grup no cíclic)
El grup quaternió Q (veure 2.1, pàg. 3) no és cíclic,
doncs o(Q) = 8 i Q no té cap element d’ordre 8 (veure
l’exemple 2.2, pàg. 5).

Exemple 2.4 (grup cíclic Z)
El grup additiu dels enters és cíclic amb generadors {1}
i {−1}, doncs per {1}

n =

{
1n = 1 + 1 + · · · 1 n ≥ 0

1−n = −1− · · · − 1 n ≤ 0

és a dir, Z = 〈1〉 = 〈−1〉.

Exemple 2.5 (grup cíclic Zn)
El grup additiu dels enters mòdul n (Zn =
{0, 1, 2, · · · (n − 1)}) és cíclic amb generadors {1} i
{−1}, doncs per {1}

n =

{
1n = 1 + 1 + · · · 1 n ≥ 0, aritmètica mòdul n
1−n = −1− · · · − 1 n ≤ 0, aritmètica mòdul n

és a dir, Zn = 〈1〉 = 〈−1〉, en aritmètica mòdul n. A di-
ferència de Z, que només té els generadors {1} i {−1},
com es veurà a continuació, Zn en pot tenir més. Notar
també que −1 és la inversa de 1, és a dir 1− 1 = 0. Per
tant, −1 = n− 1 en aritmètica mòdul n.

Teorema 2.8 Tot grup cíclic és abelià.

Demostració. Si G és cíclic i x,y ∈ G, llavors existei-
xen els enters n,m tals que x = an, y = am. Per tant,
x y = am+n = y x.

El contrari no és cert (no tot grup abelià és cíclic).

Teorema 2.9 o(a) = n ⇒ 〈ad〉 = 〈agcd(n,d)〉 i o(ad) =
n/ gcd(n,d). Corol·laris: (1) En un grup finit l’ordre
d’un element divideix l’ordre del grup. (2) Si o(a) = n,
aleshores 〈ai〉 = 〈aj〉 sii gcd(n,i) = gcd(n,j) i o(ai) =
o(aj) sii gcd(n,i) = gcd(n,j). (3) Si o(a) = n, ales-
hores 〈a〉 = 〈aj〉 sii gcd(n,j) = 1 i o(a) = o(aj) sii
gcd(n,j) = 1. (4) Un enter k ∈ Zn és un generador de
Zn sii gcd(n,k) = 1, és a dir, n,k són primers relatius.
Veure la definició de primer relatiu en 13.14, pàg. 38.
Veure la demostració en [2, pàg. 75].

Exemple 2.6 (Generadors i subgrups de Z8)
(Veure [2, pàg. 73]) Z8 = 〈1〉 = 〈3〉 = 〈5〉 = 〈7〉,
doncs els primers relatius de 8 són {1, 3, 5, 7}. Veure
la definició de primer relatiu en 13.14, pàg. 38. Per
exemple Z8 = 〈3〉 = {3, 3 + 3, 3 + 3 + 3, · · · } =
{3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24} = {3, 6, 1, 4, 7, 2, 5, 0}, en
aritmètica mòdul 8. A més o(1) = o(3) = o(5) =
o(7) = 8. Notar també que 〈2〉 = {2, 4, 6, 0}, 〈4〉 =
{4, 0}, 〈6〉 = {6, 4, 2, 0} = 〈2〉. Per tant o(2) = 4,
o(4) = 2, o(6) = 4. Veiem doncs que Z8 té 4 sub-
grups, els subgrups impropis {0} i {0,1, · · · 7} generats
per {1, 3, 5, 7}, i els subgrups propis {0, 4} i {0, 2, 4, 6}
generats per {4} i {2, 6}, respectivament.
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Teorema 2.10 Teorema fonamental dels grups cí-
clics: Tot subgrup d’un grup cíclic, és també cíclic. Si
o(〈a〉) = n, aleshores l’ordre de qualsevol subgrup de
〈a〉 és divisor d’n i per cada divisor d de n hi ha exacta-
ment un subgrup d’ordre d: 〈an/d〉. Veure la demostració
en [2, pàg. 77].

Si considerem Zn i a = 1 en el teorema anterior, obte-
nim:

Corol·lari 2.2 (subgrups de Zn) Per cada divisor d de
n, 〈n/d〉 és l’únic subgrup de Zn d’ordre d. A més,
aquests són els únics subgrups de Zn.

Teorema 2.11 Si d és un divisor positiu d’n, el nombre
d’elements d’ordre d en un grup cíclic d’ordre n és la
funció φ(n) d’Euler. Veure l’apèndix C. Corol·lari: en
un grup finit el nombre d’elements d’ordre d és divisible
per φ(d). Veure la demostració en [2, pàg. 79].

Exemple 2.7 (subgrups de Z8) Els divisors de 8 són
1, 2, 4, 8. Per tant, del corol·lari 2.2 tenim que els sub-
grups de Z8 són:

{〈8〉, 〈4〉, 〈2〉, 〈1〉}

amb ordres iguals als divisors:

o(〈8〉) = 1, o(〈4〉) = 2, o(〈2〉) = 4, o(〈1〉) = 8.

Del teorema 2.11 tenim que el nombre d’elements de Z8

que generen aquests conjunts són:

〈8〉 : φ(1) = 1

〈4〉 : φ(2) = 1

〈2〉 : φ(4) = 2

〈1〉 : φ(8) = 4

Els subgrups d’ordre 8 són els generadors de Z8, és a dir,
els generats per els primers relatius de 8: {1, 3, 5, 7}.
Deduïm doncs que els 2 elements generadors del sub-
grup d’ordre 4 són {2, 6}. Es pot comprovar que
aquests resultats coincideixen amb els obtinguts en l’e-
xemple 2.6.

2.2 Propietats dels grups

Definició 2.10 Subgrup conjugat Si G és un grup, H
és un subgrup de G i a ∈ G, es diu subgrup conjugat
de H al conjunt (veure la definició de conjunt conju-
gat 2.14, pàg. 7):

Ha = a−1H a = {a−1 h a : h ∈ H}

Com és veurà més endavant, H i Ha són isomorfs (te-
orema 7.6, pàg. 18). Això vol dir que els subgrups H i
Ha tenen les mateixes propietats de la teoria de grups.
Per exemple, si H és cíclic, llavors Ha també ho és, si
H és abelià, llavors Ha també ho és, etc.

Definició 2.11 Centre d’un grup, Z(G) ⊂ G és el sub-
conjunt d’elements deG que commuten amb tots els ele-
ments de G:

Z(G) = {a ∈ G : a b = b a∀b ∈ G}. (2.10)

Notar que si G és abelià, llavors Z(G) = G.

Teorema 2.12 El centre d’un grup, Z(G) és un sub-
grup. Veure la demostració en [3, pàg. 31].

Exemple 2.8 (centre d’un grup)
Calcular el centre del grup quaternió definit en 2.1,
pàg. 3 (exercici 22 [3, pàg 114]).

Solució Els elements i, j, k no commuten però 1, − 1
si. Per exemple, i j = −j i. Per tant. Z(Q) = {1, − 1}.
Es pot comprovar que efectivament Z(Q) és un subgrup
de Q, a més cíclic, doncs (−1)2 = 1. En l’exemple 2.2,
pàg. 5 s’investiguen més propietats d’aquest grup.

Definició 2.12 Centralitzador d’un element a,
C(a) ⊂ G és el subconjunt d’elements de G que com-
muten amb a:

C(a) = {b ∈ G : a b = b a}. (2.11)

Teorema 2.13 Per a cada a ∈ G, el centralitzador de a
és un subgrup.

Definició 2.13 Centralitzador d’un subgrup H de G,
C(H) ⊂ G és el subconjunt d’elements de G que com-
muten amb tots els elements d’H:

C(H) = {x ∈ G : a x = x a,∀a ∈ H}. (2.12)

Teorema 2.14 C(H) és un subgrup de G.

Demostració. Clarament, 1 ∈ C(H). Siguin x,y ∈
C(H) i a ∈ G. Es té a x = x a i a−1 y = y a−1, per
tant:

a (x y−1) = (a x) y−1 = (x a) y−1 = x (a y−1) =

x (y a−1)−1 = x (a−1 y)−1 = x (y−1 a) = (x y−1) a

així doncs x y−1 ∈ C(H), ∀x,y ∈ C(H), i per (2.5)
C(H) és un subgrup de G.
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Definició 2.14 Conjugat d’un subconjunt S per un
element a . Si S és un subconjunt no buit de G i a ∈ G,
s’anomena conjugat de S per a al conjunt

Sa = {a−1 x a : x ∈ S}

Propietats 2.2 Del conjunt conjugat:
1. S → Sa : x→ a−1 x a és bijectiva.

2. (Sa)b = Sab, ∀a,b ∈ G.

3. S = S1.

4. Si S és un subgrup de G també ho és de Sa.

5. Si S ⊂ T llavors Sa ⊂ T .

Veure la demostració en [3, pàg. 33].

Definició 2.15 Normalitzador Si S és un subconjunt
no buit de G, s’anomena normalitzador de S en G al
conjunt

N(S) = {a ∈ G : Sa = S} = {a ∈ G : a−1 S a = S}
(2.13)

Teorema 2.15 N(S) és un subgrup de G.

Demostració. (esbos) Clarament S1 = S i es pot provar
fàcilment que Sa b−1

= S,∀a,b ∈ N(S).

Veure la demostració en [3, pàg. 34].

Teorema 2.16 Si {Hi} és una família de subgrups de
G, llavors

H =
⋂
i

Hi

és un subgrup de G. A més, per a ∈ G

Ha =
⋂
i

Ha
i .

Veure la demostració en [3, pàg. 34].

Definició 2.16 Producte de subgrups.(internal direct
product) Donats dos subgrups H,K ⊂ G, es defineix:

HK = {h k : h ∈ H, k ∈ K} (2.14)

Notar que H ⊂ HK i K ⊂ HK.

Teorema 2.17 HK és un subgrup de G sii HK =
KH . Veure la demostració en [3, pàg. 34].

2.3 Grup dièdric, Dn

Dn es defineix com el grup de simetries d’un polí-
gon regular d’n vèrtexs X = {ai, i = 1, · · ·n}.
Aquestes es poden obtenir amb (1) n rotacions d’angle
i2π
n
, i = 0,1, · · · ,n − 1 en sentit de les agulles del re-

llotge, i (2) n reflexions al voltant dels eixos de sime-
tria d’angles i2π

n
, i = 0,1, · · · ,n − 1, que anomenarem

si, i = 1,2, · · · ,n. Veure la figura 2.1 per D3.

a3

a1

a2 s3

s1

s2

f 1

a3

a1

a2

s3

s1

s2

g1

a1

a3

a2

s1

s2

s3

Figura 2.1: Operació g3 = f1 g1 en D3.

Alternativament es pot definir el grup dièdric com
la bijecció h : X → X tal que dist(a,b) =
dist(h(a),h(b)), ∀a,b ∈ X , on X és el conjunt dels vèr-
texs del polígon. És a dir, la bijecció que conserva la
distància entre els vèrtexs (això és, rotacions i reflexi-
ons).

Fent servir la notació de [3] denotarem les rotacions
per el conjunt {f0, f1, · · · fn−1}, on fi representa una ro-
tació de i2π

n
, i = 0,1, · · · ,n−1 en el sentit de les agulles

del rellotge. Les reflexions al voltant dels eixos de sime-
tria si, i = 1,2, · · · ,n les denotarem per {g1, g2, · · · gn}.
veure la figura 2.1. Seguint la notació de [3] denotarem
g = g1, és a dir, denotarem per g la reflexió al voltant de
l’eix de simetria que uneix el centre del polígon amb un
dels vèrtexs.

Per exemple, per un triangle equilàter, D3, hi ha les ro-
tacions {f0, f1, f2} i reflexions {g1, g2, g3} al voltant dels
eixos de simetria s1, s2, s3. Veure la figura 2.1.

Definició 2.17 La taula de Cayley 2.1 (o taula de mul-
tiplicació) mostra les possibles operacions que resulten
de les composicions de les bijeccions hi hj , que hi ha en
la fila i, columna j. En el proper capítol 3, pàg. 8, es
veurà en més detall la composició de bijeccions. Per D3

es pot comprovar que la taula és tancada amb element
neutre e = f0. Veure la taula 2.1.

f0 f1 f2 g1 g2 g3

f0 f0 f1 f2 g1 g2 g3

f1 f1 f2 f0 g3 g1 g2

f2 f2 f0 f1 g2 g3 g1

g1 g1 g3 g2 f0 f1 f2

g2 g2 g1 g3 f2 f0 f1

g3 g3 g2 g1 f1 f2 f0

Taula 2.1: Taula de Cayley de D3.
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En general, un grup Dn compleix fi fj = fi+j en
aritmètica mòdul n, i les n reflexions es poden obtenir
amb les composicions {g f0, g f1, · · · g fn−1}. Notar que
g fi 6= g fj , per i 6= j, i,j ∈ {0,1, · · · ,n− 1}. Altrament
implicaria que fi = fj, i 6= j, i,j ∈ {0,1, · · · ,n−1} que
no és possible.

Es conclou que un grup dièdric Dn està format per 2n
elements:

Dn = {e, f1, f2, · · · fn−1, g, g f1, · · · g fn−1} (2.15)

on e = f0. Notar també que Dn no és abelià per
n ≥ 3. Per exemple, de la taula 2.1 tenim g1 g2 = f1

i g2 g1 = f2.

2.4 Producte directe de grups

Definició 2.18 Producte directe de grups (External
Direct Product): Siguin els grups G1, G2, · · ·Gn es de-
fineix el grup denotat per G1 × G2 × · · ·Gn al con-
junt de totes les n-tuples (g1, g2, · · · gn) on gi ∈ Gi i
el producte de tuples (g1, g2, · · · gn) (g′1, g

′
2, · · · g′n) =

(g1 g
′
1, g2 g

′
2, · · · gn g′n), on el producte gi g′i és el corres-

ponent al grup Gi.

Teorema 2.18 L’ordre s’un element del producte direc-
te de grups és el mínim comú múltiple dels ordres de les
components de l’element:

o((g1, g2, · · · gn)) = lcm(o(g1), o(g2), · · · o(gn))
(2.16)

Demostració. Sigui s = lcm(o(g1), o(g2), · · · o(gn)),
llavors, fent servir el teorema 2.7 tenim:

(g1, g2, · · · gn)s = (gs1, g
s
2, · · · gsn) = (e1, e2, · · · en)

a més, si (gt1, g
t
2, · · · gtn) = (e1, e2, · · · en), llavors

per 2.7 tenim que t ha de ser un múltiple de o(gi), per
tant, s ≤ t.

Teorema 2.19 Siguin G1 i G2 dos grups cíclics finits.
Llavors G1 ×G2 és cíclic sii o(G1) i o(G2) són primers
relatius.

Demostració. Sigui o(G1) = m i o(G2) = n. Llavors
o(G1 ×G2) = mn. Per la primera part hem de demos-
trar que si G1 × G2 és cíclic, llavors gcd(m,n) = 1.
Suposem que gcd(m,n) = d i que (g1, g2) és un ge-
nerador de G1 × G2. Això implica (g1, g2)

mn/d =
((gm1 )n/d, (gn2 )m/d) = (e, e). Per tant o(G1 ×G2) =
mn = o((g1, g2)) ≤ mn/d⇒ d = 1.

Per la segona part hem de demostrar que si
gcd(m,n) = 1, llavors G1 × G2 és cíclic. Suposem
G1 = 〈g1〉, G2 = 〈g2〉, amb gcd(m,n) = 1. Llavors
o(G1 ×G2) = o((g1, g2)) = lcm(m,n) = mn. Per tant
(g1, g2) és un generador de G1 ×G2.

Capítol 3
Grups permutatius
Nota: Per a més detalls i demostració dels teoremes veu-
re [2, capítol 5, pàg. 95].

Definició 3.1 Grup permutatiu: És un conjunt de bi-
jeccions d’elements d’un conjunt A en ell mateix, que
forma un grup amb l’operació binària composició de
funcions. Normalment es considera un conjunt A finit.

Els elements d’un grup permutatiu es representen en for-
ma d’array i s’anomenen permutacions. Per exemple,
dues permutacions α i β són:

α =

[
1 2 3 4
2 3 1 4

]

β =

[
1 2 3 4
4 3 1 2

]
On α(1) = 2, α(2) = 3, α(3) = 1, · · · i anàlogament
per β. La composició de permutacions és:

αβ =

[
1 2 3 4
2 3 1 4

] [
1 2 3 4
4 3 1 2

]
=

[
1 2 3 4
4 1 2 3

]
doncs (αβ)(1) = α(β(1)) = 4, etc.

L’element neutre d’un grup permutatiu és la permuta-
ció que no canvia cap element, per exemple:

e =

[
1 2 3 4
1 2 3 4

]
Es pot comprovar fàcilment que per a qualssevol permu-
tació α: α e = e α = α.

Definició 3.2 Grup simètric de grau n, Sn: És el
grup format per totes les permutacions de A ={

1 2 · · · n
}

. Sn té n! elements, i es pot provar que
per n ≥ 3 no és Abelià.

Exemple 3.1 (D4 és un subgrup de S4)
En un grup dièdric D4 podem descriure una rotació de
90o en sentit de les agulles del rellotge:

1 2

34

90o

1

23

4
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amb la permutació:

f =

[
1 2 3 4
4 1 2 3

]

i la reflexió al voltant de l’eix horitzontal:

1 2

34 1 2

34

amb la permutació:

g =

[
1 2 3 4
4 3 2 1

]

Els elements f i g generen tot el grup D4 (tal com es
va obtenir en la secció 2.3, pàg. 7). És a dir, qualsevol
element de D4 es pot obtenir d’alguna combinació de f
i g. Per exemple, una rotació de 180o és f2 (composició
de f amb ell mateix). De fet, aplicant (2.15) tenim:

D4 = {e, f1, f2, f3, g, g f1, g f2, g f3}

Per tant, D4 és un subgrup de S4.

3.1 Notació per cicles (cycle notation)

Consisteix en especificar la permutació per els cicles que
van d’un element a ell mateix. Per exemple:

α =

[
1 2 3 4 5 6
2 3 1 4 6 5

]

s’identificaria per: α = (1,2,3)(4)(5,6), doncs hi ha els
cicles 1→ 2→ 3→ 1, 4→ 4 i 5→ 6→ 5. Notar que
l’últim element del cicle (que és igual al primer) no es
posa en la seqüència. Un altre exemple:

β =

[
1 2 3 4 5 6
3 4 6 2 1 5

]
= (1,3,6,5)(2,4)

Cada expressió de la forma (a1,a2, · · · ,an) s’anomena
cicle de longitud n.

Cada cicle es pot interpretar com una permutació on
els elements que no hi ha en el cicle no canvien (equiva-
lent a no afegir els cicles d’un sol element). Per exem-
ple:

(1,2,3) =

[
1 2 3 4 5 6
2 3 1 4 5 6

]

La multiplicació de cicles s’interpreta com la permu-
tació que resulta de la composició de les permutacions:

(1,2,3)(2,3,5) =[
1 2 3 4 5 6
2 3 1 4 5 6

] [
1 2 3 4 5 6
1 3 5 4 2 6

]
=[

1 2 3 4 5 6
2 1 5 4 3 6

]
= (1,2)(3,5)

La composició es pot fer directament tenint en compte
les relacions del cicle, i que els elements que no hi ha
en el cicle no canvien. Hem de repetir aquestes regles
rotant de dreta a esquerra (composició de funcions) fins
que es produeix un cicle. Per exemple:

(1,3)(3,4,6)(5,3,2) = (1,3,2,5,4,6)

doncs l’1 és fix en el tercer factor i el segon, i passa a 3
en el primer. Després el 3 passa a 2 en el primer factor,
que és fix en el segon i tercer, i així successivament:

1→ 1→ 3

3→ 2→ 2→ 2

2→ 5→ 5→ 5,

5→ 3→ 4→ 4

4→ 4→ 6→ 6

6→ 6→ 3→ 1⇒
(1,3,2,5,4,6)

Teorema 3.1 Un cicle de longitud n té ordre n.
Es pot comprovar fàcilment, doncs al rotar n elements,
s’obté el mateix element del cicle. Per exemple:

(2,4,5)3 = (2,4,5)(2,4,5)(2,4,5) = (2)(4)(5) = e

Teorema 3.2 Tota permutació es pot escriure com el
producte de cicles disjunts (amb elements diferents).

Teorema 3.3 Si els cicles α i β són disjunts, aleshores
αβ = β α.

Teorema 3.4 L’ordre d’una permutació expressada en
cicles disjunts és el mínim comú múltiple de les longi-
tuds dels cicles.
Per exemple, considerem S4, que té 4! = 24 permutaci-
ons. Denotem (n) un cicle de longitud n. Els possibles
cicles disjunts de les permutacions de S4 tenen longi-
tuds:

(4)

(3)(1)

(2)(2)

(2)(1)(1)

(1)(1)(1)(1)
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amb mínims comuns múltiples: 4, 3, 2, 2, 1. Per tant, els
ordres de les 24 permutacions de S4 són 4, 3, 2, 1.

Teorema 3.5 Qualsevol permutació de Sn, n > 1 es
pot expressar com el producte de cicles de longitud 2 (2-
cycles), possiblement no disjunts.
És fàcil de provar, doncs tota permutació es pot expres-
sar com el producte de cicles disjunts, però:

(a1,a2, · · · ,ai) · · · (b1,b2, · · · ,bj) =

(a1,ai) · · · (a1,a2) · · · (b1,bj) · · · (b1,b2)

Per exemple:

(1,2,3)(4,5) = (1,3)(1,2)(4,5)

Teorema 3.6 El caràcter parell o senar de l’expressió
com un producte de 2-cycles d’una permutació és únic.
És a dir, hi pot haver múltiples expressions en productes
de 2-cycles d’una permutació, però totes seran parelles o
senars. Això motiva la classificació de les permutacions
en parelles o senars, segons es puguin expressar com el
producte d’un nombre parell o senar de 2-cycles.

Per determinar si una permutació és parella o senar,
hi ha una marera més senzilla que fer la descomposició
en 2-cycles (veure [1, pàg. 60]). Donada una seqüència
ordenada d’enters, es diu que el nombre d’inversions
de la seqüència és el nombre d’enters inferiors al primer
enter de la seqüència. Per exemple, el nombre d’inversi-
ons de 3,2,4,1 és 2, i escrivim I(3,2,4,1) = 2, perquè els
elements 2 i 1 són inferiors a 3. Per determinar si una
permutació

α =

[
1 2 · · · n
i1 i2 · · · in

]
és parella o senar, basta calcular si ho són el nombre
d’inversions de la permutació:

Iα = I(i1,i2, · · · ,in)+I(i2, · · · ,in)+ · · ·+I(in−1,in)

Per exemple, el nombre d’inversions de la permutació:

α = (1,2,3)(4,5) = (1,3)(1,2)(4,5) =

[
1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

]
és Iα = I(2,3,1,5,4) + I(3,1,5,4) + I(1,5,4) + I(5,4) =
1 + 1 + 0 + 1 = 3. Per tant, α és una permutació senar.

Teorema 3.7 El conjunt de les permutacions parelles de
Sn forma un subgrup de Sn. Notar que no passa el ma-
teix amb les senars, doncs es pot comprovar que la per-
mutació identitat és parella.

Definició 3.3 El subgrup de les permutacions parelles
de Sn té el nom de Grup altern de grau n, An. Com
que Sn té n! permutacions, de les quals la meitat són
parelles, An té ordre n!/2.

Exemple 3.2 (permutacions de A4)
Les permutacions de S4 que comencen per 1 són:

permutació Inv. signe notació ordre

1 2 3 4 0 + e 1
1 2 4 3 1 − (3,4) 2
1 4 2 3 2 + (2,4,3) 3
1 4 3 2 3 − (2,4) 2
1 3 4 2 2 + (2,3,4) 3
1 3 2 4 1 − (2,3) 2

Taula 3.1: Permutacions de S4 que comencen per 1

Intercanviant 1 ↔ 2, 1 ↔ 3 i 1 ↔ 4 s’obtenen les 18
permutacions que falten de S4.

De la taula 3.1 tenim que les Permutacions de A4 que
comencen per 1 són:

permutació Inv. signe notació ordre

1 2 3 4 0 + e 1
1 4 2 3 2 + τ2 = (2,4,3) 3
1 3 4 2 2 + τ1 = (2,3,4) 3

Taula 3.2: Permutacions d’A4 que comencen per 1

Intercanviant 1↔ 2, 1↔ 3 i 1↔ 4 en les permutaci-
ons senars de la taula 3.1 s’obtenen les 9 permutacions
que falten d’A4 (agafem les senars perquè al fer l’inter-
canvi canvia el signe de la permutació):

permutació Inv. signe notació ordre

2 1 4 3 2 + σ8 = (1,2)(3,4) 2
2 4 3 1 4 + τ5 = (1,2,4) 3
2 3 1 4 2 + τ7 = (1,2,3) 3
3 2 4 1 4 + τ3 = (1,3,4) 3
3 4 1 2 4 + σ2 = (1,3)(2,4) 2
3 1 2 4 2 + τ8 = (1,3,2) 3
4 2 1 3 4 + τ4 = (1,4,3) 3
4 1 3 2 4 + τ6 = (1,4,2) 3
4 3 2 1 6 + σ5 = (1,4)(2,3) 2

Taula 3.3: Permutacions d’A4 que comencen per 2,3,4

En les taules 3.2 i 3.3 s’ha fet servir la mateixa nota-
ció que en [1, prob. 5.1, pàg. 131]. Notar que σi són
permutacions d’ordre 2 i les τi són d’ordre 3.
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Capítol 4
Teorema de Lagrange
4.1 Classe lateral (coset)

SiG és un grup,H és un subgrup deG, i a és un element
de G, llavors els conjunts

aH = {a h : h ∈ H} (4.1)
H a = {h a : h ∈ H} (4.2)

s’anomenen respectivament classe lateral per l’esquerra
i per la dreta (classe esquerra o dreta, per abreujar) de
H en G que contenen a (left and right coset of H in G
containing a).

NOTA: en un grup amb l’operació addició, les classes
laterals seran a+H i H + a.

Exemple 4.1 (Classes laterals) Sabem queH = {0, 4}
és un subgrup de Z8 = {0,1, · · · 7} (veure l’exemple 2.6,
pàg. 5). Les classes laterals generades per H són:

0 +H = {0, 4}
1 +H = {1, 5}
2 +H = {2, 6}
3 +H = {3, 7}
4 +H = {4, 0} = H

5 +H = {5, 1} = 1 +H

6 +H = {6, 2} = 2 +H

7 +H = {7, 3} = 3 +H

Definició 4.1 Sigui el grup G i el subgrup H de G. De-
finim les relacions RH i RH (veure [3, pàg. 40]):

aRH b si a−1 b ∈ H (4.3)
aRH b si a b−1 ∈ H (4.4)

Exemple 4.2 (classes laterals en C4)
Donat el subgrup H = {e, a2} de C4 = 〈a〉, trobar les
classes laterals per la dreta de H en C4 (grup cíclic d’or-
dre 4).

H e = H = {e, a2}
H a = {a, a3}
H a2 = {a2, a4} = {a2, e} = H

H a3 = {a3, a5} = {a3, a} = H a

Es pot veure que l’ordre de totes les classes laterals és
el mateix, hi ha 2 classes laterals diferents disjuntes i la
unió de totes les classes laterals és el grup C4.

Exemple 4.3 (classes laterals en S3)

Donat el subgrupH = {e,
(

1 2 3
2 1 3

)
} de S3, trobar les

classes laterals per la dreta d’H en S3 (grup simètric de
3 elements). o(S3) = 3! = 6. Els 6 elements d’S3 són:

e =

(
1 2 3
1 2 3

)

s1 =

(
1 2 3
1 3 2

)
= (2, 3)

s2 =

(
1 2 3
2 1 3

)
= (1, 2)

s3 =

(
1 2 3
3 1 2

)
= (1, 3, 2)

s4 =

(
1 2 3
2 3 1

)
= (1, 2, 3)

s5 =

(
1 2 3
3 2 1

)
= (1, 3)

Es pot veure que hi ha 3 elements d’ordre 2 (s1, s2, s5) i
2 d’ordre 3 (s3, s4). Amb la notació anterior tenim que
H = {e, s2}. A més:

s2 s1 = (1, 2) (2, 3) = (2, 3, 1) = (1, 2, 3) = s4

s2 s2 = (1, 2) (1, 2) = e

s2 s3 = (1, 2) (1, 3, 2) = (1, 3) = s5

s2 s4 = (1, 2) (1, 2, 3) = (2, 3) = s1

s2 s5 = (1, 2) (1, 3) = (1, 3, 2) = s3

Per tant, les classes laterals per la dreta són:

H e = H

H s1 = {s1, s4}
H s2 = {s2, e} = H

H s3 = {s3, s5}
H s4 = {s4, s1} = H s1

H s5 = {s5, s3} = H s3

És a dir, 3 classes laterals diferents d’ordre 2.

Teorema 4.1 RH i RH són relacions d’equivalència en
el conjunt G. Veure la definició de relació d’equivalèn-
cia 1.1, pàg. 1.

Demostració. Per RH (per RH és anàleg):
1. Per a ∈ G es té a a−1 = e ∈ H (perquè H és sub-

grup), per tant: aRH a (propietat reflexiva).
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2. Si aRH b, a b−1 ∈ H , llavors (a b−1)−1 = b a−1 ∈
H , per tant, bRH a (propietat de simetria).

3. Si aRH b i bRH c es té: a b−1 ∈ H i b c−1 ∈ H . Així
doncs (a b−1) (b c−1) = a c−1 ∈ H i, per tant, aRH c
(propietat transitiva).

Al ser RH i RH relacions d’equivalència en G, gene-
ren els conjunts quocients G/RH i G/RH . Veure la de-
finició de conjunts quocients 1.11, pàg. 3. Les classes
laterals aH i H a són classes de l’element a generades
per les relacions d’equivalència RH i RH , respectiva-
ment. Veure la def. 1.10, pàg. 2 de classe generada per
una relació d’equivalència. És a dir:

aH = {a h : h ∈ H} = {b : aRH b, ∀b ∈ G} (4.5)
H a = {h a : h ∈ H} = {b : bRH a, ∀b ∈ G} (4.6)

doncs aRH b ⇒ a−1 b = h ∈ H ⇒ b = a h ∈ aH i
bRH a⇒ b a−1 = h ∈ H ⇒ b = h a ∈ H a.

Teorema 4.2 L’aplicació entre els conjunts quocients

G/RH → G/RH : H a→ a−1H (4.7)

és bijectiva.

Demostració. Hem de provar que si H x = H y haurà
de ser x−1H = y−1H . Però si H x = H y es té xRH y
Veure el teorema 1.1, pàg. 2. Per tant: x y−1 ∈ H ⇒
(x−1)−1 y−1 ∈ H ⇒ x−1RH y−1 ⇒ x−1H = y−1H .
Anàlogament es demostra que si H x 6= H y llavors
x−1H 6= y−1H , que prova la injectivitat. Com que cada
element y H deG/RH és la imatge deH y−1, l’aplicació
també és surjectiva.

Propietats 4.1 De les classes laterals. Si G és un grup,
H és un subgrup de G, i a,b ∈ G, llavors
1. a ∈ aH .

2. aH = H sii a ∈ H (H absorbeix a).

3. aH = bH sii a ∈ bH .

4. aH = bH sinó és aH ∩ bH = ∅.
5. aH = bH sii a−1 b ∈ H .

6. o(aH) = o(bH).

7. aH = H a sii H = aH a−1.

8. aH és un subgrup de G sii a ∈ H . Això és demos-
tra fàcilment, doncs si H és subgrup ha de tenir e,
per tant, de les propietats 2 i 4 aH = eH = H .
Notar que aquesta propietat implica que H és l’única
classe lateral per l’esquerra de H que conté a que és
subgrup de G.

Veure la demostració en [2, pàg. 139].
Les propietats anteriors són anàlogues per a classe la-

teral per la dreta. Les propietats 1, 4 i 6 impliquen que
les classes per l’esquerra d’un subgrup H de G partici-
onen G en subconjunts d’igual mida. Per tant, podem
veure les classes per l’esquerra de H com una partició
de G en classes d’equivalència sota la relació d’equi-
valència aRH b si aH = bH (aRH b si H a = H b en
les classes per la dreta) . De fet, sovint el subgrup H es
tria de forma que les classes generades particionen G en
alguna forma desitjada.

4.2 Teorema de Lagrange

Teorema 4.3 (Lagrange)
Si G és un grup finit i H és un subgrup de G, llavors

o(H) divideix o(G). A més, el nombre de classes late-
rals per l’esquerra (o la dreta) de H en G és o(G)/o(H).

Demostració. Siguin aiH, i = 1, · · · , r les r classes
per l’esquerra diferents que té H en G. Donat que per
algun i: ∀a ∈ G, a ∈ aH = aiH tenim que G =
∪ri=1aiH , per tant, o(G) =

∑r
i=1 o(aiH) = r o(H).

Exemple 4.4 (teorema de Lagrange) Z8 té 4 sub-
grups, els subgrups impropis {0} i {0,1, · · · 7}, i els sub-
grups propis {0, 4} i {0, 2, 4, 6} (veure l’exemple 2.6,
pàg. 5). Podem comprovar que l’ordre dels subgrups:
1, 8, 2, 4, divideix o(Z8) = 8. El nombre de classes late-
rals de {0, 4} en Z8 és o(Z8)/o({0, 4}) = 8/2 = 4, tal
com s’ha obtingut en l’exemple 4.1, pàg. 11.

Definició 4.2 Índex d’un subgrup H en G, [G : H]
És el nombre de classes laterals per l’esquerra d’H en
G. Es fa servir la notació [G :H] . Amb aquesta notació
el teorema de Lagrange es pot enunciar dient que o(H)
divideix o(G) amb índex [G :H] = o(G)/o(H).

Exemple 4.5 (índex en C4)
En l’exemple 4.2, pàg. 11 tenim H = {e, a2} subgrup
de C4, o(H) = 2. H genera 2 classes laterals diferents
de C4. Com que o(C4) = 4, comprovem que l’ordre
d’H divideix o(C4), i que el nombre de classes laterals
és [C4 :H] = o(C4)/o(H) = 2.

Exemple 4.6 (índex en S3)

En l’exemple 4.3, pàg. 11 tenim H = {e,
(

1 2 3
2 1 3

)
}

subgrup de S3, o(H) = 2. H genera 3 classes laterals
diferents d’S3. Com que o(S3) = 6, comprovem que
l’ordre d’H divideix o(S3), i que el nombre de classes
laterals és [S3 :H] = o(S3)/o(H) = 3.
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Exemple 4.7 (subgrups propis d’A4)
[1, Prob. 5.1, pàg. 131] o [3, Prop. 2.10, pàg. 92]. Trobar
tots els subgrups propis del grup A4.

Solució Per el teorema de Lagrange, els subgrups pro-
pis han de ser d’ordre 2, 3, 4, 6, doncs han de dividir
o(A4) = 4!/2 = 12.

En les taules 3.2 i 3.3, pàg. 10 hi ha les permutacions
d’A4. N’hi ha 3 d’ordre 2 (σ2, σ5, σ8). Per tant, dedu-
ïm que els subgrups d’ordre 2 són: {e, σ2}, {e, σ5} i
{e, σ8}.

Podem comprovar que per a les permutacions d’or-
dre 3:

τ 21 = (2,3,4)(2,3,4) = (2,4,3) = τ2

τ 22 = (2,4,3)(2,4,3) = (2,3,4) = τ1

τ 23 = (1,3,4)(1,3,4) = (1,4,3) = τ4

τ 24 = (1,4,3)(1,4,3) = (1,3,4) = τ3

τ 25 = (1,2,4)(1,2,4) = (1,4,2) = τ6

τ 26 = (1,4,2)(1,4,2) = (1,2,4) = τ5

τ 27 = (1,2,3)(1,2,3) = (1,3,2) = τ8

τ 28 = (1,3,2)(1,3,2) = (1,2,3) = τ7

D’on deduïm que hi ha els subgrups d’ordre 3:
{e, τ1, τ2}, {e, τ3, τ4}, {e, τ5, τ6}, {e, τ7, τ8}.

Es pot comprovar que els productes de permutacions
d’ordre 2 també són permutacions d’ordre 2, per exem-
ple: σ2 σ5 = (1,3)(2,4)(1,4)(2,3) = (1,2)(3,4) = σ8.
Per tant, hi ha el subgrup d’ordre 4 {e, σ2, σ5, σ8}.

Al intentar barrejar permutacions d’ordre 2 i 3 s’acaba
obtenint A4 perquè el subgrup sigui tancat. Per exem-
ple: τ1 σ2 = (2,3,4)(1,3)(2,4) = (1,3)(2,4) = σ2, però
σ2 τ1 = (1,3)(2,4)(2,3,4) = (1,3,2) = τ8, etc.

Per tant, ja no hi ha més subgrups d’ordre 4 i tampoc
n’hi ha cap d’ordre 6. En el capítol 8, pàg. 20, exem-
ple 8.1, es faran servir els teoremes de Sylow per tenir
més informació sobre els subgrups d’A4.

Exemple 4.8 (índex de [Z :mZ])
[3, exemple 1.12.5, pàg. 41] El subgrup H = mZ del
grup additiu d’enters (veure el teorema 2.4) genera el
conjunt quocient Z/RH = {H+0, H+1, · · ·H+(m−
1)}. Per tant [Z :mZ] = m.

Corol·laris del teorema de Lagrange:

Corol·lari 4.1 Un grup d’ordre un nombre primer és cí-
clic.

Demostració. Suposar que o(G) és un nombre primer.
Sigui a ∈ G, a 6= e. Llavors o(〈a〉) divideix o(G) i
o(〈a〉) 6= 1. Per tant, ha de ser o(〈a〉) = o(G).

Corol·lari 4.2 En un grup finit l’ordre de cada element
divideix l’ordre del grup.

Demostració. Notar que o(a) és també l’ordre del sub-
grup generat per el conjunt S = {a}. Veure 2.8. Si
n = o(G), del teorema de Lagrange tenim que n =
d o(a), d ∈ N.

Corol·lari 4.3 En un grup finit G: ∀a ∈ G : ao(G) = e.

Demostració. Segons el corol·lari 4.2 per algun enter d:
o(G) = d o(a), per tant: ao(G) = ad o(a) = ed = e.

Corol·lari 4.4 Si H i K són subgrups finits d’un grup
G amb o(H) = m, o(K) = n, i gcd(m,n) = 1, llavors
H ∩K = e.

Demostració. H ∩ K = e és subgrup de H i K.
Com que o(H ∩K) ha de dividir m i n, ha de ser
o(H ∩K) = 1. Per tant H ∩K = e.

Corol·lari 4.5 Fórmula de transitivitat de l’índex. Si
H i K són subgrups d’un grup G amb H ⊂ K: (1) H és
subgrup de K; (2) Si [G : H] és finit, llavors també ho
és [G : K] i

[G : H] = [G : K] [K : H] (4.8)

Veure la demostració en [3, pàg. 43].

Corol·lari 4.6 SiH iK són subgrups d’un grupG d’or-
dre finit. Llavors:

card(HK) =
o(H) o(K)

o(H ∩K)
(4.9)

Veure la demostració en [3, pàg. 44].

Corol·lari 4.7 Petit teorema de Fermat. Per a cada
enter a i nombre primer p:

ap mod p = amod p.

Veure la demostració en [2, pàg. 143].

Capítol 5
Subgrup Normal
Definició 5.1 Subgrup Normal Si G és un grup i H és
un subgrup de G, llavors es diu que H és un subgrup
normal de G (i es posa H CG) si

aH = H a, ∀a ∈ G (5.1)

Notar que això vol dir que ∀a ∈ G i ∀h ∈ H existei-
xen h1,h2 ∈ H tals que a h = h1 a i h a = a h2. També
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equival a dir que les relacions d’equivalènciaRH = RH .
Veure la definició en 4.1, pàg. 11. Doncs les classes late-
rals aH i H a són classes de l’element a generades per
les relacions d’equivalència RH i RH , respectivament.
Veure les (4.5) i (4.6). La relació (5.1) en general no
es compleix. Aquells subgrups que compleixen (5.1),
els subgrups normals, com es veurà a continuació, tenen
una especial rellevància.

Teorema 5.1 La condició de normalitat equival a:
1. H = Ha = a−1H a, ∀a ∈ G.

2. a b ∈ H ⇒ b a ∈ H, ∀a,b ∈ G. Notar però que en
general a b 6= b a.

Demostració. (esbós, veure la demostració en [3,
pàg. 61]).
1. Si H és normal de G, ∀a ∈ G ∃h,h′ ∈ H : a h =
h′ a. Llavors a h a−1 = h′ ⇒ aH a−1 ⊆ H . Contrà-
riament, si aH a−1 ⊆ H tenim aH ⊆ H a. Si posem
b = a−b s’obté H b ⊆ bH . Per tant aH = H a.

2. b a = a−1 (a b) a ∈ Ha = H .

Test de normalitat. SiG és un grup iH és un subgrup
de G, llavors la condició del teorema 5.1:

H = Ha = a−1H a, ∀a ∈ G (5.2)

es pot fer servir per a determinar si H és un subgrup
normal de G, llavors H és un subgrup normal de G.

Exemple 5.1 (subgrups normals de S3)
Trobar tots els subgrups normals de S3. En l’exem-
ple 4.3, pàg. 11 s’ha trobat que S3 té 3 classes laterals
per la dreta d’ordre 2 i 2 classes d’ordre 3. Per distingir-
les farem servir la notació τ i σ per les d’ordre 2 i 3,
respectivament (igual que en l’exemple del Schaum [1,
pàg. 57]. En particular:

e =

(
1 2 3
1 2 3

)

τ1 =

(
1 2 3
1 3 2

)
= (2, 3)

τ2 =

(
1 2 3
3 2 1

)
= (1, 3)

τ3 =

(
1 2 3
2 1 3

)
= (1, 2)

σ1 =

(
1 2 3
2 3 1

)
= (1, 2, 3)

σ2 =

(
1 2 3
3 1 2

)
= (1, 3, 2)

La taula de Cayley (veure la def. 2.17, pàg. 7) es pot
calcular fàcilment, per exemple, τ1 τ2 = (2, 3) (1, 3) =
(1, 2, 3) = σ1, i resulta la taula 5.1.

e σ1 σ2 τ1 τ2 τ3

e e σ1 σ2 τ1 τ2 τ3
σ1 σ1 σ2 e τ3 τ1 τ2
σ2 σ2 e σ1 τ2 τ3 τ1
τ1 τ1 τ2 τ3 e σ1 σ2
τ2 τ2 τ3 τ1 σ2 e σ1
τ3 τ3 τ1 τ2 σ1 σ2 e

Taula 5.1: Taula de Cayley de les permutacions del
grup S3.

Els subgrups {e} i G són normals. La taula 5.1 mos-
tra que tots els productes de permutacions d’ordre 2
donen una permutació d’ordre 3. Per tant, no hi pot
haver grups normals que només tinguin permutacions
d’ordre 2. De fet, es pot veure fàcilment que l’únic
grup que té permutacions d’ordre 2 és G. Per exem-
ple, si un subgrup normal H té τ1, també haurà de tenir
τ2 τ1 τ

−1
2 = σ2 τ2 = τ3 ∈ H . Per tant, τ1 τ3 = σ2 ∈ H ,

etc. i s’obté H = G.
Per altra banda, els productes de permutacions d’or-

dre 3 són tancades, p.e. σ2
1 = σ2. De fet, es comprova

fàcilment que el subgrup N = {e, σ1, σ2} és normal.
Doncs, p.e. τ1 σ1 τ−11 = τ2 τ1 = σ2 ∈ N .

Nota: en l’exemple del Schaum [1, pàg. 57] la taula és
la transposada de la taula 5.1. Això és degut a que en
el llibre del Schaum es fa servir la notació contraria per
a la composicions de funcions. Veure l’explicació de la
notació en la def. 1.4, pàg. 2.

Propietats 5.1 Dels grups normals: (veure [2,
pàg 179])
1. Tot subgrup d’un grup abelià és normal. El recíproc

és fals, hi ha grups amb tots el subgrups normals que
no són abelians. En aquest cas es diuen hamiltoni-
ans.

2. El centre d’un grup Z(G) és normal. Tots els sub-
grups de Z(G) també ho són.

3. El grup altern An és normal.

4. El subgrup de les rotacions del grup dièdric Dn és
normal.

5. El subgrup de les matrius amb determinant 1 de
GLn(R) (matrius reals amb determinant no nul) és
normal. Aquest subgrup deGLn(R) s’anomena grup
especial lineal i es denota per SLn(R).

Teorema 5.2 Si H és subgrup de G i [G : H] = 2, lla-
vors H és normal. Veure la demostració en [3, pàg. 63].
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Exemple 5.2 (subgrup normal d’índex 2)
Com s’ha vist en l’exemple 5.1 N = {e, σ1, σ2} és un
subgrup de S3. Com que o(N) = 3 i o(S3) = 3! = 6,
tenim que [S3 : N ] = 2, i per el teorema 5.2 tenim que
N és subgrup normal de S3 (tal com es va veure en l’e-
xemple 5.1).

Teorema 5.3 Sigui H un subgrup de G. Llavors:
1. H és subgrup de N(H).

2. H és subgrup normal de N(H).

3. SiK és subgrup deG,H ⊂ K iH és subgrup normal
de K, llavors K ⊂ N(H).

Veure la demostració en [3, pàg. 66].

Definició 5.2 subgrups conjugats. Si H i K són sub-
grups de G i ∃a ∈ G : K = Ha = a−1H a, es diu que
K i H són subgrups conjugats (doncs també es com-
pleix ∃b ∈ G : H = Kb). Veure la def. de subgrup
conjugat en 2.10.

Teorema 5.4 Si F és la família de subgrups conju-
gats de H (diferents) i el normalitzador de H en G és
N = N(H) (veure la definició de normalitzador 2.15,
pàg. 7), llavors l’aplicació

f : G/N → F : N a→ Ha (5.3)

és bijectiva. En particular, si [G : N ] és finit, aleshores
el nombre de conjugats diferents de H en G és [G : N ].
Veure la demostració en [3, pàg. 67].

Teorema 5.5 Sigui N un subgrup normal de G i H , K
subgrups de G tals que H és subgrup normal de K. Lla-
vors N H és subgrup normal de N K.

Definició 5.3 Un grup G que només té 2 grups normals
{e} i G es diu Grup simple. En particular, si o(G) és
un nombre primer, llavors, per el teorema de Lagrange,
només té dos subgrups: {e} i G, doncs l’ordre dels sub-
grups ha de dividir o(G). Per tant, si o(G) és un nombre
primer, G és simple.

Definició 5.4 Si H és subgrup de G, es diu Cor de G a:

K(H) =
⋂
a∈G

Ha. (5.4)

De (5.4) es té que K(H) és subgrup deG. A més és sub-
grup normal de G. Veure la demostració en [3, pàg. 69].

Teorema 5.6 Si N ⊂ H és subgrup normal de G, lla-
vors N ⊂ K(H).

Demostració. Per cada a ∈ G es té N = Na ⊂ Ha, per
tant N ⊂ ∩a∈GHa = K(H).

Teorema 5.7 (Poincaré)
Si G té un subgrup d’índex finit, llavors també té

un subgrup normal d’índex finit. Veure la demostració
en [3, pàg. 69].

Capítol 6
Grup quocient
Teorema 6.1 (Grup quocient (factor group))

Sigui G un grup i H un subgrup normal de G. Lla-
vors el conjunt de les classes laterals (cosets) G/H =
G/RH = G/RH = {aH : a ∈ G} = {H a : a ∈ G} és
un grup amb l’operació

G/H ×G/H → G/H : (aH) (bH) = a bH, (6.1)

on l’element neutre és H = eH , doncs (eH) (eH) =
e eH = eH = H .

És a dir, donat un subgrup normal H , la partició gene-
rada per les classes laterals per l’esquerra i per la dre-
ta és la mateixa i, a més, té estructura grup. Recor-
dar que per el grup additiu dels enters (Z,+) l’opera-
ció és la suma. És a dir l’operació del grup quocient és
G/H ×G/H → G/H : (a+H) (b+H) = a+ b+H .
Veure la demostració en [2, pàg. 180] o [3, pàg. 70].

Notar que els elements de G/H són del tipus aH , on
a ∈ G. Per tant, l’ordre d’un element aH de G/H és el
mínim natural n tal que (aH)n = anH = H . També,
〈aH〉 és un subgrup de G/H , i si hi ha un aH ∈ G/H
tal que o(aH) = o(G/H), llavors G/H és cíclic.

Exemple 6.1 (grup quocient) En l’exemple 4.1,
pàg. 11 hem calculat les classes laterals generades per el
subgrup H = {0, 4} de Z8 = {0,1, · · · 7}. Tenim doncs
que

Z8/H = {{0, 4}, {1, 5}, {2, 6}, {3, 7}}

on e = {0, 4} i, per exemple,

{0, 4}+ {2, 6} = (0 + {0, 4}) + (2 + {0, 4}) =

2 + {0, 4} = {2, 6}

Teorema 6.2 Un subgrup K de G és normal sii K/H
és subgrup normal de G/H . Veure la demostració en [3,
pàg. 72].

Teorema 6.3 Si G és cíclic i H és un subgrup normal
de G, aleshores G/H també és cíclic.

Demostració. Si G = 〈a〉, llavors també G/H =
〈aH〉.
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Exemple 6.2 (grup quocient Z/mZ)
El subgrup normal mZ del grup additiu dels enters Z
(és normal doncs Z és abelià), genera el grup quocient
Z/mZ. Veure la definició de mZ en el teorema 2.4,
pàg. 4:

Z/mZ× Z/mZ→ Z/mZ :

(a+mZ) (b+mZ)→ a+ b+mZ =

{0 +mZ, 1 +mZ, · · · (m− 1) +mZ} =

{0
∧
, 1
∧
, · · ·m− 1
∧

} (6.2)

on s’ha fet servir la notació a
∧

= a + mZ = {a + mx :
x ∈ Z} = {· · · , a−m 2, a−m, a, a+m, a+m 2, · · · }.
Notar que amb aquesta notació a

∧
b
∧

= (a + mZ) (b +

mZ) = a+ b+mZ = a+ b
∧

.
Notar que o(Z/mZ) = m i que Z/mZ = 〈1+mZ〉 =
〈1
∧
〉 és cíclic, amb element neutre 0

∧
= {0 +mZ}, doncs

(1
∧
)m = 0

∧
.

Definició 6.1 Grup multiplicatiu dels enters mòdul n
(Multiplicative group of integers modulo n). Veure [3,
pàg. 73]. El conjunt

Zom = {a+mZ ∈ Z/mZ : gcd(a,m) = 1} (6.3)

amb operació

Zom × Zom → Zom :

(a+mZ)(b+mZ)→ a b+mZ (6.4)

és un grup abelià amb ordre o(Zom) = φ(m), on φ(m) és
la funció φ d’Euler (veure l’apèndix C), i element neutre
{1 +mZ}.

Per exemple, per m = 4, com que els primers relatius
amb 4 són 1,3, es té:

Zo4 = {1 + 4Z, 3 + 4Z} (6.5)

Té 2 elements, per tant, és cíclic d’ordre 2. Zom, però, no
sempre és cíclic. Veure l’exemple 7.7, pàg. 18.

Notar que en (6.4) es fa servir el producte (a b+mZ),
i no la suma (a+ b+mZ) com en el grup quocient (6.2)
de l’exemple 6.2. Per evitar ambigüitats amb la nota-
ció de l’exemple 6.2 ara canviem la notació i definim:
a = a + mZ. Ara a b = (a + mZ) (b + mZ) =
a b+mZ = a b.

Demostració. Sigui G = Zom.
1. G és tancat: Per a,b ∈ G tenim gcd(a,m) =

gcd(b,m) = 1. Per tant gcd(a b,m) = 1⇒ a b ∈ G.

2. Propietat associativa: (a b) c = a b c = a (b c).

3. Identitat: gcd(1,m) = 1 ∈ G, 1 a = a = a 1.

4. Inversa: Si gcd(a,n) = 1 ⇒ ∃s,t : a s + n t = 1
(veure el teorema 13.9, pàg. 38). Com que a s+n t =
1⇒ a s+n t = 1 i n t = 0, tenim a s = ā s̄ = 1 ∈ G
i es conclou que a−1 = s.

Capítol 7
Morfismes
Definició 7.1 Grups homomòrfics (del grec homo,
“semblant” i morfic, “forma”). Un homomorfisme f :
G → G′ és una operació (funció) que preserva l’opera-
ció del grup:

f(a b) = f(a) f(b), ∀a b ∈ G (7.1)

Definició 7.2 Es diu nucli (kernel) d’un homomorfisme
f d’un grup G a

ker f = {a ∈ G : f(a) = e′} (7.2)

on e′ és l’element identitat de G′. Notar que f(e) = e′,
per tant, e ∈ ker f , i el nucli amb el menor nombre d’e-
lements que es pot tenir és ker f = {e}.

Exemple 7.1 (kernel) La funció

f : Z→ Zn : x→ xmodn

és un homomorfisme, i el kernel és ker f = 〈n〉 = nZ.
Clarament,

f(a+ b) = (a+ b) modn =

(amodn) + (bmodn) = f(a) + f(b), ∀a,b ∈ Z

(l’operació del grup Z és l’addició). A més

f(x) = xmodn = f(0) = 0, ∀x ∈ 〈n〉.

Teorema 7.1 El nucli (kernel) és un subgrup normal.

Demostració. Per a,b ∈ ker f tenim f(a b−1) =
f(a) f(b−1) = e′ ⇒ a b−1 ∈ ker f , que prova que
ker f és subgrup de G. Per provar que és normal hem
de provar que a ker f a−1 ⊆ ker f, ∀a ∈ G. Veu-
re el teorema 5.2, pàg. 14. Però si x ∈ ker f , lla-
vors f(a x a−1) = f(a) f(x) f(a−1) = f(a) f(a−1) =
f(e) = e′ ⇒ a x a−1 ∈ ker f .

Teorema 7.2 [3, pàg. 77]. Un homomorfisme f és in-
jectiu (és a dir, és un monomorfisme) sii ker f = {e},
on e és l’element identitat de G.
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Demostració. Suposem que f és injectiva. Sigui e′ =
f(e) l’element identitat de G′. Llavors per cada a ∈ G
diferent de e es té

f(a) 6= f(e) = e′

Per tant a /∈ ker f , i es conclou ker f = {e}. Per el con-
trari, suposar que ker f = {e} i f(a) = f(b). Llavors
f(a) f(b)−1 = e′ = f(e) = f(a) f(b−1) = f(a b−1) ⇒
a b−1 = e⇒ a = b.

Una conseqüència d’aquest teorema és que el kernel
d’un isomorfisme (veure la definició 7.4, pàg. 18) és el
grup trivial ker f = {e}, doncs, com es veurà, un iso-
morfisme és una funció bijectiva (i, per tant, injectiva).

Propietats 7.1 Homomorfismes:

[2, pàg. 202] Sigui f : G → G′ un homomorfisme
del grup G al grup G′:

1. Si els elements neutres de G i G′ són e i e′, lla-
vors e′ = f(e). Doncs e′ f(e) = f(e) = f(e e) =
f(e) f(e).

2. f(an) = f(a)n, ∀a ∈ G. En cas que l’operació del
grup sigui l’addició: f(n a) = n f(a), ∀a ∈ G.

3. f(a−1) = f(a)−1, doncs

f(a) f(a−1) = f(a a−1) = f(e) = e′

f(a−1) f(a) = f(a−1 a) = f(e) = e′.

4. Si K és un subgrup de G, llavors f(K) és un sub-
grup de G′. A més, si K és normal de G, llavors
f(K) també ho és de G′.

5. Si H ′ és un subgrup de G′, llavors f−1(H ′) = {x ∈
G : f(x) ∈ H ′} és un subgrup de G. A més, si H ′

és normal de G′, llavors f−1(H ′) també ho és de G.
Veure la demostració en [3, pàg. 78].

6. Si H és un subgrup de G, llavors

f : H → G : x→ x (7.3)

és un homomorfisme injectiu, doncs f(x y) = x y =
f(x) f(y).

7. Si f : G → G′ i g : G → G′ i són homomorfismes,
també ho és g ◦ f : G → G′, doncs g ◦ f(x y) =
g(f(x y)) = g(f(x) f(y)) = g(f(x)) g(f(y)) =
(g ◦ f(x)) (g ◦ f(y)).

8. Si x ∈ G i o(x) = m, llavors

(a) o(f(x)) divideix m.
(b) Si f és injectiva, o(f(x)) = m.

Veure la demostració en [3, pàg. 79].

9. f(a) = f(b) sii a ker f = b ker f .

10. Si f(a) = a′, llavors

f−1(a′) = {x ∈ G : f(x) = a′} = a ker f.

11. Si f és surjectiva (epimorfisme) i ker f = {e}, lla-
vors f és un isomorfisme de G a G′.

12. Si o(ker f) = n, llavors f és una aplicació n-a-1 (n-
to-1).

La figura 7.1 il·lustra algunes de les propietats anteriors
(veure [2, pàg. 205]).

{e, a1, · · · , an−1}
{a, a a1, · · · , a an−1}

e′ a′

ff

G

G′

f−1(e′) = ker f

f−1(a′) = a ker f

· · ·

f(G)

G/ ker f = {a ker f : a ∈ G}

Figura 7.1: Propietats d’un homomorfisme.

Teorema 7.3 (Veure [3, 2.4.8, pàg 78]) Si N és un sub-
grup normal de G, la funció (mapping):

π : G→ G/N : a→ aN (7.4)

és un homomorfisme sobrejectiu, doncs π(a b) =
a bN = (aN) (bN) = π(a)π(b). Recordar que per
el grup quocient es defineix a bH = (aH) (bH) (veure
el teorema 6.1).

La funció (7.4) s’anomena també projecció o homo-
morfisme natural (natural homomorphism).

Aquest és un resultat important, doncs implica que si
N és un subgrup normal de G, les classes laterals tenen
estructura de grup, amb operació (aH) (bH) = a bH
(veure el teorema 6.1).

Exemple 7.2 (grup quocient Z/E)
(Problema 4.64 de [1]). Provar que Z/E = C2 on E és
el conjunt dels enters parells.
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Solució Com que Z és abelià, E és un subgrup nor-
mal. Per tant, per el teorema 7.3 es té que Z/E té es-
tructura de grup. De fet, Z/E = {E,E + 1}, doncs
un enter és parell o senar. L’element neutre és e = E,
doncs E+ (E+ 1) = E+ 1, i E+E = E. A més E2 =
E+E = E = e i (E+1)2 = (E+1)+(E+1) = E = e.
Per tant, Z/E = {E,E + 1} és un grup cíclic d’ordre 2.

Definició 7.3 (Tipus d’homomorfismes) Existeixen ti-
pus especials d’homomorfismes segons f sigui:
• Surjectiva (onto), i es diu epimorfisme.

• Injectiva (one-to-one), i es diu monomorfisme.

• Surjectiva i injectiva (bijectiva), i es diu isomorfis-
me.

El cas d’un isomorfisme és especialment rellevant i s’-
explica en més detall a continuació.

Definició 7.4 Grup isomorf (del grec iso, “igual” i
morfic, “forma”) Un isomorfisme f : G → G′ és una
bijecció que preserva l’operació del grup:

f(a b) = f(a) f(b), ∀a b ∈ G (7.5)

Si existeix un isomorfisme f entre G i G′ es diu que els
grups G i G′ són isomorfs, i s’escriu G ∼= G′. Notar que
els rols d’un homomorfisme i un isomorfisme són molt
diferents. Un homomorfisme pot simplificar un grup, tot
i mantenir algunes característiques. Dos grups isomorfs,
en canvi, són idèntics des d’un punt de vista algebraic.

Test d’isomorfia Per comprovar que dos grups són
isomorfs cal:
1. Definir la funció f entre els grups.

2. Provar que f és injectiva (one-to-one).

3. Provar que f és surjectiva (onto).

4. Provar que f preserva l’operació:

f(a b) = f(a) f(b), ∀a,b ∈ G

.

Exemple 7.3 (isomorfisme 2x)
El grup G format per els reals i la suma és un isomorfis-
me del grup G′ format per els reals positius i la multipli-
cació amb la bijecció f(x) = 2x, doncs

f(x+ y) = 2x+y = 2x 2y = f(x) f(y), ∀x,y ∈ R

Exemple 7.4 (x3 no és isomorfisme)
La funció f : R → R : x → x3 no és un isomorfisme
de G = (R,+) a G′ = (R,+), doncs, tot i que f és
bijectiva, (x+ y)3 6= x3 + y3, ∀x,y ∈ R.

Teorema 7.4 Dos grups cíclics G1 = 〈a〉, G2 = 〈b〉 del
mateix ordre són isomorfs amb la bijecció

f : G1 → G2 : an → bn.

Demostració. Òbviament f és bijectiva, i f(an1 an2) =
f(an1+n2) = bn1+n2 = bn1 bn2 = f(an1) f(an2)

Exemple 7.5 (isomorfisme dels grups cíclics)
Qualsevol grup cíclic infinit és isomorf del grup Z,
doncs la bijecció ak → k és un isomorfisme. Igualment,
qualsevol grup cíclic 〈a〉 d’ordre n és isomorf del grup
additiu dels enters mòdul n (Zn = {0, 1, 2, · · · (n− 1)})
amb la bijecció ak → kmodn. També és una conse-
qüència immediata del teorema 7.4.

Exemple 7.6 (Zn ∼= Z/nZ)
El Grup additiu dels enters mòdul n (Zn =
{0, 1, 2, · · · (n−1)}) és isomorf del grup quocient Z/nZ
(veure la definició de Z/nZ en 6.2, pàg. 16). És una
conseqüència immediata del teorema 7.4, doncs Zn i
Z/nZ són ambdós cíclics del mateix ordre n (veure 2.5,
pàg. 5 i 6.2, pàg. 16, respectivament).

Exemple 7.7 (isomorfisme de Zo
pk

)
El Grup multiplicatiu dels enters mòdul n (veure 6.1,
pàg. 16) és cíclic sii n = 1,2,4,pk,2 pk on p és un primer
major que 2 i k un enter positiu. Com que o(Zon) = φ(n)
(veure C), per els valors pk es té:

Zopk ∼= Zφ(pk) = Zpk(1−1/p) (7.6)

Teorema 7.5 Sigui m = n1 n2 · · ·nk, on ni són enters
positius. Llavors el següent producte directe de grups
(veure 2.16, pàg. 7) és una isomorfia sii ni,nj, i 6= j són
primers relatius

Zn ∼= Zn1 × Zn2 × · · ·Znk
(7.7)

Zni
és el grup additiu dels enters mòdul ni: Zni

=
{0, 1, 2, · · · (ni − 1)}.
Demostració. Zni

és cíclic (veure l’exemple 2.5,
pàg. 5), i el producte directe de grups cíclics és cíclic
sii els ordres dels grups són primers relatius (veure el
teorema 2.19, pàg. 8),

Teorema 7.6 (Un subgrup i el seu conjugat són iso-
morfs)
Sigui G un grup, H un subgrup de G i a ∈ G. Definim

la funció

f : H → Ha = a−1H a : h→ a−1 h a.

Llavors els grups H i Ha són isomorfs.
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Demostració.
1. h ∈ ker f ⇒ a−1 h a = e ⇒ h = e. Per tant

ker f = {e}, que, per el teorema 7.2, prova que f
és injectiva.

2. Sigui x ∈ Ha. Llavors ∃h ∈ H : f(x) = a−1 h a.
Per tant, f és surjectiva.

3. f(h1 h2) = a−1 (h1 h2 a) = (a−1 h1 a) (a−1 h2) a =
f(ha) f(h2). Per tant, f preserva l’operació.

Veure la definició de subgrup conjugat en 2.10, pàg. 6.

Propietats 7.2 Dels isomorfismes
1. Les mateixes que les dels homomorfismes 7.1, doncs

un isomorfisme també es homomorfisme.

2. f−1 és un isomorfisme de G′ a G. Per aixo es diu
simplement que G i G′ són grups isomorfs i es de-
nota per G ∼= G′.

3. Dos grups isomorfs tenen les mateixes propietats (de
la teoria de grups). En particular:

4. Si a,b ∈ G son commutatius, també ho són
f(a),f(b) ∈ G′. Per tant, si G és abelià, també ho
és G′.

5. G = 〈a〉 sii G′ = 〈f(a)〉. Per tant, si G és cíclic,
també ho és G′.

6. o(G) = o(G′) i o(a) = o(f(a)) ∀a ∈ G.

7. Les equacions xk = a en G tenen el mateix nombre
de solucions que xk = f(a) en G′.

8. Per a grups finits G i G′ tenen el mateix nombre d’e-
lements de cada ordre.

9. Si X i Y són dos conjunts finits amb n elements, lla-
vors Biy(X) i Biy(Y ) són isomorfs.

Veure les demostracions en [2, pàg. 128] i [3, pàg. 81].

Teorema 7.7 Sigui G un grup amb o(G) = 2 p, on p és
un nombre primer major de 2. Llavors G és isomorf de
Z2p oDp. Per exemple, S3, amb ordre 3! = 6, és isomorf
de D3.

Teorema 7.8 (Cayley)
Tot grup és isomorf d’un grup permutatiu.

Definició 7.5 Es diu imatge de f a:

im f = {f(x) : x ∈ G} = f(G) (7.8)

im f és un subgrup de G, doncs si a = f(x), b =
f(y), llavors a b−1 = f(x) f(y)−1 = f(x) f(y−1) =
f(x y−1) ∈ im f .

Teorema 7.9 (Primer teorema d’isomorfia)
Si f : G → G′ és un homomorfisme, llavors G/ ker f

és isomorf de im f = f(G). Notar que això implica que
o(G/ ker f) = o(f(G)). La figura 7.1, pàg. 17 il·lustra
aquest teorema.

Demostració. (esbós) Recordar del teorema 7.1 que
ker f és un subgrup normal de G. A més, per el teo-
rema 7.3 es té que G/ ker f té estructura de grup i és un
isomorfisme de G. Per a més detalls, veure la demostra-
ció en [3, pàg. 82].

Exemple 7.8 (homomorfisme injectiu f : S3 → A4?)
[3, prob. 26.a, pàg. 114] Existeix un homomorfisme in-
jectiu f : S3 → A4?

Solució Si f és injectiva llavors ker f = {e} (teore-
ma 7.2, pàg. 16). Per el primer teorema d’isomorfia (te-
orema 7.9) tenim S3/ ker f = S3

∼= f(S3). Per tant,
f(S3) seria un subgrup d’A4 amb o(f(S3)) = o(S3) =
3! = 6. Però això no és possible, perquè, tal com s’-
ha vist en l’exemple 4.7, pàg. 13, A4 no té cap subgrup
d’ordre 6.

Exemple 7.9 (homomorfismes entre Z/mZ i Z/nZ)
[3, ex. 2.9.4, pàg 84] Calcular els homomorfismes entre
Z/mZ i Z/nZ.

Solució (veure [3, pàg 86]) Els homomorfismes entre
Z/mZ i Z/nZ són del tipus:

fk : Z/mZ→ Z/nZ : x+mZ→ k x+ nZ

k = i
n

d
, i = 0, · · · d− 1, d = gcd(m,n). (7.9)

Per tant, hi ha d = gcd(m,n) homomorfismes diferents.

Exemple 7.10 (monomorfismes entre Z/mZ i Z/nZ)

[3, ex. 2.9.4, pàg 87] Calcular els homomorfismes in-
jectius (monomorfismes) entre Z/mZ i Z/nZ.

Solució (veure [3, pàg 88]) Sigui f : Z/mZ→ Z/nZ.
Si f és injectiva llavors ker f = {e} (teorema 7.2,

pàg. 16). Per el primer teorema d’isomorfia (teore-
ma 7.9) tenim (Z/mZ)/ ker f = Z/mZ ∼= im f =
f(Z/mZ), que ha de ser un subgrup de Z/nZ. Tenim
doncs o(f(Z/mZ)) = m que ha de dividir o(Z/nZ) =
n, per teorema de Lagrange. Tenint en compte l’exem-
ple 7.9, es conclou que els monomorfismes són de la
forma:

f : Z/mZ→ Z/nZ : x+mZ→ k x+ nZ

k = i
n

m
, i = 0, · · ·m− 1, gcd(i,m) = 1. (7.10)
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Per tant, el nombre de monomorfismes és la funció φ(m)
d’Euler. Veure l’apèndix C.

Exemple 7.11 (epimorfismes entre Z/mZ i Z/nZ)
[3, ex. 2.9.4, pàg 88] Calcular els d’homomorfismes sur-
jectius (epimorfismes) entre Z/mZ i Z/nZ.

Solució (veure [3, pàg 88]) Sigui f : Z/mZ→ Z/nZ.
Si f és surjectiva llavors im f = f(Z/mZ) = Z/nZ.
Per tant (Z/mZ)/ ker f ∼= im f ∼= Z/nZ ⇒ [Z/mZ :
ker f ] = n i, per el teorema de Lagrange, m/o(ker f) =
n. És a dir, m és un múltiple de n. Tenint en compte
l’exemple 7.9, es conclou que els epimorfismes són de
la forma:

f : Z/mZ→ Z/nZ : x+mZ→ k x+ nZ
k = i, i = 0, · · ·n− 1, gcd(i, n) = 1. (7.11)

Per tant, el nombre d’epimorfismes és la funció φ(n)
d’Euler. Veure l’apèndix C.

Exemple 7.12 (primer teorema d’isomorfia)
(Veure [3, 2.96, pàg. 91] per a més detalls) Sigui

ε : Sn → U2 = {1, − 1} :

α→ ε(α) =

{
1, α és una permutació parella,
−1, α és una permutació senar.

(7.12)

Veure la definició de permutació parella i senar en el te-
orema 3.6, pàg. 10. Llavors, el grup altern An (veure la
definició en 3.3, pàg. 10) és:

An = ker ε = {α ∈ Sn : ε(α) = 1} (7.13)

An és un grup normal de Sn. Llavors, per el primer te-
orema d’isomorfia: Sn/ ker ε = Sn/An ∼= U2. Per tant
[Sn : An] = o(Sn/An) = o(U2) = 2. Per el teorema de
Lagrange tenim o(Sn)/o(An) = 2. com que o(Sn) = n!
es conclou que o(An) = n!/2, tal com es va deduir en la
definició de grup altern 3.3, pàg. 10.

Teorema 7.10 (Segon teorema d’isomorfia)
Siguin N i H subgrups normals d’un grup G tals que

N ⊂ H . Llavors H/N és subgrup normal de G/N i

(G/N) (H/N) ∼= G/H (7.14)

Veure la demostració en [3, pàg. 98].

Teorema 7.11 (Tercer teorema d’isomorfia)
Siguin N i H subgrups d’un grup G, N subgrup nor-

mal de G. Llavors H/N és subgrup normal de G/N i

1. H ∩N és subgrup normal d’H .

2. H N és subgrup de G.

3. N és subgrup normal de H N .

4. (H N)/N ∼= H/(H ∩N).
Veure la demostració en [3, pàg. 99].

Teorema 7.12 (Quart teorema d’isomorfia)
Siguin H1 i H2 subgrups d’un grup G, N1 subgrup

normal de H1 i N2 subgrup normal de H2. Llavors
1. N1 (H1 ∩ H2) i N2 (H1 ∩ H2) són subgrups de H1 i
H2, respectivament.

2. N1 (H1 ∩ N2) és subgrup normal de N1 (H1 ∩H2) i
N2 (N1 ∩H2) és subgrup normal de N2 (H1 ∩H2).

3. (H1∩N2) (N1∩H2) és subgrup normal de (H1∩H2).

4.
N1 (H1 ∩H2)/N1 (H1 ∩N2) ∼=
N2 (H1 ∩H2)/N2 (N1 ∩H2) ∼=
(H1 ∩H2)/(H1 ∩N2)(N1 ∩H2)

Veure la demostració en [3, pàg. 101].

Capítol 8
Teoremes de Sylow
Teorema 8.1 (Primer teorema de Sylow)

SiguiG un grup finit, p un nombre primer i pk la major
potència de p que divideix o(G). Llavors hi ha al menys
un subgrup de G d’ordre pk. Si H és un subgrup de G
d’ordre pk, llavors H es diu un p-subgrup de Sylow de
G. En general, un grup d’ordre igual a una potència d’un
nombre primer p es diu un p-grup. Així, un p-subgrup
de Sylow H d’un grup G és el p-grup maximal en G.
Veure la demostració del teorema en [1, pàg. 130], [2,
pàg. 407] o [3, pàg. 175].

Teorema 8.2 (Segon teorema de Sylow)
Sigui G un grup finit, si H és un subgrup de G i o(H)

és la potència d’un nombre primer p (és a dir, H és un
p-grup), llavors H està contingut en algun p-subgrup de
Sylow de G. Veure la demostració del teorema en [1,
pàg. 131], [2, pàg. 408] o [3, pàg. 175].

Teorema 8.3 (Tercer teorema de Sylow)
Sigui G un grup finit, p un nombre primer i o(G) =

mpk, tal que p no divideix m. Llavors el nombre np
de p-subgrups de Sylow de G compleix: (1) np divi-
deix m i (2) np − 1 és un múltiple de p. Notar que
np = 1 + k p, per algun enter k, i en aritmètica mò-
dul p es té (1 + k p) mod p = 1. Per això també es
diu que np és congruent a 1 en aritmètica mòdul p, o
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simplement, 1 en mòdul p. A més, si H i K són p-
subgrups de G, llavors H i K són conjugats, és a dir,
∃a ∈ G : K = Ha = a−1H a. Recíprocament, si H és
un p-subgrup de G, llavors Ha ∀a ∈ G també és un p-
subgrup de G. Per tant, el nombre de np de p-subgrups
de G és np = [G : N(H)]. Veure la def. de sub-
grups conjugats en 5.2 i el normalitzador N(H) en 2.15.
Veure la demostració del teorema en [1, pàg. 131], [2,
pàg. 408] o [3, pàg. 175].

Teorema 8.4 Sigui G un grup finit i H un p-subgrup de
G. H és un subgrup normal sii el nombre de p-subgrups
np = 1 (és a dir, si H és l’únic p-subgrup de G). Veure
la demostració en [2, pàg. 410] o [3, pàg. 177].

Exemple 8.1 (primer teorema de Sylow)
Per el grup A4, o(A4) = 4!/2 = 12. Tenim els nom-
bres primers 2 i 3 que divideixen 12. Per tant, per el
primer teorema de Sylow, tenim que hi ha 2-subgrups i
3-subgrups de Sylow.

El 2-subgrup maximal que divideix 12 és 22 = 4. Per
tant, per el primer teorema de Sylow hi ha, al menys 1
2-subgrup de Sylow d’ordre 4. Com que 3 · 22 = 12, del
tercer teorema de Sylow tenim que hi pot haver 1 o 3 2-
subgrups de Sylow d’A4, doncs 1 i 3 divideixen m = 3,
i 1 = 1 + k 2 per k = 0, 3 = 1 + k 2 per k = 1. Tal com
es va obtenir en l’exemple 4.7, pàg. 13, només hi ha 1
2-subgrup de Sylow (curiosament, en l’exemple 4.7 s’-
ha obtingut que n’hi ha 3 d’ordre 2). Com que només
hi ha 1 2-subgrup de Sylow, per el teorema 8.4 podem
afirmar que és un subgrup normal.

El 3-subgrup maximal que divideix 12 és 31. Per tant,
per el primer teorema de Sylow hi ha, al menys 1 3-
subgrup de Sylow d’ordre 3. Com que 4 · 31 = 12, del
tercer teorema de Sylow tenim que només hi pot haver 4
3-subgrups de Sylow d’A4, doncs 4 divideixen m = 4,
i 4 = 1 + k 3 per k = 1. Tal com es va obtenir en
l’exemple 4.7, efectivament hi ha 4 3-subgrup de Sylow
d’ordre 3. Per el tercer teorema de Sylow tenim que els 4
3-subgrups de Sylow d’A4 són conjugats.

Capítol 9
Estructura dels grups abelians finits
Lema 9.1 Sigui G un grup abelià finit i x ∈ G un ele-
ment d’ordre màxim. Llavors per a cada y ∈ G, o(y)
divideix o(x). Veure la demostració en [3, pàg. 104].

Lema 9.2 Sigui G un grup i H , K subgrups normals de
G tals que H ∩ K = {e}. Llavors HK i H × K són
isomorfs. És a dir:

f : H ×K → HK : (h, k)→ h k.

és un isomorfisme. Veure la demostració en [3,
pàg. 105].

Lema 9.3 ([2, Ex. 11, pàg. 226]) El producte de po-
tències de nombres primers (no necessàriament iguals)
es pot expressar com el producte d’enters positius
m1m2 · · ·mr tals que mi divideix mi−1, i = 2, · · · ,r; i
que els factors que formen cada mi siguin nombres pri-
mers relatius.

Demostració. Agafar les potències majors de tots els
primers diferents i formar m1 com el producte de totes
elles. Això garanteix que els factors que formen m1 són
primers relatius. Repetir el mateix amb els factors que
queden i així successivament fins acabar. Per exemple:

125× 25× 27× 3× 4× 2× 2 =

53 × 52 × 33 × 3× 22 × 2× 2 =

(53 × 33 × 22)(52 × 3× 2)(2) =

m1 ×m2 ×m3

La utilitat d’aquest lema és la següent. Suposem que
tenim grups cíclics d’ordre igual a les potències dels
nombres primers. Seguint l’exemple anterior: G1 =
Z125×Z25×Z27×Z3×Z4×Z2×Z2. Notar queG1 no se-
ria cíclic, doncs els ordres dels grups Zi no són primers
relatius (veure el teorema 2.19). Però agrupant els fac-
tors de forma que siguin primers relatius, com s’ha fet
abans, obtenim els grups cíclics Zm1 , Zm2 , Zm3 . El pro-
ducte directe d’aquests grups G2 = Zm1 × Zm2 × Zm3

serà abelià i tindrà els elements amb mateix ordre que
G1 (veure les propietats dels isomorfismes 7.2, pàg. 19).
Per tant, G1 i G2 seran isomorfs.

Teorema 9.1 Teorema d’estructura de grups abeli-
ans finits.

Tot grup abelià finit G és el producte directe de grups
cíclics d’ordre potències de nombres primers (no neces-
sàriament diferents). A més, el nombre de termes i els
ordres dels grups cíclics és únic per a cada G. Veure [2,
teorema 11.1, pàg. 218]

Com que un grup cíclic d’ordre n és isomorf a Zn (veu-
re l’exemple 7.5, pàg. 18), i tenint el compte el lema 9.3,
el teorema es pot reformular així (veure [2, pàg. 222]
o [3, proposició 2.2.1, pàg. 106]):

Sigui G un grup abelià finit, llavors existeixen enters
positius m1,m2, · · ·mr tals que

G ∼= Zm1 × Zm2 × · · ·Zmr (9.1)

on cada mi divideix mi−1. A més, els nombres
r,m1,m2, · · ·mr són únics i o(G) = m1m2 · · ·mr. Els
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nombres m1,m2, · · ·mr es diuen coeficients de torsió
de G. El càlcul de l’equació (9.1) té l’avantatge que els
grups que s’obtenen no són isomorfs entre ells, doncs el
resultats dels productes (9.1) donarà lloc a grups amb
elements d’ordre diferent. Per tant, calculant tots els
possibles coeficients de torsió diferents, per a cada pos-
sible r, s’obtenen tots els grups no isomorfs entre ells, i
amb producte igual a G.

Veure la demostració en [2, pàg. 223] i [3, pàg. 106].
Veure la definició de producte directe de grups en 2.18,
pàg. 8. Nota: en [3] es fa servir Z/mi Z en comptes
de Zmi

(notació que es fa servir en [2]). Ambdues són
equivalents, doncs Z/mi Z i Zmi

són isomorfs (veure
l’exemple 7.6, pàg. 18).

Exemple 9.1 (grups abelians d’ordre 36)
[3, ex. 2.21.2, pàg. 110] Calcular els grups abelians, no
isomorfs entre ells, d’ordre 36.

Solució. Del teorema 9.1 hem de buscar les tuples
r,m1,m2, · · ·mr tals que m1m2 · · ·mr = 36 i mi di-
videix mi−1.
1. Per r = 1 tenim m1 = 36. Llavors G1 = Z36.

2. Per r = 2 tenim

m1 = 18, m2 = 2, Llavors G2 = Z18 × Z2,

m1 = 12, m2 = 3, Llavors G3 = Z12 × Z3,

m1 = 6, m2 = 6, Llavors G4 = Z6 × Z6

3. Per r ≥ 3 ja no hi ha més productes tals que mi divi-
deix mi−1.

Notar que dels grups anteriors nomésG1 és cíclic, doncs
G1 ×G2 és cíclic sii o(G1) i o(G2) són primers relatius
(veure el teorema 2.19). Notar també que hi ha altres
productes dels grups Zi d’ordre 36, però seran isomorfs
d’algun grup anterior. Per exemple, del teorema 2.19 te-
nim que Z9×Z4

∼= Z36 = G1, doncs 9 i 4 són primers re-
latius. Igualment, Z2×Z2×Z9

∼= Z2×Z18
∼= Z18×Z2 =

G2 (doncs per el teorema 2.19 Z2 × Z9
∼= Z18), etc.

Capítol 10
Estructura dels grups abelians
finitament generats
Definició 10.1 Subgrup de torsió. Sigui G un grup,
definim:

T (G) = {g ∈ G : o(g) és finit}. (10.1)

Si G és abelià, llavors T és un subgrup de G i el deno-
minarem el subgrup de torsió de G. En general, si G
no és abelià, T (G) no és un subgrup de G.

Propietats 10.1 Del subgrup de torsió
1. Si G és abelià, llavors G/T (G) no té torsió.

2. El grup G = Z× · · ·Z︸ ︷︷ ︸
n

, que denotarem per Zn, no té

torsió.

3. Si G és finit, llavors T (G) = G. El recíproc és fals.

4. Si G és abelià i K ⊂ G, llavors T (K) = K ∩ T (G).
D’on es dedueix T (T (G)) = T (G).

5. Sigui

G = Z/m1Z× · · ·Z/mrZ× Z× · · ·Z︸ ︷︷ ︸
s

tenim

T (G) = Z/m1Z× · · ·Z/mnZ× ∅ × · · · ∅︸ ︷︷ ︸
r

=

Z/m1Z× · · ·Z/mrZ (10.2)

doncs ningun element x = (a1 + m1Z, · · · ar +
mnZ, b1, · · · br) amb bi 6= 0 té ordre finit.

6. Sigui

G = Z/m1Z× · · ·Z/mnZ× Z× · · ·Z︸ ︷︷ ︸
r

tenim
G/T (G) = Z× · · ·Z︸ ︷︷ ︸

s

Veure les demostracions en [3, pàg. 326].

Teorema 10.1 (d’estructura de grups abelians finita-
ment generats)
SiguiG un grup abelià finitament generat. Llavors exis-

teixen els enters no negatius n i r, i si n 6= 0 enters
positius m1, · · ·mn, tals que:

1.
G ∼= Z/m1Z× · · ·Z/mnZ× Z× · · ·Z︸ ︷︷ ︸

r

(10.3)

2. mi divideix mi−1, i = 2, · · ·n.

3.
T (G) ∼= Z/m1Z× · · ·Z/mnZ (10.4)

i r = β(G) és el nombre de Betti.

4. G ∼= T (G)×G/T (G)
Veure les demostracions en [3, pàg. 331].
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10.1 Construcció

Veure [3, pàg. 337]. Sigui G un grup abelià finitament
generat i

S = {x1, · · ·xn} (10.5)

un sistema generador de G (veure la definició 2.6,
pàg. 4). Denotem

Zn = Z× · · ·Z︸ ︷︷ ︸
n

(10.6)

i definim l’homomorfisme

fs : Zn → G :

(m1, · · ·mn)→ x1m1 + · · ·xnmn (10.7)

Notar que

fs((m1, · · ·mn) + (g1, · · · gn)) =

x1 (m1 + g1) + · · ·xn (mn + gn) =

(x1m1 + · · ·xnmn) + (x1 g1 + · · ·xn gn) =

fs(m1, · · ·mn) + fs(g1, · · · gn),

i definim el subgrup de les relacions de G respecte
d’S:

R(S) = ker fs. (10.8)

Notar que (m1, · · ·mn) ∈ R(S) = ker fs equival a la
relació entre els generadors d’S = {x1, · · ·xn}:

m1 x1 + · · ·mn xn = 0 (10.9)

Veure la definició de ker f 7.2, pàg. 16. En el que que
segueix es farà servir el terme relació per referir-se a la
tupla (m1, · · ·mn) ∈ R(S), o a l’expressió (10.9) a la
que es es refereix. Utilitzant el teorema 9.1 tenim que
existeixen els enters no negatius j, k tals que

R(S) = Z/q1 Z× Z/qj Z× Zk (10.10)

De la propietat 10.1.5 tenim

T (R(S)) = Z/q1Z× · · ·Z/qjZ
i de 10.1.4

T (R(S)) = R(S) ∩ T (Zk)

com que T (Zk) = {e} tenim

T (R(S)) = Z/q1Z× · · ·Z/qjZ ∼= {e}
i, substituint en (10.10):

R(S) ∼= {e} × Zk = Zk

on k = β(R(S)) ≤ β(Zn) = n és el nombre de Betti.
Per el primer teorema d’isomorfia (veure 7.9, pàg. 19):

Zn/R(S) ∼= G. (10.11)

Definició 10.2 Sigui G un grup abelià finitament gene-
rat i S un sistema generador finit de G. Tenim R(S) =
ker fs = Zk.
1. Es diu sistema complet de relacions de G respec-

te S a qualsevol sistema generador minimal R del
subgrup R(S). Notar que la relació (m1, · · ·mn) ∈
R(S) = ker fs entre els generadors S = {x1, · · ·xn}
de G equival a l’equació (10.9).

2. Una presentació de G mitjançant generadors i re-
lacions és una tupla (S,R) on S és un sistema gene-
rador de G i R un sistema complet de relacions de G
respecte S (definit en el punt anterior).

Veure [3, def.7̃.11, pàg. 338]. Nota: Per a representar la
presentació anterior es farà servir la notació:

G = 〈x1, · · ·xn : m1 x1 = · · ·mn xn = 0〉 (10.12)

Proposició 10.1 Càlcul dels coeficients de torsió i del
nombre de Betti Sigui G un grup abelià finit amb la
presentació de G mitjançant generadors i relacions, amb

S = {x1, · · ·xn}
R = {r1, · · · rk}
ri = (0, · · · ,mi, · · · ,0)

on mi+1 divideix mi, i = 1, · · · (k − 1). Amb la nota-
ció (10.13):

G = 〈x1, · · ·xn : m1 x1 = · · ·mk xk = 0〉 (10.13)

Llavors el grup

G = Z/m1 × · · ·Z/mkZ× Zn−k

on m1, · · ·mk són els coeficients de torsió, i el nombre
de Betti és β(G) = n − k. Veure la demostració en [3,
pàg. 344].

Exemple 10.1 (coef. de torsió i nombre de Betti)
[3, ex. 7.11.3, pàg. 340]. El grup

G = Z/3Z× Z/12Z

té un sistema generador

S = {x1, x2}
x1 = (1 + 3Z, 0 + 12Z)

x2 = (0 + 3Z, 1 + 12Z)
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doncs qualsevol x = (a + 3Z, b + 12Z) ∈ G es pot
escriure com:

x = (a+ 3Z, b+ 12Z) =

a (1 + 3Z, 0 + 12Z) + b (0 + 3Z, 1 + 12Z) =

a x1 + b x2

Per altra banda, r = (m1, m2) ∈ R(S) sii:

m1 x1 +m2 x2 = 0⇒
(m1 + 3Z, m2 + 12Z) = (0 + 3Z, 0 + 12Z)⇒

m1 ∈ 3Z, m2 ∈ 12Z

D’on, per exemple, tenim el conjunt de relacions de
R(S):

R = {r1, r2}
r1 = (3, 0)

r2 = (0, 12)

Fent servir la notació (10.13):

G = 〈x1, x2 : 3x1 = 12x2 = 0〉

De la proposició 10.1 tenim que els coeficients de torsió
de G són 3, 12 i el nombre de Betti β(G) = n − k =
2− 2 = 0.

En general, els generadors i relacions de G no estaran
en la forma de la proposició 10.1. A continuació veu-
rem un mètode per aconseguir-ho. Primer, però, veiem
quines transformacions podem fer amb els sistema ge-
nerador.

Proposició 10.2 Sigui G un grup abelià finitament ge-
nerat amb

S = {x1, · · ·xn}
1. Canviant xi per −xi s’obté un conjunt generador de
G.

2. Siguin λ2, · · ·λn nombres enters. Canviant x1 per

y1 = x1 + λ2 x2 + · · ·+ λn xn (10.14)

s’obté un nou conjunt generador de G.
Veure la demostració en [3, pàg. 345].

Proposició 10.3 Algorisme per a calcular el nom-
bre de Betti i els coeficients de torsió [3, pro. 7.14,
pàg. 347].
Sigui G un grup abelià finitament generat i (S,R) una

presentació de G mitjançant un sistema de generadors i
un sistema complert de relacions:

S = {x1, · · ·xn}
R = {r1, · · · rk}
ri = (ai1, · · · ain), i = 1, · · · k.

Definim la matriu de G respecte la presentació (S,R)

M(S,R) =

a11 · · · a1n
...

...
...

ak1 · · · akn

 (10.15)

Es tracta de transformar la matriu (10.15) en una matriu:

M(S ′,R′) =


m1 · · · 0 0 · · · 0
0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 · · · mk 0 · · · 0

 (10.16)

on mi divideix mi+1, i = 1, · · · (k − 1), aplicant els
canvis de la proposició 10.2. Llavors, els generadors S ′

que resulten amb les relacions ri = (0, · · · ,mi, · · · ,0)
generen G. Per tant, de la proposició 10.1, m1, · · ·mk

són els coeficients de torsió, i el nombre de Betti és
β(G) = n− k.
1. Permutar les columnes (equival a renombrar els ge-

neradors) i canviar x1 per −x1, és a dir, canviar el
signe dels elements de la primera columna (si cal)
per tenir a11 > 0. A continuació posem els coefici-
ents a1j, j = 2, · · ·n en la forma:

a1j = λj a11 + b1j, j = 2, · · ·n, 0 ≤ b1j < a11
(10.17)

Si a1j ja és múltiple de a11 (b1j = 0), aquest pas és
innecessari. Tenint en compte la proposició 10.2.2 te-
nim que y1 = x1 +λ2 x2 + · · ·λn xn és un generador,
per tant:

a11 y1 + b12 x2 + · · · b1n xn = 0

Per actualitzar les altres relacions amb el nou sistema
de generadors haurem de canviar aij = λj ai1 + bij ,
d’on bij = λj ai1 − aij . Així obtenim la matriu:

M(S ′,R′) =

a11 b12 · · · b1n
...

...
...

...
ak1 bk2 · · · bkn


on s’ha restat a columna j λ1 vegades la columna 1.
Després agafem la columna j que té el menor b1j en
valor absolut, diferent de 0 (és a dir 0 < b1j < a11)
i permutem les columnes 1 i j (equival a renombrar
els generadors). Si b1j divideix els altres elements
de la fila 1, continuem amb el següent pas, altrament
repetint el procés.
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2. Ara repetim el procés anterior, però per la primera
columna. És a dir, posem els coeficients ai1, j =
2, · · · k en la forma (notar que per simplificar la nota-
ció, denotem els elements de M després del pas an-
terior per aij):

ai1 = λi a11 + ci1, i = 2, · · · k, 0 ≤ ci1 < a11
(10.18)

És a dir, restar a fila i λi vegades la fila 1. Si ci1 ja és
múltiple de a11 (ci1 = 0), aquest pas és innecessari.
Tenint en compte la proposició 10.2.2 tenim que

r′1 = r1

r′i = ri − λi r1, i = 2, · · · k

és un sistema generador minimal de R(S). Ara con-
tinuem igual que el pas anterior per aconseguir que
ai1, i = 2, · · · k sigui un múltiple de a11, és a dir
ai1 = µi a11, i = 2, · · · k. Això ho podem fer per-
mutant les files (equival a renombrar els generadors i
relacions). Com que de la proposició 10.2.2 es té que

r′1 = r1

r′i = ri − µi r1, i = 2, · · · k

és un sistema generador, apliquem aquestes operaci-
ons per deixar:

M(S ′,R′) =


a11 b12 · · · b1n
0 bk2 · · · bkn
...

...
...

...
0 bk2 · · · bkn


i a continuació retem múltiples de la primera colum-
na de les altres per aconseguir:

M(S ′,R′) =


a11 0 · · · 0
0 b22 · · · b2n
...

...
...

...
0 bk2 · · · bkn


3. Ara hem d’aconseguir que a11 en la matriu anterior

divideixi tots els altres elements no nuls de la ma-
triu. Per exemple, si a11 no divideix b22, llavors apli-
quem el mètode del primer pas agafant els elements
(a11, b22, · · · b2,k).

4. Repetim els passos anteriors a la submatriu:b22 · · · b2n
...

...
...

bk2 · · · bkn



5. Reiterem el procés anterior fins aconseguir la for-
ma (10.16) desitjada.

Resumint l’algorisme anterior, es tracta d’aconseguir la
forma desitjada (10.16) amb les operacions: canvi de
signe dels elements d’una columna, permutació de files
o columnes, i resta de múltiples de files a altres files, o
columnes a altres columnes.

Exemple 10.2 (coef. de torsió i nombre de Betti)
[3, ex. 7.14.4, pàg. 353] Donat el grup amb presentació:

G = 〈x1,x2,x3,x4 :

6x2 − 9x3 − 3x4 =

12x1+24x2 + 9x3 + 9x4 =

30x1+42x2 + 45x3 + 27x4 = 0〉

Calcular els coef. de torsió i el nombre de Betti.

Solució Aplicant el mètode anterior tenim:12 24 9 9
30 42 45 27
0 6 −9 −3

→
3 15 0 9

3 −3 18 27
3 15 −6 −3

→
3 15 0 9

0 −18 18 18
0 0 −6 −12

→
3 0 0 0

0 −18 0 0
0 0 −6 −12

→
3 0 0 0

0 6 0 0
0 0 18 0


D’on tenim:

G = Z/3Z× Z/6Z× Z/18Z× Z

amb coeficients de torsió 3,6,18 i nombre de Betti
β(G) = 1.

Capítol 11
Anells
Definició 11.1 Anell (ring) és un conjunt A amb 2 ope-
racions (suma i producte) que compleixen:

1. Amb la suma A es un grup commutatiu. L’ele-
ment neutre de la suma es 0 i denotarem A∗ =
A \ {0}.

2. El producte té la propietat associativa.

3. El producte té la propietat distributiva sobre la su-
ma. És a dir, (x+ y) z = x z + y z, ∀x,y,z ∈ A.
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Si el producte té la propietat commutativa es diu Anell
commutatiu.

Definició 11.2 Anell unitari (unitary ring) És un anell
A en el que el producte té element neutre (unity) en A∗.
L’element neutre el denotarem per 1.

Definició 11.3 Unitat (unit) d’un anell unitari A és un
element x ∈ A que té element invers y = x−1 ∈ A
respecte el producte. És a dir, x y = 1. Notar que, en
cas d’existir, l’invers d’un element és únic. El conjunt
de totes les unitats de A es denota per U(A) i és un grup
per el producte.

Exemple 11.1 (anells) [2, pàg 238]
• Z és un anell commutatiu unitari amb l’addició i mul-

tiplicació amb unitats 1 i −1.

• Zn és un anell commutatiu unitari amb l’addició i
multiplicació mòdul n.

• Z[x] (polinomis de coeficients enters i variable real)
és un anell commutatiu unitari amb l’addició i multi-
plicació de polinomis amb unitat f(x) = 1.

• El conjunt M2(Z) de les matrius 2× 2 d’enters és un

anell (no commutatiu) amb unitat

[
1 0
0 1

]
.

• 2Z (conjunt dels enters parells) és un anell commuta-
tiu sense unitats.

• Anell d’enters de Gauss (ring of Gaussian integers)
Z[i] és l’anell commutatiu unitari amb element neutre
del producte igual a 1 format per el nombres comple-
xes a+ b i, on a,b ∈ Z. Les unitats són 1 i −1.

• A = C(R,R) de funcions continues reals de variable
real és un anell commutatiu unitari amb element neu-
tre del producte igual a la funció constant f(x) = 1.
Les operacions són (f + g)(x) = f(x) + g(x) i
(f g)(x) = f(x) g(x).

Definició 11.4 Subanell (subring) [2, pàg. 240] és un
subconjunt S d’un anell A tal que és anell amb les ma-
teixes operacions que A.

Test de subanell [2, pàg. 240] Un subconjunt no buit
S d’un anell A és subanell si és tancat amb l’operació
resta i multiplicació. És a dir a − b ∈ S, a b ∈ S
∀a,b ∈ S.

Notar que {0} i A són subanells d’un anell A.

Exemple 11.2 (subanell de Z12)
{0, 3, 6, 9} és un subanell de Z12:

0− 3 = −3 = 9 (mod 12),

0− 6 = −6 = 6 (mod 12),

0− 9 = −9 = 3 (mod 12),

3− 6 = −3 = 9 (mod 12),

3− 9 = −6 = 6 (mod 12),

6− 9 = −3 = 9 (mod 12),

3 · 3 = 9 (mod 12),

3 · 6 = 18 = 6 (mod 12),

3 · 9 = 27 = 3 (mod 12),

6 · 6 = 36 = 0 (mod 12),

6 · 9 = 54 = 6 (mod 12),

9 · 9 = 81 = 9 (mod 12).

Propietats 11.1 dels anells

Sigui l’anell A i a,b,c ∈ A
1. a 0 = 0 a = 0

2. a (−b) = (−a) b = −(a b)

3. (−a) (−b) = a b

4. a (b− c) = a b− a c i (a− b) c = a c− b c
Si A és unitari:

5. (−1) a = −a
6. (−1) (−1) = 1

Demostració. [2, pàg. 239] 0 + a 0 = a 0 = a (0 + 0) =
a 0 + a 0 i per el teorema de cancel·lació (veure 2.2,
pàg. 3) 0 = a 0.

Definició 11.5 Cos és un anell K tal que K∗ amb el
producte és un grup. Amb altres paraules, un cos és un
anell unitari K on tot element no zero és unitat, és a dir
U(K) = K∗.

Normalment ens interessarem per un cos commuta-
tiu, que coincideix amb la definició de field, definit a
continuació.

Definició 11.6 Field [2, pàg. 250] és un anell unitari
commutatiu on tot element no zero és unitat, és a dir
U(K) = K∗. Per exemple, els conjunts Q, R, C dels
racionals, reals i complexes, són cossos commutatius (fi-
elds).

NOTA: alguns autors defineixen cos afegint a la defini-
ció 11.5 la condició d’anell commutatiu. En aquest cas,
cos coincideix amb la definició de field.

Definició 11.7 Divisor de zero (zero-divisor) És un ele-
ment x 6= 0, x ∈ A∗ tal que x y = 0 per algun y 6= 0,
y ∈ A∗.
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Definició 11.8 Domini d’integritat (integral domain)
És un anell unitari i commutatiu que no té divisors de
zero.
Una propietat fonamental d’un domini d’integritat és la
cancel·lació (veure el teorema 2.2, pàg. 3). És a dir:
b a = c a⇒ b = c.

Demostració. b a = c a ⇒ (b − c) a = 0 ⇒ b = c
perquè a no és divisor de 0.

Exemple 11.3 (Zn) Zn és un anell commutatiu unitari
amb l’addició i multiplicació mòdul n amb unitats:

U(Zn) = {0 < k < n : gcd(k,n) = 1} (11.1)

Clarament, si gcd(k,n) = 1 llavors existeixen a,b ∈ Z
tals que k a + n b = k a = 1 (modn). Per tant, k és
unitat. Notar que o(U(Zn)) = φ(n) (veure la definició
de φ(n) en l’apèndix C, pàg. 38)). Deduïm, doncs, que
només en cas que n sigui primer tots els elements de Zn
seran unitats i, per tant, Zn serà un domini d’integritat.

Si n no és primer, tots els elements de Zn que no són
unitats són divisors de zero. Clarament, si gcd(k,n) =
d, d > 1 llavors k = s d i k (n/d) = s d (n/d) = s n =
0 (modn).

Definició 11.9 producte d’anells Siguin els anells A,
B anells unitaris commutatius. Llavors C = A × B és
un anell unitari commutatiu amb les operacions

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2)

(a1, b1) (a2, b2) = (a1 a2, b1 b2)

i 0C = (0A,0b), 1C = (1A,1B). El producte d’anells
sempre té divisors de zero, doncs (a, 0) (0, b) = (0,0),
amb a 6= 0, b 6= 0.
Una propietat del producte d’anells és

U(C) = U(A)× U(B) (11.2)

on U(A) és el conjunt de les unitats d’A (veure la
def. 11.3).

Teorema 11.1 Un domini d’integritat finit és un cos
commutatiu (field [2, pàg. 251]). Esborrany de la de-
mostració: Al ser finit hi ha d’haver ai = aj per
i > j. Per tant, ai−j−1 és l’element invers d’a, doncs
ai−j−1 a = 1. Notar que un domini d’integritat infinit no
és necessàriament un cos.

Corol·lari 11.1 Per a un nombre primer p, Zp és un cos
commutatiu (field).

Demostració. Per el teorema 11.1 basta provar que Zp
és un domini d’integritat (no té divisors de zero). Si
a,b ∈ Zp amb a b = 0, llavors a b = k p per algun enter
k. Llavors, per el lema d’Euclidi (veure l’apèndix 13.10,
pàg. 38), p divideix a, o b, que no és possible. Per tant,
a = 0 o b = 0. Corroborem així el que ja havíem obtin-
gut en l’exemple 11.3.

Definició 11.10 Cos de fraccions d’un domini d’inte-
gritat És un anell unitari i commutatiu que no té divisors
de zero.

Definició 11.11 Característica d’un anell, charA. Si-
gui un anell A. És el menor enter n tal que nx =

x + · · ·n + x = 0, ∀x ∈ A. Si no existeix, es diu que
la característica de A és 0.

Exemple 11.4 (característica d’un anell) Per el suba-
nell A = {0, 3, 6, 9} de Z12 es té 4x = 0 ∀x ∈ A. Per
tant, charA = 4.
Anàlogament, charZ = 0 i charZn = n.

Teorema 11.2 (Característica d’un anell unitari)
Sigui un anell unitari A. Si 1 té ordre infinit respecte

l’addició, aleshores la característica de A és 0. Altra-
ment, si l’ordre és n, la característica és n.

Demostració. Si 1 té ordre n per a l’addició es té 1 +

· · ·n + 1 = 0. Per tant:

nx = x+ · · ·n + x =

= 1x+ · · ·n + 1x =

= (1 + · · ·n + 1)x =

= (0)x = 0

Teorema 11.3 (Caract. d’un domini d’integritat)
La característica d’un domini d’integritat és 0 o un

nombre primer.

Demostració. Suposem que 1 té ordre n on n no és
primer. Aleshores n = s t, 1 < s ≤ t < n, i
0 = n 1 = (s t) 1 = (s 1) (t 1). Això implica que
s 1 = 0 o t 1 = 0. Però això no és possible perquè n
és el menor enter tal que n 1 = 0. Per tant, n = s t,
1 < s ≤ t < n, no és possible, és a dir, n és primer.

Veure més exemples d’anells i propietats en la taula 13.2
de [2, pàg 254].
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11.1 Ideals

Motivació: Els ideals són l’equivalent als conjunts nor-
mals dels grups (veure el capítol 5, pàg. 13) per als
anells. Això permet definir el grup quocient d’un grup
(factor group, veure el capítol 6, pàg. 15), per als anells
(anomenat anell quocient, factor ring, que es veu més
abaix).

Definició 11.12 [2, pàg. 262] Ideal (ideal) és un sub-
anell I d’un anell A tal que per ∀r ∈ A i ∀s ∈ I es
té r s ∈ I i s r ∈ I . És a dir, un ideal absorbeix els
elements d’A: ∀r ∈ A: r I ⊆ I , I r ⊆ I .

En [4, pàg. 25] es defineix ideal amb la definició equi-
valent: Sigui A un anell commutatiu unitari. Un ideal és
un subconjunt I ⊂ A tal que:
1. I és subgrup deA per a la suma (en particular 0 ∈ I),

2. ∀r ∈ A i ∀s ∈ I es té r s ∈ I .
Notar que
• I és un subgrup normal d’A (veure 5.1, pàg. 13).

• {0} i A són ideals d’un anell A. {0} s’anomena
l’ideal trivial.

• A s’anomena l’ideal impropi.

• Es diu que un ideal I és propi d’un anell A, si és un
subanell diferent d’A.

• En general, no és cert que s r ∈ I ⇒ s ∈ I o r ∈ I .
Si es compleix aquesta condició es diu que I és un
ideal primer (veure la definició d’ideal primer 11.18,
pàg. 29).

Test d’ideal [2, pàg. 262] Un subconjunt no buit I
d’un anell A és un ideal si
1. a − b ∈ I , ∀a, b ∈ I . Aquesta condició és anàloga a
a+ b ∈ I , ∀a, b ∈ I , doncs −b = (−1) b ∈ I , perquè
−1 ∈ A i b ∈ I .

2. r a ∈ I, a r ∈ I , ∀r ∈ I, ∀a ∈ A.

Teorema 11.4 (si 1 ∈ I llavors I = R) Sigui I un ide-
al d’un anell R i 1 ∈ I . Llavors I = R.

Demostració. Si 1 ∈ I llavors ∀r ∈ R tenim 1 r ∈ I ⇒
r ∈ I ⇒ I = R.

Operacions amb Ideals. Siguin I , J ideals d’un anell
unitari commutatiu A. Les següent operacions també
donen un ideal d’A.
• Suma: I + J = {x + y : x ∈ I, y ∈ J}. Notar que
I + J = I ∪ J .

• Producte: I J = {x y : x ∈ I, y ∈ J}.

• Intersecció: I ∩ J .

Definició 11.13 ideal finitament generat Sigui A un
anell commutatiu unitari i L = {x1, · · ·xr} ⊂ A. S’a-
nomena l’ideal I generat per L a

I = Ax1 + · · ·Axr =


r∑
i=1

ai xi : ai ∈ A

 . (11.3)

En el llibre de l’UNED es fa servir la notació I =
(x1, · · ·xr) (veure la definició [4, def 1.18, pàg 27]). Si
r = 1 s’anomena ideal principal. Degut a la seva im-
portància es defineix a continuació.

Definició 11.14 ideal principal Sigui A un anell com-
mutatiu unitari i a ∈ A. El conjunt:

aA = {r a : r ∈ A} (11.4)

és un ideal de A anomenat l’ideal principal d’A generat
per a.
NOTA: En el llibre de l’UNED es fa servir la notació
I = (a). En aquests apunts, però, es farà servir la nota-
ció del Gallian I = 〈a〉 per referir-se a l’ideal principal
generat per a [2, pàg 263], per evitar confusions amb
els parèntesi. Notar que la notació 〈a〉 també es fa ser-
vir per el grup cíclic generat per a (veure la definició D,
pàg. 39). Tanmateix el significat d’〈a〉 s’entén sempre
del context.

Exemple 11.5 (ideal principal 〈x〉) Sigui R[x] el con-
junt de tots el polinomis amb coeficients reals. sigui I
el subconjunt d’R[x] amb el terme constant igual a zero.
Llavors I és un ideal d’R[x] amb I = 〈x〉. Clarament,
per a qualsevol polinomi p(x) ∈ R[x], x p(x) ∈ I .

Exemple 11.6 (ideal principal 〈x,2〉) Sigui I el con-
junt de Z[x] format per els polinomis que tenen el terme
constant igual a un nombre parell. Llavors I és l’ide-
al generat per I = 〈x,2〉. Clarament, per a qualssevol
polinomis p(x),g(x) ∈ Z[x], x p(x) + 2 g(x) ∈ I .

Exemple 11.7 (ideal mZ) Per a qualsevol enter m,
〈m〉 = m Z = {mx : x ∈ Z} = {· · · , − 2m, −
m, 0,m 2,m, · · · } és un ideal principal de Z . Com
que m i −m generen el mateix ideal, es pot establir
una bijecció entre els ideals de Z i els enters no nega-
tius. En el llibre de l’UNED [4] es fa servir la notació:
Jm = (m) = mZ.

Proposició 11.1 (ideals d’un cos) [4, pàg 28] En un
cos K només hi ha els ideals {0} i K. Recíprocament,
si un anell només té els ideals {0} i K, aleshores K és
un cos.
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Definició 11.15 Anell quocient (factor ring) Sigui A
un anell unitari commutatiu i I ⊂ A un ideal propi d’A.
Definim (veure el teorema 6.1, pàg. 15):

A/I = {a+I : a ∈ A}, a+I = {a+r : r ∈ I} (11.5)

que és un anell commutatiu amb les operacions:

I1 + I2 = {r1 + r2 : r1 ∈ I1, r2 ∈ I2} (11.6)
I1 · I2 = {r1 · r2 : r1 ∈ I1, r2 ∈ I2} (11.7)

on l’element neutre de la suma és 0 + I , i del producte
1 + I .

Relació d’equivalència Notar que un Ideal I permet
definir la relació d’equivalència (veure la definició 1.1,
pàg. 1):

a ≡ b sii a− b ∈ I (11.8)

El conjunt a + I = {a + r : r ∈ I} és una relació
d’equivalència de l’element a ∈ A. Per aquesta relació
d’equivalència també es fa servir la notació

amod I = a+ I = {a+ r : r ∈ I}. (11.9)

Per això, l’anellA/I s’anomena anell de classes de res-
tes mòdul I [4, pàg 26]. Notar que:

I1 = a1 + I = {a1 + r : r ∈ I}
I1 + I2 = (a1 + I) + (a2 + I) = (a1 + a2) + I =

{a1 + a2 + r : r ∈ I}
I1 I2 = (a1 + I) (a2 + I) = (a1 a2) + I =

{a1 a2 + r : r ∈ I}

Definició 11.16 (representants de les classes) (coset
representatives) Sigui A un anell unitari commuta-
tiu i I ⊂ A un ideal propi d’A. Els represen-
tants de l’anell quocient A/I és el conjunt d’ele-
ments ai ∈ A que donen lloc a diferents elements de
A/I = {ai + I : ai ∈ A}, ai + I = {ai + r : r ∈ I}.

Exemple 11.8 (representants d’un anell quocient)
[2, ex. 11, pàg 265] Considerar l’anellA = Z[i] /〈2−i〉,
on Z[i] és l’anell d’enters de Gauss (veure la defini-
cio 11.1) i 〈2 − 1〉 l’ideal principal generat per 2 − i
(veure la definició 11.14). Hem de buscar els elements
(representants) a + b i ∈ Z[i] tals que donin lloc a
conjunts a + b i + 〈2 − i〉 diferents. El fet de que
2 − i + 〈2 − i〉 = 0 + 〈2 − i〉 implica que, pel que fa
els representats, 2 − i = 0. És a dir, 2 = i ⇒ 4 =
−1 ⇒ 5 = 0. Es conclou doncs, que els elements
de A = Z[i] /〈2 − i〉 seran de la forma a + 〈2 − i〉,
on a és un enter. En particular: A = Z[i] /〈2 − i〉 =
{0+〈2−i〉, 1+〈2−i〉, 2+〈2−i〉, 3+〈2−i〉, 4+〈2−i〉}.
És a dir, A = Z[i] /〈2− i〉 és isomorf amb l’anell Z5.

Definició 11.17 Ideal maximal [4, pàg. 29] Sigui A un
anell unitari commutatiu i I ∈ A un ideal. I és maximal
si compleix qualsevol de les següents condicions equi-
valents:
1. A/I és un cos.

2. I és un ideal propi i no hi ha altre ideal propi que el
conté.

Definició 11.18 Ideal primer Sigui A un anell unitari
commutatiu i I ∈ A un ideal. I és primer si compleix
qualsevol de les següents condicions equivalents:
1. A/I és un domini d’integritat.

2. I és un ideal propi i ∀x,y ∈ A, si x y ∈ I llavors
x ∈ I o y ∈ I .

Demostració. Si x y ∈ I ⇒ x y + I = I = 0 + I =
(x + I) (y + I). Per tant, pel que fa els represen-
tats, x y = 0. Al ser A/I un domini d’integritat, o
bé x = 0 ⇒ x + I = 0 + I ⇒ x ∈ I , o bé
y = 0⇒ y + I = 0 + I ⇒ y ∈ I .

Teorema 11.5 (R/I DI sii I primer)
[2, pàg. 268] Sigui R un anell commutatiu amb unitat

i I un ideal d’R. Llavors R/I és un domini d’integritat
(DI) sii I és un ideal primer.

Demostració. Sigui D/I DI amb a b ∈ I . Llavors
(a + I)(b + I) = a b + I = I , l’element 0 d’R/I . Per
tant, o bé a + I = I o b + I = I , és a dir, o bé a ∈ I
o b ∈ I . Així doncs, I és primer. Per provar el contrari,
s’ha de provar que si I és primer, R/I no té divisors de
0. Però si (a+I)(b+I) = I , o bé a+I = I o b+I = I .
Per tant, (a+ I) o bé (b+ I) és l’element 0 d’R/I .

Teorema 11.6 (R/I és un cos commutatiu sii I maxi-
mal)

[2, pàg. 268] Sigui R un anell commutatiu amb uni-
tat i I un ideal d’R. Llavors R/I és un cos commutatiu
(field) sii I és un ideal maximal.

11.2 Homomorfismes

Definició 11.19 Homomorfisme entre anells De forma
semblant a l’homomorfisme entre grups (veure la defini-
ció 7.1, pàg. 16) un homomorfisme f : A→ B entre dos
anells unitaris commutatius A i B és una aplicació que
compleix ∀a,b ∈ A:
1. f(a+ b) = f(a) + f(b)

2. f(a b) = f(a) f(b)

3. f(1A) = 1B
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Definició 11.20 (nucli d’un homomorfisme) Sigui f :
A→ B un homomorfisme entre anells unitaris commu-
tatius. De forma anàloga al nucli d’un homomorfisme
entre grups (veure la definició en 7.2, pàg. 16), es defi-
neix el nucli de l’homomorfisme entre anells (kernel)
i es denota per ker f a l’ideal:

ker f = {x ∈ A : f(x) = 0}. (11.10)

Com que ha de ser f(0) = 0, es té, 0 ∈ ker f , i el nu-
cli amb el menor nombre d’elements que es pot tenir és
ker f = {0}.

Definició 11.21 (imatge d’un homomorfisme) Sigui
f : A → B un homomorfisme entre anells unitaris
commutatius. S’anomena imatge de l’homomorfisme
entre anells i es denota per im f a l’anell:

im f = {y ∈ B : ∃x ∈ A amb y = f(x)} (11.11)

Igual que en l’homomorfisme entre grups es definei-
xen els següents tipus d’homomorfismes:

Definició 11.22 (Tipus d’homomorfismes) Existeixen
tipus especials d’homomorfismes segons f sigui:
• Injectiva (one-to-one), i es diu monomorfisme.

• Surjectiva (onto), i es diu epimorfisme.

• Injectiva i surjectiva (bijectiva), i es diu isomorfisme.

Notar que entre homomorfisme i isomorfisme hi ha di-
ferències importants. Un homomorfisme pot simplificar
un anell, mantenint algunes característiques, mentre dos
anells isomòrfics són essencialment el mateix, des del
punt de vista algebraic.

Teorema 11.7 (ker f és un ideal propi)
[4, pàg. 33]. Sigui f : A → B un homomorfisme

entre anells unitaris commutatius. Com que f(1A) =
1B 6= 0, ker f és un ideal propi d’A (és a dir, ker f ⊂
A, ker f 6= A). Veure la figura 11.1, i comparar amb la
figura 7.1, pàg. 17.

A més, es verifica que f és injectiu (és a dir, és un mo-
nomorfisme) sii ker f = {0}. La demostració és anàlo-
ga el teorema equivalent per monomorfisme entre grups
(veure el teorema 7.2, pàg. 16).

Una conseqüència d’aquest teorema és que si f : K →
B és un homomorfisme entre anells unitaris i K és un
cos, llavors f és un necessàriament un monomorfisme,
doncs ker f és un ideal propi de K, i K només té els
ideals {0} i K (veure la proposició 11.1). Per tant, ha de
ser ker f = {0}.

0 r′

ff

R

S

f−1(0) = ker f

f−1(r′) = r + ker f

· · ·

f(R)

R/ ker f = {r + ker f : r ∈ R}

{0, r1, · · · , rn−1}
{r, r + r1, · · · , r + rn−1}

Figura 11.1: Propietats d’un homomorfisme entre anells.

Propietats 11.2 dels monomorfismes entre anells

[2, pàg. 283] Sigui f : A → B un homomorfisme
entre anells unitaris commutatius.

1. f(n a) = n f(a), a ∈ A, n ∈ Z.

2. Si S és un subanell de A, llavors f(S) és un subanell
de B.

3. Si I és un ideal de A i f és surjectiva (epimorfisme),
llavors f(I) és un ideal de B.

4. Si IB és un ideal de B, llavors f−1(B) és un ideal de
A.

5. Si A és commutatiu, llavors f(B) també ho és.

6. Si A té unitat 1, B 6= {0} i f és surjectiva (epimor-
fisme), llavors f(1) és la unitat de B.

7. f és un isomorfisme sii és surjectiva (epimorfisme) i
ker f = {0}.

Teorema 11.8 (primer teoria d’isomorfia per anells)
Sigui f : R → S un homomorfisme entre anells. Lla-

vors l’aplicació:

r + ker f → f(r) (11.12)

és un isomorfisme, és a dir, R/ ker f ∼= im f = f(R).
Veure la figura 11.1.

Teorema 11.9 (els ideals són kernel)
Tot ideal I d’un anell R és el kernel d’un homo-

morfisme entre anells d’R. En particular, ho és de
l’homomorfisme natural:

f : R→ R/I : r → r + I (11.13)

Clarament, ∀a ∈ I : a+ I = I . Per tant, pel que fa els
representants, ∀a ∈ I : a = 0, d’on ker f = I .
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Exemple 11.9 (homomorfisme) [2, pàg. 284]
L’aplicació

f : Z[x]→ Z : p(x)→ p(0)

és un homomorfisme entre anells amb

ker f = {p(x) ∈ Z[x] : f(0) = 0} = 〈x〉

(veure l’exemple 11.5, pàg. 28). Del teorema 11.8 tenim
Z[x]/〈x〉 ∼= Z. Com que Z és un domini d’integritat,
però no un cos, dels teoremes 11.5 i 11.6 tenim que 〈x〉
és un ideal primer però no maximal en Z[x].

Teorema 11.10 (homomorfisme de Z en un anell)
[2, pàg. 284] Sigui R un anell unitari 1 ∈ R. L’aplica-

ció:
f : Z→ R : n→ 1n (11.14)

és un homomorfisme entre anells.

Teorema 11.11 (un anell unitari conté Z o Zn)
[2, pàg. 284] Sigui R un anell unitari 1 ∈ R amb ca-

racterística n > 0. Llavors R conté un subanell isomorf
a Zn. Si la característica és 0, llavors conté un subanell
isomorf a Z.

Demostració. Sigui charR = n, 1 ∈ R i S = k 1 :
k ∈ Z}. Del teorema 11.10 tenim que f(k) = k 1 és un
homomorfisme. Com que ker f = 〈n〉, on n és l’ordre
d’1 amb l’addició i Z/ ker f = Z/〈n〉 ∼= Zn ∼= S, per el
teorema 11.2, pàg. 27 tenim que també és la caracterís-
tica d’R. Si R té característica 0, llavors S ∼= Z/〈0〉 ∼=
Z.

Teorema 11.12 (F conté Zp o Q)
[2, pàg. 285] Sigui F un cos commutatiu (field). Lla-

vors si la característica d’F és p, F conté un subcos iso-
morf a Zp. Altrament, si la característica és 0, F conté
un subanell isomorf al cos dels racionals, Q.

Tot i que Z no és un cos commutatiu, del teorema ante-
rior tenim que està contingut en el cos commutatiu dels
racionals. Això motiva el següent teorema:

Definició 11.23 (cos commutatiu quocient)
[2, pàg. 286] Sigui D un domini d’integritat. Llavors
existeix un cos commutatiu F anomenat cos quocient
que conté un subanell isomorf a D.

Demostració. (esborrany) Definim

F = {a/b : a,b ∈ D,b 6= 0} (11.15)

amb operacions: a/b + c/d = (a d + b c)/(b d) i
(a/b) (c/d) = (a c)/(b d). Llavors F és un cos com-
mutatiu.

Exemple 11.10 (cos quocient) El cos quocient de Z[x]
és:

F (x) = {f(x)

g(x)
: f(x),g(x) ∈ Z[x],g(x) 6= 0}.

(11.16)
La notació estàndard per aquest cos és F (x).

11.3 Divisibilitat en un anell

En tota aquesta secció es considera un anell A que és
domini d’integritat.

Definició 11.24 (Divisibiliat en un anell)
Siguin x,y ∈ A amb x 6= 0. Es diu que x divideix y, o
que y és divisible per x, o que x és divisor o factor de
y, o que y és un múltiple de x, i s’escriu x | y si existeix
a ∈ A tal que

y = a x, a ∈ A. (11.17)

Propietats 11.3 de la divisibilitat en un anell
1. x | y sii y ∈ 〈x〉, o equivalentment 〈y〉 ⊂ 〈x〉.
2. 〈x〉 = 〈y〉 ⇒ existeix una unitat a ∈ U(A) tal que
y = a x.

Demostració. 〈x〉 = 〈y〉 ⇒ y ∈ 〈x〉 i x ∈ 〈y〉 ⇒
y = a x, x = b y ⇒ y = a b y ⇒ a b = 1, doncs A és
un domini d’integritat. Per tant, a és unitat.

3. Si un element no nul y ∈ A no és unitat, denotem
div(y) al conjunt de tots els divisors de y. Tenim que
U(A) ∈ div(y) i y U(A) ∈ div(y), doncs si x és
unitat:

y =(y x−1)x = a x, a = y x−1 ∈ A, x ∈ U(A),

y =x−1 (y x) = a (y x), a = x−1 ∈ A, (y x) ∈ y U(A).

Definició 11.25 (gcd, lcm) (veure la definició per els
enters en l’apèndix A) Per x,y ∈ A∗ definim:
• Màxim comú divisor (Greatest Common Divisor,

gcd) d = gcd(x,y) si d |x, d | y i d és múltiple de
qualsevol altre divisor de x,y.

• Mínim comú múltiple (Least Common Multiple,
lcm): z = lcm(x,y) si z és múltiple de x i y, i di-
videix qualsevol altre múltiple de x i y.

Propietats 11.4 del gcd i lcm [4, pàg. 40]

Per un DIP A (veure la definició 11.29), ∀x,y ∈ A∗:
1. z = lcm(x,y)⇒ 〈z〉 = 〈x〉 ∩ 〈y〉.
2. z = lcm(x,y)⇒ t = x y/z = gcd(x,y).

3. d = gcd(x,y)⇒ 〈d〉 = 〈x〉+ 〈y〉.
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4. Per a un domini d’integritat A

∀x,y ∈ A∗ : gcd(x,y) · lcm(x,y) = x y.

Definició 11.26 (element irreductible) Si un element
no nul y ∈ A no és unitat i els únics divisors de y són
div(y) = U(A) ∪ y U(A), es diu que y és irreductible.

Definició 11.27 (element primer) Si un element no nul
y ∈ A no és unitat i per a,b ∈ A, y | a b ⇒ y | a o y | b
(és a dir, y genera un ideal primer 〈y〉, veure la definició
d’ideal primer 11.18, pàg. 29), es diu que y és primer.

Teorema 11.13 (en un DI primer implica irreducti-
ble)

En un domini d’integritat tot element primer és irre-
ductible.

Demostració. Suposar que y és primer i y = a b. Hem
de provar que a o b és una unitat. Com que y és primer,
y | a o y | b. Suposem que y | a ⇒ a = k y = k a b ⇒
1 = k b, per tant, b és unitat.

En el cas dels enters les definicions d’element irreducti-
ble i primer són equivalents, però veurem que hi poden
haver anells irreductibles que no són primers.

Definició 11.28 (domini euclidi) Es diu que un domini
d’integritat A és un domini euclidi, DE si existeix una
aplicació (anomenada mesura):

‖·‖ : A→ N (11.18)

tal que:
1. ‖x‖ = 0 sii x = 0.

2. ‖x y‖ = ‖x‖ ‖y‖.
3. Per x,y ∈ A∗∃r ∈ A : y |(x− r) i ‖r‖ < ‖y‖.
Aquesta definició segueix la definicio de la divisió ente-
ra, r s’anomena reste i q ∈ A : x− r = q y quocient.

Proposició 11.2 [4, prop. 2.8, pàg. 38]
Si A és un domini euclidi:

U(A) = {x ∈ A : ‖x‖ = 1} (11.19)

Exemple 11.11 (‖·‖)

1. Per A = Z

‖k‖ = |k| =
{
k, si k ≥ 0

−k, si k < 0
(11.20)

2. Per A = Z[i] [4, exemple 2.7.2, pàg. 37]

‖a+ b i‖ = a2 + b2 (11.21)

Definició 11.29 (domini d’ideals principals, DIP) És
un domini d’integritat on tots els ideals tenen la forma
〈a〉, és a dir, són ideals principals (veure la definició
d’ideal principal en 11.14, pàg. 28).

Teorema 11.14 (en un DIP irreductible⇒ primer)
En un domini d’ideals principals, DIP, un element és

irreductible sii és primer. Veure la demostració en [2,
pàg. 324].

Teorema 11.15 (ED⇒ PID)
[2, pàg. 333] Tot domini Euclidi (ED) és un domini

d’ideals principals (PID).

Proposició 11.3 (identitat de Bezout) Si x,y ∈ A∗ ge-
neren un ideal principal (per exemple, si A és un DIP),
aleshores existeix d = gcd(x,y) i

d = a x+ b y, a,b ∈ A

Teorema 11.16 (factors irreductibles)
[4, pàg. 42] Sigui A un domini d’ideals principals,

DIP. Per cada x ∈ A∗ que no és unitat existeixen
els elements irreductibles únics (anomenats factors ir-
reductibles) a1, · · · ar primers relatius, i els enters únics
n1, · · ·nr tals que

x = an1
1 · · · anr

r (11.22)

Definició 11.30 (domini de factorització única, DFU)
és un domini d’integritat que compleix:
1. tot element irreductible és primer,

2. tot element no nul que no sigui unitat és el producte
d’elements irreductibles.

Teorema 11.17 (PID⇒ DFU)
[2, pàg. 329] Tot domini d’ideals principals (DIP) és

un domini de factorització única (DFU).
Notar que DE ⇒ DIP ⇒ DFU. Però DFU ; DIP ;
DE.

En un DFU sempre existeixen:
• gcd = producte dels factors irreductibles comuns ele-

vats al menor exponent,

• lcm = producte dels factors irreductibles comuns i no
comuns elevats al major exponent.

11.3.1 Equacions diofàntiques
Amb dues incògnites són les solucions de [4, pàg. 50]:

a x+ b y = c, a, b, c, x, y ∈ A (11.23)
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Resolució: Suposem que es compleix una identitat de
Bezout:

d = gcd(a,b) = α a+ β b, d,α,β ∈ A (11.24)

L’equació (11.23) només té solució si d | c, i podem es-
criure (11.23) i (11.24) com:

a′ x+ b′ y = c′ (11.25)
α a′ + β b′ = 1 (11.26)

on:
a′ = a/d, b′ = b/d, c′ = d/d

Multiplicant (11.25) per α i substituint α a′ = 1 − β b′,
i multiplicant (11.25) per β i substituint β b′ = 1− α a′,
tenim, respectivament:

x = α c′ + b′(β x− α y)

y = β c′ − a′(β x− α y)

d’on deduïm que les solucions són de la forma:

x = α c′ + b′ t

y = β c′ − a′ t t ∈ A (11.27)

Nota Si A és un subanell de B, les solucions de l’e-
quació (11.24) en B serien simplement:

u = α c′ + b′ t

v = β c′ − a′ t t ∈ B (11.28)

Algorisme d’Euclidi Per a calcular d = gcd(a,b) l’al-
gorisme (13.9), pàg. 38 es pot generalitzar a un anell A
on hi ha definida una aplicació (és un DE) ‖·‖ : A→ N
com la definida en (11.18). Sigui a,b ∈ A on ‖a‖ > ‖b‖.
Posant x0 = a, x1 = b, amb ‖‖ podem calcular la suc-
cessió:

x0 = y1 x1 + x2

x1 = y2 x2 + x3
...

xr−2 = yr−1 xr−1 + xr

xr−1 = yr xr

d’on és veu que xr divideix a tots els anteriors xi. Per
tant gcd(a,b) = xr, és a dir, l’últim reste no nul. És
convenient posar els resultats en forma de taula:

y1 y2 · · · yr−1 yr
a = x0 b = x1 x2 · · · xr−1 xr

x2 x3 · · · xr

Coeficients de la identitat de Bezout es poden obte-
nir amb l’algorisme d’Euclidi anterior posant:

x2 = a− y1 b
x3 = x1 − y2 x2 =
b− y2(a− y1 b) = −y2 a+ (1 + y1 y2)b

...
xr = d = α a+ β b

11.4 Congruències

Propietats 11.5 de l’anell Z [4, pàg. 56]:
1. Un enter p és irreductible sii és primer.

2. Z és un domini de factorització única (veure la defi-
nició 11.30).

3. El conjunt dels nombres primers és∞.

4. Z/〈n〉, n > 1 s’anomena anell de restes mòdul n.
Es denota:

[k] = [k]n = k+ 〈n〉 = {k+ q n : q ∈ Z} (11.29)

Es fa servir [k] si no hi ha confusió. Notar que un
altre representant de [k] és k = r + q n on r és el
reste per defecte si k > 0 o per excés si k < 0.
És a dir [k] = [r]. Per tant, cada classe d’equiva-
lència de Z/〈n〉 està determinada per un representant
0 ≤ r < n, i:

Z/〈n〉 = {[0], [1], · · · , [n− 1]} (11.30)

[0] i [1] són, respectivament, el 0 i 1 de l’anell Z/〈n〉.
Per referir-se als representants de Z/〈n〉 es fan servir
les notacions:

k = lmodn = l (modn) (11.31)

i es diu que k i l són congruents mòdul n.

5. Dels resultats anteriors tenim que els ideals d’un
anell de restes mòdul n estan en bijecció amb els ide-
als I ⊂ Z que contenen 〈n〉.

Teorema 11.18 (xinès del reste)
Si a, b són primers relatius existeix un isomorfisme

d’anells unitaris:

f : Z/〈a b〉 → Z/〈a〉 × Z/〈b〉 :

[k]ab → ([k]a, [k]b) (11.32)

Proposició 11.4 (unitats dels anells de restes)
(veure [4, pàg. 61]) Si n > 1 i k ∈ Z les següents con-
dicions són equivalents:
• [k] ∈ U(Z/〈n〉).

• gcd(k,n) = 1.
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• [k] 6= 0 i no és divisor de zero en Z/〈n〉

Teorema 11.19 (Euler)
Si n > 1 i k són primers relatius, llavors:

kφ(n) = 1 (modn) (11.33)

on φ(n) és la funció d’Euler. Veure l’apèndix C. Per
exemple, φ(10) = 10(1 − 1/2)(1 − 1/5) = 4. Per tant
7φ(10) = 74 = 2401 = 1 (mod 10), doncs gcd(7,10) =
1.

Teorema 11.20 (petit teorema de Fermat)
Si p és primer i n ∈ Z llavors:

np = n (mod p). (11.34)

equivalentment: np−1 = 1 (mod p).

Teorema 11.21 (de Wilson)
Si p és primer, llavors

(p− 1)! = −1 = p− 1 (mod p) (11.35)

Per exemple 4! = 24 = 4 (mod 5).

Capítol 12
Anells de Polinomis
Definició 12.1 (polinomi) Sigui un anell commutatiu
A, s’anomena anell de polinomis en una indetermina-
da x a:

A[x] = {an xn + · · ·+ a1 x+ a0 : ai ∈ A, n ∈ Z+}
(12.1)

Nota: en el llibre de l’UNED [4, pàg. 107] es considera
més d’una indeterminada:

A[x] =
∑
ν

aν x
ν1
1 · · · xνnn . (12.2)

Si f(x),g(x) ∈ A:

f(x) = an x
n + · · ·+ a1 x+ a0

g(x) = bm x
m + · · ·+ b1 x+ b0

es defineix la suma i producte com:

f(x) + g(x) =
(as + bs)x

s + · · ·+ (a1 + b1)x+ (a0 + b0),

s = max(n,m)

f(x) g(x) = cn+m x
n+m + · · ·+ c1 x+ c0

on ck = ak b0 + · · ·+ a0 bk, k = 0, · · · ,n+m.
Si f(x) té l’element director an 6= 0 es diu que té grau

n i es denota per ∂f = n (fent servir la notació de [4]).
Per conveniència definim:

∂0 = −∞. (12.3)

En cas de tenir un polinomi amb varies indeterminades
es defineix el grau total i parcial com:

∂f(x) = max d : aν 6= 0, ν1 + · · ·+ νn = d (12.4)
∂if(x) = max d : aν 6= 0, νi = d (12.5)

Si an = 1 es diu que és un polinomi mònic, i si només
hi ha un sumand es diu monomi.

Propietats 12.1 d’un anell de polinomis
1. A[x] és un domini d’integritat (DI) sii A ho és [2,

pàg. 296].

2. Si A és un DI llavors U(A) = U(A[x]).

Teorema 12.1 (algorisme de divisió)
[2, pàg. 296] Sigui F un cos commutatiu (field) amb

f(x),g(x) ∈ F , g(x) 6= 0. Llavors existeixen els poli-
nomis únics q(x),r(x) ∈ F (quocient i reste, respectiva-
ment) tals que

f(x) = g(x) q(x) + r(x) (12.6)

on r(x) = 0 o ∂r(x) < ∂g(x).

Teorema 12.2 (regla de Ruffini)
Per a cada f(x) ∈ A[x] existeix q(x) ∈ A[x] tal que:

f(x) = q(x) (x− a) + f(a) (12.7)

i x− a | f(x) sii f(a) = 0.

Corol·lari 12.1 Un polinomi no nul f ∈ A[x] té com a
molt p = ∂f zeros diferents en A.

Teorema 12.3 (DIP)
Sigui F un cos commutatiu (field). Llavors F [x] és un

domini d’ideals principals (DIP). És a dir, tots els ideals
d’F [x] són de la forma 〈f(x)〉 = {f(x) g(x) : g(x) ∈
F [x]} (veure la definició de DIP en 11.29, pàg. 32).

Teorema 12.4 (criteri per un ideal d’F [x])
[2, pàg. 300] Sigui F un cos commutatiu (field), i I

un ideal no nul d’F [x]. Llavors I = 〈f(x)〉 sii f(x)
és un polinomi no nul de grau mínim en I (és a dir, un
polinomi de menor grau no nul).

Exemple 12.1 (I = 〈f(x)〉) [2, ex. 3, pàg. 300] Consi-
derar l’homomorfisme

φ : R[x]→ C : f(x)→ f(i)

és a dir, avaluar f(x) en i. Llavors x2 + 1 ∈ kerφ i
és un polinomi de grau mínim de kerφ. Per tant, del
teorema 12.4 tenim kerφ = 〈x2 + 1〉 i per el primer te-
orema d’isomorfia (veure 7.9, pàg. 19) R[x]/〈x2 + 1〉 és
isomorf amb imR[x] = C.
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12.1 Factorització de polinomis

Definició 12.2 (irreductibilitat) [2, pàg. 305] Sigui D
un domini d’integrigat. Un element f(x) ∈ D[x] no nul
ni unitat és irreductible si per a qualsevol factorització
f(x) = g(x)h(x), g(x),h(x) ∈ D, llavors g(x) o h(x)
és una unitat de D[x].

Exemple 12.2 (irreductibilitat) f(x) = 2x2 + 4 és ir-
reductible en R[x], doncs, per exemple f(x) = 2(x2+2)
i h(x) = 2 és unitat amb h−1(x) = 2−1. Igualment per a
qualsevol factorització d’f(x). En canvi f(x) és reduc-
tible en C, doncs f(x) = (2 x+

√
−2)(2x−

√
−2) i cap

dels factors és una unitat de C[x].

Definició 12.3 (contingut i polinomi primitiu)
S’anomena contingut d’un polinomi f(x) = an x

n +
· · ·+ a1 x+ a0 a c(f) = gcd(an, · · · ,a0).
S’anomena polinomi primitiu a un polinomi amb
c(f) = 1.

Teorema 12.5 (lema de Gauss)
[2, pàg. 307] El producte de 2 polinomis primitius és

primitiu.

Teorema 12.6 (irreductibilitat en A[x] i K[x])
[4, pàg. 130] Si f(x) ∈ A[x] amb ∂[A] > 0 és irreduc-

tible en A[x], llavors c(f) = 1 i també és irreductible en
el cos de fraccions K[x] de A[x].

Teorema 12.7 (les arrels divideixen f(0))
[4, pàg. 142] Sigui f(x) = an x

n+· · ·+a1 x+a0 ∈ A[x]
amb an ∈ U(A). Llavors, tota arrel d’f(x) en A divi-
deix a0 = f(0).

12.1.1 Teoremes d’irreductibilitat
Veure [2, pàg. 307].

Teorema 12.8 (irreductibilitat)
[2, pàg. 306] Sigui F un cos commutatiu (field) i

f(x) ∈ F [x] amb grau 2 o 3. Llavors f(x) és reduc-
tible en F [x] sii f(x) té un zero en F .

Exemple 12.3 (teorema irreductibilitat) En l’exem-
ple 12.8 f(x) = 2x2 + 4 té els zeros ±

√
−2 ∈ C. Per

tant, és reductible en C, però no en R, doncs no té zeros
en R.

Teorema 12.9 (reductibilitat en Q)
Sigui f(x) ∈ Z[x]. Si f és reductible en Q, llavors és

reductible en Z.

Teorema 12.10 (test d’irreductibilitat mod p)
Sigui p primer i f(x) ∈ Z[x], ∂f ≥ 1. Sigui

f̂(x) ∈ Zp[x] el polinomi obtingut reduint els coeficients
f mod p. Llavors, si f̂ és irreductible en Zp i ∂f̂ = ∂f ,
també ho és f en Q.

Teorema 12.11 (criteri d’Eisenstein)
Sigui

f(x) = an x
n + · · ·+ a1 x+ a0 ∈ Z[x]

si hi ha un primer p tal que

p - an, p | an−a, · · · , p | a0, i p2 - a0

llavors f és irreductible en Q.

Teorema 12.12 (polinomi ciclotomic)
Sigui p primer. Llavors el polinomi ciclotomic

Φp(x) =
xp − 1

x− 1
= xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1 (12.8)

és irreductible en Q.

Teorema 12.13 (ideal maximal en F [x])
Sigui F un cos commutatiu (field) i f(x) ∈ F [x]. Lla-

vors 〈f(x)〉 és un ideal maximal en F [x] sii f és irreduc-
tible en F (veure la definició d’ideal maximal en 11.17,
pàg. 29).

Teorema 12.14 (cos commutatiu)
Sigui F un cos commutatiu (field) i f(x) ∈ F [x] un

polinomi irreductible en F . Llavors F [x]/〈f(x)〉 és un
cos commutatiu (field).

Teorema 12.15 (f(x) | a(x) b(x))
Sigui F un cos commutatiu (field), f(x),a(x),b(x) ∈

F [x] i f(x) ∈ F [x] un polinomi irreductible en F . Si
f(x) | a(x) b(x), llavors f(x) | a(x) o f(x) | b(x).

Teorema 12.16 (factorització)
Qualsevol polinomi f(x) ∈ Z[x] diferent de zero o la

unitat es pot factoritzar de forma única com:

f(x) = b1 · · · bs p1(x) · · · pm(x) (12.9)

on bi i pi(x) són polinomis irreductibles amb ∂bi = 0 i
∂pi(x) ≥ 1.

Proposició 12.1 (DE) [4, pàg. 126] Sigui F un cos
commutatiu (field). Llavors F [x] és un domini Euclidi
(DE) amb:

‖f(x)‖ = 2∂f(x) (12.10)

Veure la definició de DE en 11.28, pàg. 32. Nota: en el
Gallian es defineix ‖f(x)‖ = ∂f(x).
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Teorema 12.17 (DFU)
Sigui F un cos commutatiu (field). Llavors F [x] és un

domini de factorització única (veure la definició 11.30,
pàg. 32).

Teorema 12.18 (F cos, F [x] DE, F [x] DIP)
[4, pàg. 127] Les següents afirmacions són equivalents:
• F és un cos,

• F [x] és un domini euclidi (DE),

• F [x] és un domini d’ideals principals (DIP).

Teorema 12.19 (Gauss: implicació UFD)
[2, pàg. 334] i [4, pàg. 127] Sigui D un domini de fac-

torització única (DFU). Llavors D[x] també és un DFU.

Z Z[x]

an 10n + · · ·+ a1 10 + a0 an x
n + · · ·+ a1 x+ a0

Unitat ‖a‖ = 1 ∂f(x) = 0
a = b q + r f(x) = g(x) q(x) + r(x)

primer irreductible
ED: ‖a‖ = |a| ‖f(x)‖ = 2∂f(x)

DIP: I = 〈a〉 I = 〈f(x)〉
DFU: producte primers producte irreductibles

Taula 12.1: Analogia entre els anells Z i Z[x] [2,
pàg. 332].

Capítol 13
Extensió de cossos
13.1 Espais vectorials

Definició 13.1 (espai vectorial) [2, pàg. 345] Un con-
junt V es diu espai vectorial sobre un cos commutatiu
(field) F si V és un grup abelià amb l’addició i per a
cada a ∈ F i v ∈ V hi ha un element a v ∈ V ; i es
compleixen el següent per tot a,b ∈ F i u,v ∈ V :
1. a(u+ v) = a u+ a v

2. (a+ b)v = a v + b v

3. a(b v) = (a b)v

4. 1 v = v.
Els elements d’F s’anomenen escalars i els d’V vec-
tors.

Definició 13.2 (subespai vectorial) Sigui V un espai
vectorial sobre F . U ⊂ V és un subespai de V si també
és espai vectorial sobre F amb les mateixes operacions
que V .

Definició 13.3 (independència linial) Un conjunt de
vectors S es diuen linealment dependents en F si hi ha
uns vectors v1, · · · vn ∈ S i escalars a1, · · · an ∈ F tals
que a1 v1 + · · · + an vn = 0. Altrament es diuen lineal-
ment independents.

Definició 13.4 (base d’un espai vectorial) Sigui V un
espai vectorial en F . Un conjunt de vectors B ∈ V es
diu base de V si B és linealment independent i qualse-
vol vector de V és una combinació lineal d’elements de
B.
El nombre de vectors d’una base és invariant (és a dir, la
mateix per a qualsevol base d’V ) i s’anomena dimensió
de V .

13.2 Extensió de cossos

Definició 13.5 (extensió d’un cos) (extension field) [4,
pàg. 247] Siguin K,E cossos. Es diu que E és una ex-
tensió d’un cos K, i s’escriu E/K, si existeix un ho-
momorfisme f : K → E. Com que K és un cos, f és
un monomorfisme (veure el teorema 11.7, pàg. 30), per
tant, K és isomorf a la seva imatge f(K) ⊆ E (notar
que al ser injectiva, f serà una bijecció entre K i f(K)).

En el Gallian [2, pàg. 345] es dóna una definició més
senzilla: E és un cos commutatiu K ⊆ E on les opera-
cions de K són les de E restringides a K.

Teorema 13.1 (Kronecker)
Sigui F un cos commutatiu (field) i f(x) ∈ F [x] amb

∂f > 0. Llavors existeix una extensió E on f(x) té un
zero.

Definició 13.6 (tipus d’extensions) [2, pàg. 370] Sigui
E una extensió del cos commutatiu F i a ∈ E. Una
extensió d’F de la forma F (a), on

F (x) = {f(x)/g(x) : f(x),g(x) ∈ F [x], g(x) 6= 0}
(13.1)

s’anomena extensió simple d’F .

Definició 13.7 (subextensió d’un cos) L’extensió sim-
ple definida anteriorment es defineix en [4, pàg. 252] de
la següent manera. Sigui E/F i A = {a1, · · · an} ∈ E
(on n pot ser ∞). Es denota F (A) a la intersecció de
tots els subcossos K ⊂ E que contenen F i A. El cos
F (A) s’anomena extensió generada per A sobre F . El
cos F (A) també es pot descriure de la següent mane-
ra: x ∈ E està en F (A) si existeixen els elements A =
{a1, · · · an} ∈ E i els polinomis f,g ∈ F [x1, · · · xn] amb
n indeterminades tals que

g(a1, · · · an) 6= 0, x = f(a1, · · · an)/g(a1, · · · an)
(13.2)
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Es diu que el cos L = F (A) està generat per A sobre F .
Si A té un nombre finit d’elements, llavors es diu que L
està finitament generat. Si A té un sol element, es diu
que és una extensió simple.

Per a 2 conjunts A, B es té:

F (A)(B) = F (A ∪B) (13.3)

Definició 13.8 (homomorfisme d’avaluació) [4,
pàg. 255] Sigui E una extensió del cos commutatiu F i
a1, · · · an ∈ E. Es defineix l’homomorfisme d’avalua-
ció:

F [x1, · · ·xn]→ E : f(x1, · · ·xn)→ f(a1, · · · an)
(13.4)

Llavors es diu que a1, · · · an són algebraicament inde-
pendents si ker f = {0}. És a dir, no hi ha un polinomi
no nul tal que f(a1, · · · an) = 0. Altrament, si existeix
un polinomi no nul tal que f(a1, · · · an) = 0, es diu que
a1, · · · an són algebraicament dependents.

Si a1, · · · an són algebraicament independents es un
isomorfisme entre anells:

F [x1, · · ·xn] ∼= F [a1, · · · an] ⊂ E

i entre cossos:

F (x1, · · ·xn) ∼= f(a1, · · · an) ⊂ E

Si n = 1 i a1 és algebraicament independent sobre
F , llavors es diu que a1 és transcendent sobre F . Al-
trament, si a1 és algebraicament dependent sobre F ,
llavors es diu que a1 és algebraic sobre F , i es té l’iso-
morfisme:

F [x1]/ ker f ∼= F [a1] ⊂ E (13.5)

A més, com que E és un cos, no té divisors de zero.
Per tant, tampoc els té F [x1]/ ker f i ker f és un ideal
primer ker f 6= {0}. Com que F [x1] és un DIP, ker f
serà maximal, i F [x1]/ ker f un cos. Per tant, de l’i-
somorfirme anterior tenim que F [a1] també és un cos i
F [a1] = F (a1).

Definició 13.9 (tipus d’extensions) La definició ante-
rior d’element algebraic i transcendent en [2, pàg. 370]
es resumeixen així: Sigui E una extensió del cos com-
mutatiu F i a ∈ E. Es diu que a és algebraic en F si és
el zero d’un polinomi d’F [x]. Altrament es diu que a és
transcendent en F .

L’extensióE es diu algebraica en F si tots els elements
d’E són algebraics en F . Altrament es diu que E és una
extensió transcendent en F .

Teorema 13.2 (espai vectorial) [4, pàg. 249] Sigui
E/F . Llavors E té una estructura d’espai vectorial so-
bre F .

Definició 13.10 (grau d’una extensió) SiguiE una ex-
tensió del cos commutatiu F i a ∈ E. Es diu que el grau
de l’extensió E és n i s’escriu [E : F ] = n si E té di-
mensió n com a espai vectorial en F . Si el grau és finit,
es diu que E és una extensió finita. En particular, si
[E : F ] = 1, llavors E = F .

Per exemple, C té grau 2 en R, doncs {1,i} és una base
de C.

Teorema 13.3 (extensió finita) Sigui E/F i F/K.
Llavors són equivalents
1. E/F i F/K són finites,

2. E/K és finit.
A més, si són finites es té: [E : K] = [E : F ] [F : K].

Teorema 13.4 (unicitat) Si a és algebraic en F , llavors
hi ha un polinomi mònic únic en F [x] tal que p(a) = 0.

Teorema 13.5 (divisibilitat) Si a és algebraic en F i
p(x) un polinomi de grau mínim per a en F . Llavors
si f(x) ∈ F [x] i f(a) = 0, p(x) divideix a f(x) en F [x].

13.3 Extensions simples

Teorema 13.6 (caracterització d’extensions) [2,
pàg. 371] i [4, pàg. 257] Sigui E una extensió del cos
commutatiu F i a ∈ E. Es compleix que:
• Si a és transcendent en F , llavors F (a) és isomorf a
F (x).

• Si a és algebraic en F , llavors f : F (x) → F (a) =
E : x → a és un epimorfisme i E un anell de poli-
nomis en a. Es diu que E/F és una extensió simple
algebraica. Si f(x) és un polinomi irreductible tal
que f(a) = 0, llavors

ker f = 〈f(x)〉 (13.6)

doncs f(a) = 0, i f(a) g(a) = 0. Per tant, 〈f(a)〉 =
{f(a) g(a) : g(x) ∈ F [x]} ⊆ ker f . Al ser f(x)
irreductible, 〈f(x)〉 és un ideal maximal (veure el te-
orema 12.13, pàg. 35) i, per tant , ker f = 〈f(x)〉.
D’aquí tenim que per el primer teorema d’isomorfia,

F [x]/〈f(x)〉 = F [x]/ ker f ∼= im f = F (a) (13.7)

Per a que el polinomi sigui únic es tria mònic i s’ano-
mena polinomi mínim de a sobre F . Amb la nota-
ció de [4, pàg. 257] el polinomi mínim es denota per
P (a, F ). És a dir, P (a, F ) és un polinomi irreductible
mònic f(x) ∈ F [x], tal que f(a) = 0.
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Teorema 13.7 (element primitiu)
Sigui E/F una extensió finita de cossos de caracte-

rística 0. Llavors és simple, algebraica i E = F (a) per
algun a ∈ E. L’element a es diu element primitiu de
l’extensió.

Apèndixs

A. Divisibilitat en els enters
Definició 13.11 Divisor Es diu que l’enter d divideix
l’enter a (o que a és divisible per d, o que d és divisor o
factor de a) si a és un múltiple de d, i s’escriu d|a:

d|a⇒ a = q d, q ∈ N. (13.8)

Definició 13.12 Màxim comú divisor (Greatest Com-
mon Divisor, gcd): Per a qualssevol enters a,b, amb
a,b 6= 0, gcd(a,b) és el major de tots els divisors co-
muns de a,b. Es compleix gcd(a, b) = gcd(a, amod b).
Per a calcular-ho és convenient l’algorisme d’Euclidi:

gcd(a, b) =


a, a = b

gcd(a− b, b), a > b

gcd(a, b− a), b > a

(13.9)

Definició 13.13 Mínim comú múltiple (Least Com-
mon Multiple, lcm): Per a qualssevol enters a,b, amb
a,b > 0, lcm(a,b) és el menor enter positiu que és múl-
tiple de a,b.

Definició 13.14 Nombres primers relatius: Dos nom-
bres n,m són primers relatius si l’únic factor comú que
tenen és l’1. És a dir, gcd(n,m) = 1.

Teorema 13.8 De la divisió entera
Per a qualssevol enters D (dividend) i d (divisor), amb
d > 0 existeixen els enters únics q (quocient) i r (reste)
tals que

D = d q + r, 0 ≤ r < d (13.10)

Veure la demostració en [2, pàg. 3].

Teorema 13.9 gcd és una combinació lineal
Per a qualssevol enters a,b, amb a,b 6= 0, existeixen els
enters s, t tals que

gcd(a,b) = a s+ b t. (13.11)

Corol·lari: Si a,b són primers relatius (gcd(a,b) = 1),
aleshores existeixen els enters s, t tals que

a s+ b t = 1. (13.12)

Veure la demostració en [2, pàg. 5].

Teorema 13.10 Lema d’Euclidi Per a qualssevol en-
ters a,b, si p és un nombre primer que divideix a b, ales-
hores p divideix a o divideix b. Veure la demostració
en [2, pàg. 6].

Teorema 13.11 Teorema fonamental de l’aritmètica
Qualsevol enter a es pot representar de forma única com
a producte de potències de nombres primers:

a = pα1
1 p

α2
2 · · · pαk

k =
k∏
i=1

pαi
i (13.13)

on p1 < p2 < · · · pk són nombres primers i αi ∈ N.
Veure la demostració en [2, pàg. 6].

B. Aritmètica modular
Per a qualssevol enters a,n, el mòdul amodn es defi-
neix com el reste de la divisió entera de a entre n.

Propietats
amodn ∈ Zn = {0, 1, · · · ,n− 1} (13.14)
(a mod n) mod n = a mod n (13.15)

(a+ b) mod n =
((a mod n) + (b mod n)) mod n

(13.16)

a b mod n = ((a mod n) (b mod n)) mod n (13.17)

ab mod n = abmod φ(n) mod n (13.18)

on φ(n) és la funció d’Euler (veure l’apèndix C).

Definició 13.15 Congruència Qualssevol enters a,b
són congruents respecte modn si

amodn = bmodn (13.19)

Teorema 13.12 Si dos enters a,b són congruents respec-
te modn, aleshores a − b és un múltiple de n (és a dir
a− b divideix n).

Teorema 13.13 Si escrivim a ∼n b quan a,b són con-
gruents modn, aleshores, si a1 ∼n b1 i a2 ∼n b2, llavors

a1 + a2 ∼n b1 + b2 (13.20)
a1 − a2 ∼n b1 − b2 (13.21)
a1 a2 ∼n b1 b2 (13.22)

C. Funció φ d’Euler
(Euler’s totient function) φ(n) ≥ 1 compte quants
nombres enters positius menors que n són primers re-
latius amb n. Per tant, φ(n) és el nombre d’enters
k, 1 ≤ k < n, tals que gcd(n.k) = 1. Per exemple,
φ(9) = 6, doncs 1, 2, 4, 5, 7, 8 són primers relatius de 9.
Notar que per un nombre primer p, φ(p) = p− 1.
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Propietats
1. Per a qualssevol nombres n.m primers relatius

(gcd(n.m) = 1):

φ(mn) = φ(m)φ(m) (13.23)

2. Per a qualsevol nombre primer p i enter k ≥ 1:

φ(pk) = pk − pk−1 = pk(1− 1

p
) (13.24)

3. Donada la descomposició d’un enter en factors
primers (13.13) i aplicant reiteradament (13.23)
i (13.24) es té:

φ(a) = φ(pα1
1 p

α2
2 · · · pαk

k ) =

φ(pα1
1 )φ(pα2

2 ) · · ·φ(pαk
k ) =

pα1
1 (1− 1

p1
)pα2

2 (1− 1

p2
) · · · pαk

k (1− 1

pk
) =

pα1
1 p

α2
2 · · · pαk

k (1− 1

p1
)(1− 1

p2
) · · · (1− 1

pk
) =

a (1− 1

p1
)(1− 1

p2
) · · · (1− 1

pk
) (13.25)

D. Notació
gcd greatest common divisor.

lcm least common multiple.

d|a d divideix a.

S ⊆ T S ⊂ T o S = T .

S ⊂ T S ⊂ T i S 6= T .

X/R Partició generada per la relació d’equivalèn-
cia R d’un conjunt X . Veure el teorema 1.1,
pàg. 2.

G ∼= G′ Grups isomorfs. Veure la def. 7.4, pàg. 18.

An Grup altern de grau n. Veure la def. 3.3,
pàg. 10.

Biy(X) [3, pàg. 20] Grup format per les aplicacions
bijectives del conjunt no buit X → X , on l’o-
peració és la composició de funcions. Notar
que els elements de Biy(X) són funcions, i la
funció h : X → X, h(x) = (f ◦ g)(x), on
f ,g ∈ Biy(X) compleix h(X) = f(g(X)) =
f(X) = X . Per tant, h ∈ Biy(X)1.

Cn Grup cíclic d’ordre n. Veure la definició .

Dn Grup dièdric d’ordre n. Veure la secció 2.3,
pàg. 7.

N(S) o NG(S) normalitzador de S en G. Veure la
def. 2.15, pàg. 7.

o(G) Ordre del grup G. Veure la def. 2.4, pàg. 4.

o(a) Ordre de l’element a. Veure la def. 2.8, pàg. 5.

Sn Grup simètric de grau n. Veure la def. 3.2,
pàg. 8. Quan X és un grup finit, es fa servir
la notació Sn en comptes de Biy(X).

Sa Conjugat de S per a. Veure la def. 2.14, pàg. 7.

GLn Grup de les matrius no singulars d’ordre n,
amb operació producte de matrius.

U(n) Conjunt dels enters positius menors que n i
primers relatius amb n. També es fa servir
aquesta notació per referir-se al grup format
per aquest conjunt i l’operació mòdul n. L’or-
dre o(U(n)) = φ(n). Veure la funció φ d’Eu-
ler, apèndix C. Notar que per un nombre pri-
mer p, U(p) = {1, 2, · · · , p− 1}.

Conjunts/Grups

C Conjunt dels complexes.

N Conjunt dels naturals (enters positius).

Q Conjunt dels racionals.

Q+ Conjunt dels racionals positius.

R Conjunt dels reals.

R+ Conjunt dels reals positius.

Z Conjunt dels enters.

Z+ Conjunt dels enters positius.

Zn Conjunt {0, 1, · · · ,n−1} i grup amb l’addició
mòdul n.

mZ Conjunt dels múltiples de m: {mx : x ∈
Z} = {· · · , − 2m, − m, 0,m 2,m, · · · } i
grup amb l’operació d’addició. Veure el teo-
rema 2.4, pàg. 4.

Zom Grup multiplicatiu dels enters mòdul n. Veure
la def. 6.1, pàg. 16.
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Centralitzador d’un element a, 6
Centralitzador d’un subgrup H , 6
Centre, 6
Classe generada per una relació d’equivalència, 2
classes d’equivalència, 12
coeficients de torsió, 22
Composició de funcions, 2
Congruència, 38
Conjugat, 7
Conjugat d’un subconjunt S per un element a, 7
Conjunts quocients, 3
contingut d’un polinomi, 35
Cor, 15
Cos, 26
cos commutatiu, 26
Cos de fraccions d’un domini d’integritat, 27
cos quocient, 31
coset, 11

De la divisió entera, 38
dimensió, 36
Divisor, 38
Divisor de zero (zero-divisor), 26
Domini d’integritat (integral domain), 27
domini euclidi, DE, 32

element director, 34
element generador, 5
epimorfisme, 18, 30

escalars, 36
Euler’s totient function, 38
extensió d’un cos, 36
extensió finita, 37
extensió generada per A sobre F , 36
extensió simple, 36, 37
extensió simple algebraica, 37

Fórmula de transitivitat de l’índex, 13
factor ring, 29
Funció φ d’Euler, 38
Funció (o aplicació, mapping), 2
Funció bijectiva (bijective), 2
Funció injectiva (one-to-one, 2
Funció restringida a un subconjunt, 2
Funció surjectiva (sobreyectiva, onto, 2

generador minimal, 4
grau, 34
grau de l’extensió, 37
Grup, 3
Grup abelià, 4
Grup additiu dels enters, 3
Grup additiu dels enters múltiples de m, 3
Grup additiu dels enters mòdul n, 3, 18
Grup additiu dels racionals, 3
Grup altern de grau n, An, 10
Grup cíclic, 5
grup especial lineal, 14
Grup finitament generat, 4
Grup isomorf, 18
Grup multiplicatiu dels enters mòdul n, 16, 18
Grup multiplicatiu dels racionals diferents de zero, 3
Grup permutatiu:, 8
grup quaternió, 3
Grup simètric de grau n, Sn, 8
Grup simple, 15
grupoide, 3
grupoide abelià, 3
grupoide associatiu o semigrup, 3
Grups homomòrfics, 16
grups isomorfs, 19

homomorfisme d’avaluació, 37
Homomorfisme entre anells, 29
homomorfisme natural, 17, 30

Ideal, 28
ideal finitament generat, 28
ideal impropi, 28
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Ideal maximal, 29
Ideal primer, 29
ideal principal, 28
ideal trivial, 28
imatge de f , 19
imatge de l’homomorfisme entre anells, 30
Inversió, 10
irreductible, 32
isomorfisme, 18, 30

Kernel, 16

Lema d’Euclidi, 38

Mínim comú múltiple, 31, 38
Màxim comú divisor, 31, 38
matriu de G respecte la presentació (S,R), 24
monomi, 34
monomorfisme, 18, 30
multiplicació de cicles, 9

Natural homomorphism, 17
nombre de Betti, 22, 23
Nombres primers relatius, 38
Normalitzador, 7
Notació per cicles (cycle notation), 9
nucli (kernel), 16
nucli de l’homomorfisme entre anells, 30

One-to-one, 2
Onto, 2
Operació binària, 2
Ordre d’un element a d’un grup G, 5
Ordre d’un grup, 4

p-grup, 20
p-grup maximal, 20
p-subgrup de Sylow, 20
Partició, 2
permutació (permutation), 2
Permutació parella, 10
Permutació senar, 10
permutacions, 8
Petit teorema de Fermat, 13
polinomi ciclotomic, 35
polinomi mínim de a sobre F , 37
polinomi mònic, 34
polinomi primitiu, 35
presentació de G mitjançant generadors i relacions,

23
primer, 32
producte d’anells, 27
Producte de subgrups, 7
Producte directe de grups, 8

projecció, 17
propietat de simetria, 1
propietat reflexiva, 1
propietat transitiva, 1

Relació d’equivalència, 1
representants de l’anell quocient, 29

sistema complet de relacions de G respecte S, 23
Sistema generador, 4
sistema generador, 23
Sobreyectiva, 2
Subanell (subring), 26
Subconjunt conjugat, 7
subconjunt propi, 4
Subgrup, 4
Subgrup conjugat, 6
subgrup de les relacions de G respecte d’S, 23
Subgrup de torsió, 22
Subgrup generat, 4
Subgrup Normal, 13
subgrup propi, 4
subgrups conjugats, 15

taula de Cayley, 7
taula de multiplicació, 7
Teorema ker f és un ideal propi, 30
Teorema e és únic, 3
Teorema F conté Zp o Q, 31
Teorema F cos, F [x] DE, F [x] DIP, 36
Teorema R/I és un cos commutatiu sii I maximal,

29
Teorema R/I DI sii I primer, 29
Teorema algorisme de divisió, 34
Teorema Cancel·lació, 3
Teorema Caract. d’un domini d’integritat, 27
Teorema Característica d’un anell unitari, 27
Teorema Cayley, 19
Teorema cos commutatiu, 35
Teorema criteri d’Eisenstein, 35
Teorema criteri per un ideal d’F [x], 34
Teorema d’estructura de grups abelians finitament

generats, 22
Teorema d’estructura de grups abelians finits, 21
Teorema de Wilson, 34
Teorema DFU, 36
Teorema DIP, 34
Teorema ED⇒ PID, 32
Teorema element primitiu, 38
Teorema els ideals són kernel, 30
Teorema en un DI primer implica irreductible, 32
Teorema en un DIP irreductible⇒ primer, 32
Teorema Euler, 34
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Teorema factorització, 35
Teorema factors irreductibles, 32
Teorema fonamental de l’aritmètica, 38
Teorema fonamental dels grups cíclics, 6
Teorema Gauss: implicació UFD, 36
Teorema Grup quocient (factor group), 15
Teorema homomorfisme de Z en un anell, 31
Teorema ideal maximal en F [x], 35
Teorema irreductibilitat, 35
Teorema irreductibilitat en A[x] i K[x], 35
Teorema Kronecker, 36
Teorema Lagrange, 12
Teorema lema de Gauss, 35
Teorema les arrels divideixen f(0), 35
Teorema partició, 2
Teorema petit teorema de Fermat, 34
Teorema PID⇒ DFU, 32
Teorema Poincaré, 15
Teorema polinomi ciclotomic, 35
Teorema Primer teorema d’isomorfia, 19

Teorema Primer teorema de Sylow, 20
Teorema primer teoria d’isomorfia per anells, 30
Teorema Quart teorema d’isomorfia, 20
Teorema reductibilitat en Q, 35
Teorema regla de Ruffini, 34
Teorema Segon teorema d’isomorfia, 20
Teorema Segon teorema de Sylow, 20
Teorema Tercer teorema d’isomorfia, 20
Teorema Tercer teorema de Sylow, 20
Teorema test d’irreductibilitat mod p, 35
Teorema un anell unitari conté Z o Zn, 31
Teorema Un subgrup i el seu conjugat són isomorfs,

18
Teorema xinès del reste, 33
Test de normalitat, 14
torsió, 5
transcendent, 37

Unitat (unit), 26

vectors, 36
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