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Capitol 1
Conjunts convexes
1.1 Elements

Recta

{z|lz=Az1+ (1 =N x2);
AE R;l'hl'g (S R"} (1.1)

Segment

{Zzlz=Az1+ (1 =N zo);

Conjunt afi I és aff si:

T,z €T

Aleﬁ } SAp+(1-Nzel  (1.3)
El conjuntde R™: I' = {Az +b | £ € R™}, on

A € R™™ b € R" és un conjunt afi. La funcié

f:R™ = R", f(z) = Az + b es diu funcid afi.

Combinacié afi Un punt z € R" és una combinacid
afidels punts zy, - - - ,,, € R” si existeixen les constants
AL+ - Ay = 1 tals que:

T=MT1+ ATy

Conjunt convex I és convex si:

T,x0 €T

OS)\SI}#/\ler(lf)\)xZeF (1.4)
Combinacié convexa Un puntz € R" és una combi-
naci6 convexa dels punts zy, - - -z, € R" si existeixen
les constants Ay, - -+ A, >0, Ay + -+ - A, = 1 tals que:

T=MT1+ ATy

Vertex o extrem Un puntz € I' és un vertex de I si
no és possible trobar &1 # ¢, To # x; 1,22 € [',0 <
A<ltalsquex = Az, + (1 — \) 2.

Envolupant convexa (convex hull) Conv I d’un con-
junt arbitrari I" és el conjunt de totes les combinacions
convexes de punts de I'":

ConvI = { Mz + - ATy | 25, €T
Ai >0, A+ A = 1}

Capitol 1. Conjunts convexes
Semiespai obert
{z|c"z <ajc,z € R";a € R} (1.5)
Es diu tancat si és <.

Subespai
subespai si:

(anomenat també subespai lineal) [" és un

x1,T2 € T

a,beR }éaxl-i-bmel“ (1.6)
Subespai afi (anomenat també variacié lineal, linear
manifold). Si T és un subespai, el subespai afi A és el
subespai traslladat:

A=b+T={z+b|zecl} (1.7)

Per exemple, en R3 I’origen, linies i plans que passen
per I’origen i tot R? sén subespais. Mentre que punts,
linies i plans en general i tot R? sén subespais afins.

Con C ésun con si:

el

)\ZO}:>)\:£€C

(1.8)

Combinaci6 conica Un punt x € R™ és una combi-
naci6 conica dels punts zq,---z,, € R” si existeixen
les constants Aq, - - - A, > 0, tals que:

T=MZ+ AT,

Con normat Per a qualsevol norma en R"”, el con
C C R™! associat a la norma és:

C={(t) [« <t} (1.9)
Con semidefinit positiu Farem servir la notacié S,
S’ i S%, per referir-nos respectivament al conjunt de
matrius simetriques, semidefinides positives i definides
positives (veure I’apendix D). El conjunt S’} és un con
convex de dimensi6 n (n + 1)/2 anomenat “con semi-
definit positiu”.

Hiperpla Es el conjunt:
{x|c"z = c,z € R";a € R} (1.10)
Si expressem I’equacié (1.10) com:
{z|cT(x—20) =0; c,x € R c"zy = a}

I’hiperpla es pot interpretar geometricament com el
conjunt de vectors amb origen x, normals al vector c.
Una definici6 equivalent és que un hiperpla en R™ és un
subespai afi de dimensi6é n — 1.



" 1 op wanxa jund
un sAusurfe 91 1 op Wodns gdiadiy joadsfenb sazoysore
‘(3e3000 1 JROUR)) 9)0edWOd XAUOD JUNfuod un s9 J IS

I3TA T 0T D

:onb

[e) ) # O JOJO9A UN XIAISIXd SAIOYSI[E ‘] Op JOLIAUI,|
€ Auerad ou anb 10300 un s9 T 1s ‘np e sq -grdradiy, |
10d sjeutunolep sredseruios S[Op un ud NFUNUOD BISO |
onb e} ] que eping ou 91099s193ul 9) onb erdiadry, | ©
I 2p wodns grdiadiy nip s9 ¢ T x9Au09 jun(uod un jeuoq
ja0dns eidaadryg ¢'1 eupI0d],

¢/ Gllall = Zllel) = ©
1q—®=02Uu0 ‘D = ;2 59 3w jund nds [od essed
anb grdiadiy, | sa1oysare ‘ewruyw eroug)sip 9p syund sop
uos y  q1.]3®Is 9959 "eredas so onb gdredny un
XIQ)SIXd ‘SIINQ OU SIXIAUOD SHUNnfuod sop uos y I IS
*sjunfuod s[o juawre)dInsa ered
-0s grdiadiy, | anb nip $9 ‘< ‘> uos syeIENSISIP S| IS
vax I3t o> 'zoo
JIp e sg

DITDEVIT
0>T D= 15T

1s 'V “ 1 syunfuoo sop vredss {v = z,0 | z} gidradny un
SIXAAU0D SHUN(uod Ip opeIedd§ 7'T ewAI0],

{13 2] (2)f} = (1)/ +f reonde
[e I X0AU09 junfuod [op ddjewr e ‘q + Ty = (z)/
‘Wil < W3 ¢ J 1ye orouny e BpeRUO( "I QIORUIqUIO)) e

"V + JY [edul] 9oRUIqUIO)) e
‘] -+ T oroe[suel], e

" 1Y Teresse un 1od 91onpoid e
V= J euIoji( e

'V + Jewng e

'V U J O1099s10)u] @
1X9AUOD JUN[UOD Un € SO[[ UAUOP *

T ] SOX9AUO09 sjunfuod s[o qure suoroerado sjuan3os so]
JBJIX9AU0D B[ udAI3saxId anb

SIXAU0Y sunfuod que suoperd() [T BWRI0],

SIXIAUO0D SHUN[U0I TGOS SIWII0A], €'

{Iszzy=2]z2}= 1Y

Je[edsa un 13d 3jonpoag

{vafigszi—z=z|2} =y — 1
:onb 1e1I0N
{vaofk‘goszi+z=2z|2}=Vv+]
euwng
S9X9AU0) sjun(uod quie suopeRd 7’1
*d 9p sio[eaoine

S[Q UOS 'Y U0 ‘¢ A S9 SOXIOTWAS S[Op BpIW B ‘seAnisod
SOPIUYQPIWIS 1 sanbINQuiIs uos v 1 J snLjew s uQ

@D {d=,v 1>%n||nv+°z}
={i>0Cz—2)g,z—2) |z} =g

:s9 optosdif-jo uny  aprosdir-1a

arn {1 >n| [na+°z}
={p>(z—2)(z—2) |z}
={4>Pr—x|| | 2} = (+70)g

159 , Y U9 £ IPBI 1 °T 91UID 3P ‘e[|
-0q juowerdwis o ‘eopyond e[joq BU[)  €IPIPNY B[[og

0=?

0=t
1= {iusv>0m v {=2la}=1

w

'z sx0)1A quie x9[duys eudwoue s syund sysonbe, p
SOXOAUOD SUOIOBUIQUIOD SI $9)0) 9p T UnfUuod [ 3
S Y. .. 0z syuaroyp syund T + w um3ig  xardurg

0< ‘T =*%r+ %x + Twapayod :1'T eindnj

0 Z €y ‘Cxy ‘Ix

[:Sg;+6g;+{g;

:a1payjod [0 ensow [ einSy e[ ‘9[dwoxe 19 ‘SOX9AUOD
uos sopqury -arparjod euswoue, s jejooe s9 doyjod 10 1S

{3 P ezd 1=p=xl>
EYJ,--.‘[:[‘f(ISxI[e\z}:d

:suerdradiy 1
SJeoUR) STedsoTuIds 9p JIUY OIWNU UN, P OIOIISIAUT 3]
op junfuod un s9 4 dojyjod un saaparjod 1 sdojrjoq

S9X0AUO0D syunfuiod quie suororiad) Z'J

"OTOIP? 10019} ‘Kued
-wo)) Surysiqng YUOMSPeA ‘SuiiLIo8]y pup suoi
-0o1ddy youpasay suoyniad)) UOISUIA\ T UAeA\ [9]

"L66] O1IPd
eu039s ‘N[ SQUOIIPY "] OWIQ] ‘DIUPUWIIDUL UQO
-1opuaSold ap Sopojapy  "SeIdRIN ueju] [eejey [G]

*G00T ‘O101pa BuO0Fs ‘1ounidS “Sunununis
-04d ADUIJUON pup paur] 19319quanT ‘0 praeq [¥]

H00T ‘SS1d ANSIOAIUN) 93pLIqUIR)) “UOYDZIULI
-d(O) X24u0)) AY3IqUIPUBA UIAIT I pAog uaydas [¢]

‘broeTpadIyTmM
*us//:d33y erpadorokous oa1y oy ‘erpadryipgy (7]

‘bro-3o0sloxd-a MMM/ /
:d33y -Sunndwo) eonsnels 10y 109lo1g Y oyl [1]

egeIsonqig

ﬁ;‘)’f:ﬂ = 7[(x) f,A] re1ssoH [0 59 (T) [ A UO

BYRISOIqIq

(TH)
("z—2z) Pz (v — 1) + 'Y foA (('2 —2Z) 5 /1
+('z —2x) (‘) A+ (‘2 f = (°z)f

:SaI0YSae ‘QIpIo u03as ap srerored

SOPBALIOP SO UQXIQISIXD IS ‘Soul ¥ "SI Jo[eA [op O 93

-ueI3e] Op BWAIO) JqUIB) BUIWOUR S OIoR[al B)sanby
(I'|

(" —%2)  (Cz (v — 1) + "2 O)JA + ('9)f = (Cx)f

Pnb@ TS Y S0

un X19JsIxa saoysoe ‘[¢x ‘L] yuowsdes [o 9yuod anb g

01391 BUN U S[RIOUAIJIP $9 Y <— 3 : / orouny e[ IS

SO[qeLIBA SILIRA P
suonunj 13d Jo[Ae], op BURIOA], ‘H

‘(7' 3y e[ 21naa) Oz jund [0
uo () / op oyeadida, | op 1odns gidiadiy, | ©I9s (G D) sa1
-0USae “BXdAU0d o1ouny eun s () / 15 anb 9quue) I)ON

so o= ("W]-[2]) oai7a)

(7] ey vy aman) s ((0)/ ‘Ox) jund [0 ud
(+'D) oge1s Te juaduey gdradry,] onb wrud) (7'0) jued

-1jde { - } = (fi‘@)JA onb wop fi — (z)/f

(@) /A
9z



4

Teorema 1.4 Interseccié de conjunts convexes
Sil;,% € Z és una familia de conjunts convexes en R",
iz L'i és un conjunt convex.

Teorema 1.5 Combinacié convexa de punts
Si I' és un conjunt convex, aleshores qualsevol combi-
naci6 convexa de m punts de I pertany a I'.

Teorema 1.6 Teorema de Caratheodory

Sigui un conjunt arbitrari I' C R", aleshores, qualse-
vol punt € I' es pot expressar com a la combinacié
convexa de n + 1 punts de I'.

Alternativa 1 Alternativa2 Nom

Az=b ATy >0 Farkas
z>0 bTy <0
Az <b ATy >0 Gale
z>0 bTy <0
y=>0
Az <0 ATy =0 Gordan
y>0
y#0
Az <0 ATy, +Aly,=0 Motzkin
Az <0 Yy 20,9y, #0
Y>>0

Taula 1.1: Alguns teoremes d’alternatives.

ay

b

a

(@ (b)

Figura 1.2: Interpretacié geometrica del teorema de
Farkas.

1.4 Teoremes d’alternatives

Teorema 1.7 Lema de Farkas

Sigui A una matriu m X n i b un vector, b € R™.
Aleshores es compleix exactament una de les dues al-
ternatives segiients:

1. Existeix un vectorz € R" talque Az =bixz > 0.

2. Existeix un vector y € R™ tal que ATy > 0i
bTy < 0.

Interpretacié geometrica: Siguin ay, - - -a, les colum-

nes de A. La condicié 1 implica que el vector b és

Capitol 2. Funcions convexes

una combinacié conica dels vectors a; (veure la figu-
ra 1.2.(a)). La condicié 1 vol dir que hi ha un vector
y que fa menys de 90° amb els vectors a; i més de 90°
amb el vector b. Per tant, existeix un hiperpla perpen-
dicular al vector y que separa el vector b del con format
pels vectors a; (veure la figura 1.2.(b)).

Existeixen nombroses variacions del teorema de Farkas.
Lataula 1.1 en mostra algunes.

Capitol 2
Funcions convexes

2.1 Funcions convexes

Sigui I' un conjunt convex de R i f una funcié definida
sobre I'. Es diu que f és convexa si:

fAzi+ (1 =XNzo) <
M)+ (=) fas) &V

Si la desigualtat és <, es diu estrictament convexa.

zl,xQGF
0<A<1

Teorema 2.1 Desigualtat de Jensen

L’equaci6 (2.1) es pot generalitzar facilment a qualse-
vol combinacié convexa de punts de I'. Es a dir, si
Zy, - X, € I'io < )\7 < 17 Zz)\l = 17 i = 1,"‘77/,
aleshores f és convexa si:

fOuz+ - Aa) < M fl@r) +-- M\ fl@n)

També podem agafar un conjunt infinit de punts de T',
de manera que per qualsevol funcié p(z) > 0, D C T,
Jpp(x) =1, aleshores f és convexa si:

f ( / p(x)zdx) < [ i @2

Podem interpretar p(z) com una funcié densitat de pro-
babilitat. Per tant, la desigualtat (2.2) es pot enunciar
de la segiient manera: Si z és una variable aleatoria i
z € dom f amb probabilitat 1, aleshores per a qualse-
vol funcié convexa f:

f(Ez) <Ef(z) 23)

La desigualtat (2.3) es coneix com a desigualtat de Jen-
sen.

epi f

Figura 2.1: Epigrafic d’una funcié.

Apeéndix G. Hiperficie i subconjunt de nivell

@a=b=c=1, A\ =3/2, =1/2.

25

N
I I I I I

b)a=c=1,b=3, A\ =5/2, s =—-1/2.

Figura E.1: Forma quadratica en R? (equacions (E.1) i (E.4)) i corbes de nivell per una matriu A: (a) definida

positiva, (b) indefinida.

Figura F.1: Relaci6 entre el gradient Vf (z,), hiper-
ficie de nivell H, i subconjunt de nivell C;, d’una
funcié f : R? — R.

(T Apz)T = (Apz)Tz = 2T ALz = 2T Az =
T A z. Per tant, aplicant la regla de la cadena i el re-
sultat (F.4):

Vi) =Vz"Az)=Az+Az=2Azx (F5)
"

Observacions
e El transposat de (F.3) és el Jacobia de g(z).

e Alguns autors defineixen el gradient d’una funcié
f : R™ — R com un vector fila igual al transposat
del vector (F.1). En aquest cas es defineix el gradient
de la funcié vectorial g : R — R™ com el transpo-
sat de la la matriu (F.3), és a dir, coincideix amb el
Jacobia.

G. Hiperficie i subconjunt de nivell
Es diu hiperficie de nivell (o conjunt de nivell, level set)

‘Hz, d’una funcié f : R” — R que passa per un punt z,
al conjunt (veure la figura F.1):

Hay = {2 | f(x) = flm0)} G.D

graf f = {(z, y) | y = f(z), z € dom f}
epi f={(z,y) |y > f(z), z € dom f}

Y (-2 -

-/

o

Vf(zo) »

Figura F.2: Relaci6 entre el gradient, grafic i epi-
grafic d’una funcié f : R — R.

Sin = 2 es diuen corbes de nivell, i si n = 3 superfi-
cies de nivell.

Si el gradient en un punt z, és Vf(zy) # 0, aleshores
Vf(zo) és un vector perpendicular a la hiperficie de ni-
vell de la funcié f(z) en x,. Per tant, I’hiperpla tangent
a la la hiperficie de nivell (G.1) en el punt  és:

Vf ()" (& —z0) =0 (G.2)

Es diu subconjunt de nivell (sublevel set) C;, d’una
funcié f : R™ — R que passa per un punt x, al conjunt
(veure la figura F.1):

Cop = {z | f(2) < flz0)} (G3)

Es facil veure que si f(z) és convexa, aleshores Cy,
és un conjunt convex: Si Z1, o € C,, aleshores
flazi + (1 —a)zs) < af(z) + (1 —a) f(z) <
a f(@o) + (1 — a) f(xo) = f(xo) = flazi + (1 -
a)xs) € Cyy. Aixi doncs, si f(z) és convexa (G.2) és
I’hiperpla suport de Cz, en xo (veure la figura F.1).

Notar que el grafic d’una funcié f(z):

graff:{(:l:, Y) \y:f(m), ZL‘EdOl’ﬂf} G4

el podem interpretar com la hiperficie de nivell
F(z, y) = 0de lafuncié F : R""! - R, F(z, y) =
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Demostracio. Desenvolupant per Taylor (veure I’apén-
dix H):

fy) = f@)+ V@) (y —2)+
12(y—2)' Vi@ +aly—=z)(@y—=z)

per algun 0 < a < 1. D’aqui tenim que si el Hessia
és una matriu semidefinida positiva en I', aleshores es
complira que f(y) > f(x) + Vf(z)T (y — z), i perel
teorema 2.3 podem afirmar que f és convexa. Per altra
banda, si el Hessia no és una matriu semidefinida posi-
tiva, aleshores aquesta desigualtat no es complira, i per
el teorema 2.3 podrem afirmar que f no és convexa. [J

2.5 Exemples de funcions convexes en R

Funcions lineals i afins son convexes i concaves al-

hora.

Exponencial e“” és convexa en R per qualsevol a €
R.

Poténcies 1z és convexaen R,y pera < 0oa > 1i

concavaper 0 <a < 1.

Poténcies del valor absolut
p>1.

|z|? és convexa en R per

Logaritme
vexaen Ry .

log x és concavaen R, ; i —logx és con-

Entropia negativa x logz és convexaen R, o en
R siimposem el valor O per z = 0.

2.6 Exemples de funcions convexes en R"

Normes totes les normes son convexes.

Maxim f(z) = max{zy, - z,} és convexa.

Raé entre una funcié quadratica i una lineal
f(z, y) = 2%/y, dom f =R x R, és convexa.

Logaritme de la suma d’exponencials
f(z) = log{e™ + - --e*} és convexa.

Mitjana geomeétrica
f(@) =1L, =), dom f =", ésconcava.

'Exemple agafat de [3].

Capitol 2. Funcions convexes

Logaritme del determinant
f(x) =log det X, dom f = {X | X > 0} és concava.

szyo =
f(z) {(@, yz/‘ 9(w, y) < g(xo, yo)}

Figura 2.2: Exemple d’un conjunt de nivell Cy, i Cy 4,
d’una funcié quasiconvexa f : R =+ Rig: R?> = R
respectivament.

2.7 Funcions quasiconvexes

Es diu subconjunt de nivell (sublevel set) C;, d’una fun-
ci6 f : R® — R que passa per un punt x; al conjunt
(veure la figura 2.2 i ’apendix G):

Coy = {2 | f(2) < flz0)}

Es diu que una funcié f, dom f = D és quasiconvexa
si D tots els seus subconjunts de nivell Cg,, £y € D son
conjunts convexes. Una funcid f es diu quasiconcava si
— f és quasiconvexa. En aquest cas, els seus “supercon-
junts de nivell”, definits com {z | f(z) > f(xo)}, sén
conjunts convexes. Evidentment, una funcié convexa
també €s quasiconvexa.

(2.8)

Observacions

e La quasiconvexitat també es pot enunciar de la se-
giient manera: Una funcié f és quasiconvexa si i no-
més si dom f = D és quasiconvex i:

fzy+ (1 =N 2x2) <max{f(z1), f(z2)} 2.9

Alguns autors anomenen (2.9) com desigualtat
de Jensen per funcions quasiconvexes (comparar
amb (2.3), pag. 4).

Exemple 2.1 Funcié quasiconvexa

Lafunci6 f : R? - R, f(z,y) = zy,dom f = R2 no

és convexa ni concava perque el Hessia:

2 01
vr=[i

¢és una matriu indefinida (donat que té els autovalors +1,
—1, veure 1 dpendlx.D). f pero, € quasiconcava en RY
perque els superconjuts de nivell:

{(z.y) ley>a, o, z,yeR}

Apeéndix C. Meétode de Hooke i Jeeves

}
x3
}

x4

}

F <—

fo

}

x[

(x=5) % (x—8) * exp(x/10.0)

<— function(n)

5

{ # calcula x3

x[1] + F[N-n]/F[N-n+2] * (x[2] — x[1])

<— function (n)

{ # calcula x4

x[2] — F[N-n]/F[N-n+2] % (x[2] — x[1])

c(l, 1) ; # seq.
r(n in 3:N) {
F[n] <— F[n—1] + F[n-2] ;

c(3.,4)] <— ¢(x3(2), x4(2)) ;

y < f(x[1:4]) :

fo

}
if

}

r(n in 3:N) {

de Fibonacci

if ((y[4] < y[3]) & (y[4] < yl[2D) {

x[1] <= x[3] 5 y[l] < y[3] ;
x[3] <= x3(n) ; y3 < f(x[3]) ;

} else {
x[2] <= x[4] ; yl2] <= y[4] ;
x[4] <= x4(n) ; y[4] <= f(x[4]) ;

}

(yl4] <y[3D f
x[3] <— x[4] ; y[3] <— yl[4]

options (digits=10) ;

ca

t("x=", x[3], ", y=", yl[3],

5

"\n") ;

C. Meétode de Hooke i Jeeves

## busca el minim de la funcidé f(x) en

##

bl
mi

delta <— ¢(1.0,
epsilon <— ¢(0.25,

f <— function(x)

}

##
##
##
##
##
##
##

amb el métode de Hook i Jee

< ¢(0.0, 0.0)
nf <— f(bl) ;

; # punt

1.0) ; # pas
0.25)

3 % x[1] = x[1] — 2 % x[1] =
x[2] * x[2] + 4 * x[1] +

Parametres d’entrada:
minf (global):
x (global): punt d’explora
Sortida :

Si es troba un punt millor

ves

inicial

inicial
# terminacio

{ # funcio objectiu

x[2] +
3 % x[2]

millor estimacido ,

cio.

s’ actualitzen minf i b2 (globals)

amb aquest punt i

exploracio <— function() {

b2 <<— x ; # b2 és

fexit = FALSE ;

for(i in 1l:length(x)) {
b2[i] <<— x[i] + delta[i]

global.

retorna TRUE.

5

B

5

5

23

ftmp <— f(b2) ;
if (ftmp < minf) {
minf <<— ftmp ;
} else { # falla
b2[i] <<— x[i] — delta[i] ;
ftmp <— f(b2) ;
if (ftmp < minf)
minf <<— ftmp ;
} else { # falla
b2[i] <<— x[i] ;
}

# exit

fexit = TRUE ;

{ # exit
fexit = TRUE ;

}
}

return(fexit) ;

}

while (all (delta >= epsilon)) {
X <— bl ;
if (exploracio () == TRUE) ({
repeat {
X <— 2.0 % b2 — bl ;
bl <— b2 ;
if (exploracio () == FALSE) {
break
}
}
} else {
delta <— delta % 0.5 ;
}
}

cat("x= ", bl, "f= ", minf, "\n") ;

D. Matrius definides positives

Una matriu A n x n de nimeros complexes és definida
positiva si la part real de la forma quadratica associada
a A (veure I’apendix E) és sempre positiu. Es a dir:

RzMAz] >0, VzeC" z#0 (D.1)

on R és la part real i £ és el vector (o matriu) conjugat
transposat: Siz;; = u +1iv, x?l =u—iuv.

Es diu que una matriu A de ndmeros complexes és
Hermitica si A = AH. Notar que si tots els elements
de A son reals, aleshores A" = AT, i Hermitica és
equivaler a simétrica: A = AT,

Una condicié necessaria i suficient perqué una matriu
A sigui definida positiva és que la seva “part Hermiti-
ca”: Ay = 1/2(A + AY) sigui definida positiva. Notar
que Ay és una matriu Hermitica.

Una condici6 necessaria i suficient perque una matriu
Hermitica sigui definida positiva és que tots els seus
autovalors siguin > (. També és una condicié neces-
saria i suficient que tots els menors principals (menors
superior-esquerra que es poden formar) tinguin deter-
minant > 0.

Indicarem que una matriu és definida positiva com
A > 0. Silamatriu compleix R[z" A z] > 0 es diu que
és semidefinida positiva i ho indicarem com A > 0.
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Notar que si f/(z*) = 01 f”(z*) = 0 no podem
determinar si el punt critic * és un punt extrem. En
aquest cas, si la primera derivada no nul-la és d’ordre n
(fD(x*) =0, i < n, fW(x*) # 0), aleshores desen-
volupant per Taylor en x* tindrem:

F@) = 1)+ SV poe) e < ot o
D’on:
o e\ )
fia) = S22 00, e <ot -l

Tenint en compta la férmula anterior i la taula 3.1, de-
duim que: (i) Sin és parell: Si f("(z*) < 0, aleshores
o* és un punt maxim, si f((z*) > 0, aleshores z* és
un punt minim. (ii) Si n és senar en * no hi ha un punt
extrem: f(z*) és decreixent si ™ (z*) < 0i creixent
si f™)(z*) > 0.

3.2 Metode de la secci6 aurea

Golden section search, és un metode iteratiu en el que
I"tnica condici6 que imposem a f és que sigui unimo-
dal en un punt minim z* (és a dir, f és monotona de-
creixent per < x* i monotona creixent per x > %,
per tant, hi ha un dnic punt minim en z*). Suposem
que avaluem la funcié en 3 punts z; < x3 < o, tals
que f(z1) > f(xs) < f(x2). Per tant, z* € [z, o]
(figura 3.1). Per cada punt addicional on avaluem la
funcié podrem reduir ’interval on es troba z*. Per
exemple, per un punt x4 tal que: z3 < x4 < 9, si
f(z3) > f(z4) < f(x2) aleshores z* € [x3, xo], altra-
ment serd f(x1) > f(x3) < f(za) ia* € 21, 24].

Figura 3.1: Metode de la secci6 aurea.

El criteri de la secci6 aurea és que la proporci6 en que
es reduira I’interval en cada iteracid sigui el mateix, és
adir:

a ¢ ¢
b a b—c
Aillant ¢ en les igualtats anteriors tenim: bc/ia =
/a—c/a

7 =4 = (5§ 1= 0.0

a —14++5
a=—-=—F"

b 2

Capitol 3. Optimitzaci6 sense restriccions en R

De les relacions: £2=23 — o | Z4=£L — ¢y tenim:
r3—T1 T2—I4

T3 = (azy + 22)
1 o (3.2)
(1 + axs)

$4:1+a

EnI’apendix A hi ha una possible implemtacié en R [1].

Ty X3 Ty T2

dk

dk
dy—1

Figura 3.2: Bisqueda de Fibonacci.

3.3 Bisqueda de Fibonacci

De forma semblant al meétode anterior, en la iteracid k es
construeix un interval d que queda dintre de ’interval
previ dy_1, tal com mostra la figura 3.2. Es pot demos-
trar que I’estrategia que més redueix ’interval d’incer-
tesa d’on es troba el minim si en total es fan /N iteraci-
ons €s:

Py

dy = ———dy,

o k=2---N (3.3)

on dy = w9 — x1 és I'interval inicial (notar que comp-
tem I’interval inicial com la primera iteracid) i F; son
els nimeros de la seqiiencia de Fibonacci:
F=F i 1+F., i>22 h=FK=1

De I’equaci6 (3.3) tenim que ’interval on es troba el mi-
nim en la iteracié N sera: dy = Fi/Fy d; = di/F.
De manera que si desitgem determinar el minim amb
una incertesa inferior a 0, buscarem el primer terme

de Fy de la seqiiencia de Fibonacci que compleix:
dy < 6 < dy_1. Es a dir:

d
Fy > = > Fyo (34)
Un cop determinat N, per calcular els punts en cada
iteracio, de (3.3) s’obté:

Fy_py2— Fn_p
Aoy — djy = 2N k}z Nkt g
N—k+2

FN—kd Iy s
= k-1,
Fy Fn_kt2

k=2,---N (3.5)

Capitol 9. Programacio dinamica determinista

S
—

0o —

I I I I I

20 -15 -1.0 -05 00
Figura 8.1:
Loco()

Com que I,<o(z) no és diferenciable, aproximarem
I,<o(z) per una funcié B(x) que ho sigui. Les dues
funcions que més es fan servir en la practica son:

Aproximacions de la funcié indicador

B(r) = =~ 84)
B(z) = —p log(—x) (8.5)

on p > 0 és un parametre que com més petit sigui, mi-
llor sera 1’aproximacié de B(z) a I,<o(z) (veure la fi-
gura (8.3)). El problema és que com més petit és p, més
rapidament variara la inversa del Hessia de la funci6 a
optimitzar, i més dificil sera la convergéncia del metode
de Newton. Per resoldre aquest problema el métode de
barrera consisteix en aplicar el metode de Newton ite-
rativament fent servir una funcié By(z) = prB(x), on
0 < pr41 < pi és una seqiiencia que aproxima progres-
sivament By, () a I,<o(z). En concret I’algorisme és el
segiient:

1. Triar un punt inicial z, interior a la regi6 factible:

gi(x0) < 0.

2. Triar un valor inicial per p.

3. Fer servir el metode de Newton amb el punt inicial
x per resoldre el problema:

m

min - f(z)+ 3 pBlo(@)  (86)

La solucié z; obtinguda en cada iteracié de (8.6) es
fa servir com a punt inicial per a una proxima itera-
cid, conjuntament amb el proxim valor de la seqiien-
cia py.

Observacions

e Els metodes de barrera (o penalitzacié) normalment
s’inclouen dintre d’un conjunt més general anomenat
“metodes de punts interiors” (veure [3]).

21

e En el metode SUMT (veure [5]) s’agafa py1 =
pr/4 1 en el cas més senzill es comenga amb py =
1. Amb aquest metode, si hi ha restriccions d’i-
gualtat h;(xz) = 0, s’agafa funcié de penalitzacié

prPh2 ().

Capitol 9
Programacié dinamica determinista

9.1 Formulacio

Considerarem un procés a temps discret que pren valors

en els instants o etapes (stages) k = 0,1, --- N caracte-

ritzat de la segiient manera:

e [estat del sistema x; dona la informaci6 rellevant
del sistema en I’etapa k. Inicialment I’estat del siste-
ma és x.

o El nombre d’etapes /N que considerarem s’anomena
horitzé del procés.

e Per a cada etapa podem prendre un conjunt de decisi-
ons que determinen I’estat del sistema en la proxima
etapa.

e En cada etapa £ = 0,1,--- N hi ha una funcié de
guany (o cost) gi(xk).

e Hi ha una funcié de objectiu fj () que es desitja
optimitzar.

e Donat I’estat en 1’etapa k, la decisié Optima per les
proximes etapes no ha de dependre dels estats assolits
en les etapes anteriors. Aquesta condicié s’anomena
“principi d’optimalitat de Bellman”.

Resolucié del problema Hem de formular una equa-
ci6 recursiva que relaciona la funcié objectiu en I’etapa
k en funci6 dels valors assolitsen k + 1, k 4+ 2,--- N.
Per exemple:

Jelaw) = IIlkiIl{@(F/k(ff?k)7 Srr1(@p)) } .1

Lestrategia consisteix en escollir 1’estat i les etapes
de forma que sigui facil calcular fy(zy). A continu-
acié hem de formular 1’equacié recursiva (9.1) i bus-
car les decisions dptimes que permeten calcular fy (),
k=N-1, N—2,---0. Es adir, si I'index k represen-
ta el temps, anirem “cap enrera” en el temps (backward
in time). També és possible plantejar el problema ““cap
endavant” en el temps, perd en general, és més dificil
de formular.
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4.2 Metodes de descens

Els metodes que es descriuen en les proximes seccions
es basen en aplicar 1’algorisme iteratiu:

Tpr1 =T + o Az, o € Ry (4.6)
on Az, s’anomena “pas” o “direccié de bisqueda” (se-
arch direction) i ho calcularem segons els metodes que
veurem a continuacio, i o, € R, s’anomena la “mi-
da del pas” (step size). Notar que només sera ay, = 0
si s’ha assolit el punt optim: z; = z*. La idea del
metode és “descendir”, en el sentit de que f(zy41) =
f(xr+op Azy) < f(2)), en la direcci6 del vector Axy.

Nota sobre la direccié Azxy: Desenvolupant f per Tay-
lor en ), tenim:

J(@rg1) = f(@r + ar Axy) =
f@e) + Vf(@e)" o Ay, + o(on)

Per un valor suficientment petit de a, > 0, o(cy) sera
negligible i perqué f(zr41) < f(zx) haura de ser:

Vf(zi)" Azy, <0 @7
Es a dir, per apropar-nos cap el minim de f des de x,

hem d’agafar una direccié Az, que faci un angle major
de 90° amb Vf(z}) (veure la figura 4.1).

Figura 4.1: Mida del pas amb el metode exact line se-
arch. La figura mostra les corbes de nivell d’una funcié
f : R? — R. El punt de la linia Az; que més s a-
propa al minim de f és alla on Az és ortogonal amb

Vf(l‘k+1)

4.2.1 Calcul de la mida del pas

Per a calcular la mida del pas (line search), oy en (4.6)
hi ha varies tecniques. La tecnica anomenada exact line
search consisteix en resoldre el problema:

min - f(zx + oy Azy) (4.8)

Capitol 4. Optimitzaci6 sense restriccions en R"

Es a dir, triada una direccié Az, calculem el valor del
pas que més ens apropa al minim de f. Notar que el pro-
blema (4.8) és un problema d’optimitzacié sense res-
triccions en R i, per tant, el podem resoldre fent servir
algun dels metodes explicats en el capitol 3. En parti-
cular, si imposem f’(ay) = 0 i apliquem la regla de la
cadena, tenint en compte (4.6), o, vindra donat per:

d
Ef(%ﬂ) = Vf(@pa)" qo T =

Es a dir, hem de triar o, de forma que el gradient en
;41 sigui ortogonal amb Axy. La figura 4.1 déna una
justificacié visual d’aquesta condicid.

4.3 Metodes de bisqueda directa

Es caracteritzen per no utilitzar la derivada de la funcié
a minimitzar.

4.3.1

La idea és fer una buisqueda exploratoria en I’entorn de
. Segons els resultats obtinguts es fa un desplaga-
ment orientat o es redueix la mida del pas a la meitat
i es continua I’exploracié. Les direccions de bisque-
da son vectors unitaris en les direccions dels eixos de
coordenades. L algorisme és el segiient:

1. Inicialment es posa b; = punt inicial.

Meétode de Hooke i Jeeves

2. Es fa una busqueda exploratoria en 1’entorn del punt
by: by = exploracio(b;, f (b)), on el pseudocodi de
la funcié exploracio és:

exploracio (z, fmin) {
Ltest =T
per(totes les components z[i] de z) {
Tpest[i] = x[i] + ]
si(f(@test) < fmin) { Poexit
.fmﬂ,n,:f(zfest) 5
} altrament { %falla
Tpest|t] = z[i] — ali]
$i (f(@test) < fmin) { %oexit
Jmin = [ (Zrest) 3
}
}
}
retorna (Ticot)

}

Si despés de I’exploraci6 hi ha hagut exit (f(by) <
f(b1)) es passa al punt 3. Altrament es redueix el pas
alameitat (@ = a/2). Si el pas és inferior a un valor
prefixat (@ < €) ’algorisme acaba amb la soluci6 b,
altrament es passa al punt 2.

7.3. PG amb restriccions

Un cop calculades les variables duals wy, el problema
esta resolt i podem calcular p* = f(z*) de la segiient
manera: Tenint en compte que »_, wy, = 1:

M Mo pe@)\ ™
* * Wi *\ W), “k Pk
pr= )= = [ = (7) =
wy,
k=1 k=1
Mo\ we M Mo
k W 3
II (uk) [ o)™ =11 (w—k) (7.11)
k=1 k=1 k=1
donat que:
M M
[T = [T eate)™ =
k=1 k=1

Ilzk aprw I,;’“ Akn Wi —
Per calcular el valor optim de les variables d’optimit-
zaci6 z* podem fer servir (7.8):

Akl

et apn = wp*, k=1,--- M (7.12)

L’equaci6 (7.11) que permet calcular p* déna lloc a la
definici6 de la funcié dual d(w) : RY — R,

k=1

(7.13)

Es compleix que: f(z) > d(w). A més, si el problema
de PG (7.3) té soluci6 es compleix que:

p* = f(z*) = mzin flz) = mﬁxd(w) =d(w") (7.14)

Per tant, el problema (7.3) també es pot resoldre amb el
problema dual:

o)

k=1

M
s.a agiwp =0,i=1,---n
; MR (7.15)

M

Z w =1

k=1
wy > 0

Exemple 7.1 PG sense restriccions

min  f(z) = 4] +da?ad +5ay" 1) + a3
N N N —
w1 w2 w3 w4
s.a z;>0,1=1, 2,3

Com que tenim 4 posinomis, tindrem 4 variables duals
w;, © =1, ---4. Per facilitar la resoluci6, a sota de cada
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monomi del problema s’ha posat la variable dual asso-
ciada. El grau de dificultat és: M — (n + 1) = 0, per
tant les condicions de de normalitat i ortogonalitat ens
donen la solucio:

wy + wy + w3z +wy =1
r1 4w — 2w, =0
Ty — 2wy —4ws =0
r3 = 2ws—2wy =0
d’on tenim la solucié: w; = 1/5, wy = 2/5, wy =
1/5, wy = 1/5. Substituint en la funci6 dual tenim:

4
log d(w) = Zwl log(cx/wy) = 1,079 = p* = 12,011
k=1

Ara definim u; = logx;, x; = e". De (7.12) tenim:

log (w’“p ) =Y apu, k=1,---3  (1.16)
i=1

Ci
Substituit en (7.16) calculem: u; = —0,055, us =
—0,015, u3 = —0,19, d’on: 21 = 0,88, x5 = 0, 96,
3 = 0,645. ]

7.3 PG amb restriccions

Es tracta de resoldre el problema posinomial:

Mo
min  f(z) = Z Co T - - - 2 00kn
k=1
M;
s.a gi(x) :Z cip gt <1 (1.17)
k=1
i=1,---m
>0
Per simplificar la notaci6 definim:
pin(x) = (™ - zik i =0,---m (7.18)

de manera que podem escriure la funcié objectiu i les
.. My
restriccions com: f(z) = >, cox Pok(Z), gi(x) =
M;
Zk:l Cik ka(m)
El problema es pot resoldre de forma semblant al cas
sense restriccions. Ara definim les variables:

Cor Pok(Z*)

Wop = k=1,--- M, 7.19

Wok, Fa) ) 0 (7.19)

Wik = cir, Pi(Z"), t=1,---m (7.20)
k=1,---M;

En funcié d’aquestes variables i fent servir el Lagran-
gia (veure [5]), s’obtenen les variables duals A\, ¢ =
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(veure ’exemple F.1, pag. 24). Substituint en (4.17) te-
nim que:

Ty =z, — V() Vf () =
T, — AA71 (A:L‘k — b) = AA71 b

i obtenim la solucié en uns sola iteracid, que ja haviem
deduit en ’exemple 4.1. n

Capitol 5
Optimitzacié amb restriccions
5.1 Plantejament del problema

Considerarem el problema d’optimitzacié en la “forma
estandard”:

min  f(z)
s.a gi(x) <0, i=1,---m 3.1
hj(x):()a ]:LP

Per compactar la notaci6 definim les “restriccions fun-
cionals”: g : R* — R™, h : R" — RP:

91(-"3) }Ll(ﬂf)
o) = | 2D b= 2@ (5o
gnl2) By ()

de manera que podem reescriure (5.1) com:

min  f(z)
s g()<0 -3
=0

e x € R™: Variable d’optimitzacio.

f(z): “funci objectiu” o “funcid de cost”.

g(xz) < 0: Restriccions de desigualtat (inequality
constrains).

e h(z) = 0: Restriccions d’igualtat (equality cons-
trains).
e Regid factible D:

D =dom f Ndomg N dom h =
m P
dom f N () dom g; N () dom h; (5.4)

i=1 j=1

La solucié optima p* és:

p*=min{f(z) | g(z) <0, h(z) =0} (5.5

Capitol 5. Optimitzacié amb restriccions
e Siel problema no té solucions factibles posarem p* =
00.

e Si el problema no esta acotat, aleshores p* = —oo.

e Un punt z* és optim si * € D i f(z*) = p*. El
conjunt de tots els punts optims I’anomenarem X,,,;.

e Direm que z; és un optim local si és Optim en un en-
torn 7: ||z — z1]]2 < 7.

e Direm que una restricci6 de desigualtat g; és activa en
un puntz € D si g;(z) = 0, i inactiva altrament. No-
tar que les restriccions d’igualtat h;(x) son sempre
actives.

5.2 Problema d’optimitzaci6é convexa

Un problema d’optimitzacié convexa en la “forma es-
tandard” és:

min  f(x)
sa g()<0 (5:6)
Az=Db

on la funcié objectiu f i funcions de g sén funcions con-
vexes. Si ho comparem amb el problema general (5.4)
hi ha tres condicions addicionals: (i) La funci6 objectiu
ha de ser convexa, (ii) les restriccions de desigualtat han
de ser convexes, i (iii) les restriccions d’igualtat han de
ser funcions afins.

5.3 Problemes equivalents

Direm que dos problemes son equivalents si la solucié
d’un d’ells es pot obtenir directament de la solucié de
I’altra.

Canvi de variables Si ¢(z) és una bijeccié en D i
definim f(z) = f(6(x)), Gi(x) = 6:i(o(x)), hj(x) =
h;(¢(x)), aleshores el problema:

min  f(z)

s.a gi(z) < -n (5.7

és equivalent a (5.1) perque si ] és un punt optim
de (5.7), aleshores 3 = ¢(x}) serd un punt Optim
de (5.1).

6.2. Metode de Wolfe

segiient condicions d’optimalitat:

—Az+v—-BTu=a

Bz+y=b
uly=0 (6.3)
vz =0

z,y,u,v>0

Observacions

e FEl sistema (6.3) té en total 2n + 2m variables (els
vectors Z i v tenen n components i els vectors ¥ i u
tenen m components.

e Les condicions de folganga complementaria de (6.3)
impliquen que només hi haura n 4 m variables > 0:
n dels vectors z, v i m dels vectors y, u.

e Elsistema (6.3) és un politop (interseccié d’un nime-
ro finit de semiespais tancats i hiperplans), per tant,
si té solucid, és un dels seus punts extrems.

e Les dues primeres equacions de (6.3) es poden es-
criure en forma matricial com:

-A I 0 -BT a
B 01 0} b} ©4)

2w e 8
Il
—

6.2 Metode de Wolfe

Consisteix en resoldre el sistema (6.3) amb el métode

simplex de la segiient manera:

o Triem una soluci6 basica factible per les variables z,
y. Per exemple, si b > 0, podem agafar z = O,
y=Dh.

e Afegim m variables artificials (z) a la primera equa-
ci6 de (6.3) per aconseguir una soluci6 basica factible
inicial per a tot el sistema.

o Apliquem el metode simplex per minimitzar la suma
de les variables artificials que hem afegit, tenint en
compte les condicions de folganca complementaria.
Al final obtindrem 2 = 0 i el valor obtingut per x se-
ra la soluci6 optima perque satisfaran les condicions
de KKT.
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En forma matricial, el sistema que resoldrem amb el
metode de Wolfe és:

min Y, z
—A 0 -BT F
B 1 0

_ ﬁ 6.5)
0 b

fw a8

I
0
z

z,y,u,v,z2>0

on la matriu F és una matriu arbitraria que fa que z si-
guin variables basiques en la solucié factible inicial.

Exemple 6.1 Metode de Wolfe

min  f(z) =2? +x 20 + 25 + 221 — 32y
s.a T+ 225 <6
72I1+2I2 §4

z1, T2 > 0
Deduim primer les matrius A, a, B, b (veure ’equa-

cié (6.1)). Donat que: 1/2zT Az = 1/2(ay; 2? +
2ay2 Ty To + ag x3), deduim que:

/24 = {1}2 1{2} = A= E ﬂ P as {33}
A més:
= e = R

La taula simplex que correspon al sistema (6.5) és
doncs:

0 0 0 0 0 O 0 0 -1 -1 0
-2 -1 1 0 0 0 -1 2 1 0 2
-1 -2 0 1 0 0 -2 =2 0 -1 =3

1 2 0 0 1 0 0 0 0 0 6
-2 2 0 0 0 1 0 0 0 0 4

On s’ha triat la matriu F = 0

guin variables basiques en la soluci6 factible inicial (les
variables basiques inicials son y1, ¥2, 21, 22). Abans de
comengar amb el metode simplex fem que 2y, 25 siguin
variables basiques introduint O en la fila 0, i canviem el
signe de la fila 2:

PJ perque z; i zy si-
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Teorema 5.3 Teorema fort de la dualitat
(Strong Duality Theorem) Si z* i (A", pu*) son res-
pectivament solucions del problema primal (5.3), i du-
al (5.11),1:
P\, p") = f(z7) (5.14)
aleshores es diu que es compleix la condici6 forta de la
dualitat.

Si es compleix I’equacié (5.14), aleshores basta resol-
dre el problema dual per resoldre el problema primal.
L’equaci6 (5.14) no sempre es compleix. A les con-
dicions que permeten garantir que la condici6 forta de
la dualitat es compleix s’anomenen “qualificacié de les
restriccions” (constraint qualifications).

Teorema 5.4 Qualificacio de les restriccions de Sla-
ter

Un problema de programacié convexa (veure la sec-
ci6 5.2) compleix la condici6 forta de la dualitat (5.14)
si existeix algun punt Z € int D on g(£) < 0 (int D vol
dir interior a D). Es a dir, es compleix:

¢i(@) <0,i=1,--m; Az=b (5.15)

Teorema 5.5 Qualificacio de les restriccions de Kar-
lin

Un problema de programacié convexa compleix la con-
dici6 forta de la dualitat (5.14) si no existeix un vector
pER™ p>0,p#0talque pg(z) >0, Vz € D.

Exemple 5.1 Qualificacié de les restriccions de Sla-
ter
Considerem el segiient problema:

min  f(z) = 2*
ssa gi(x)=—2+1<0

La regi6 factible és D = dom f N dom g, = {z | = >
1}. La funci6 f és convexa en D i existeix algun punt
& eint Don g;(&) < 0 (p.e. & = 2). Per tant, es com-
pleix la qualificacié de les restriccions de Slater. Po-
dem comprovar que tampoc existeix un p > 0 tal que
pgi(z) =p(l —z) >0, Vo > 1. Per tant, també es
compleix la qualificacié de les restriccions de Karlin.

El Lagrangia del problema d’optimitzacié és:
L(z,)\) = 2% + \(—z + 1). La funcié dual La-
grangiana és doncs: ¢(A\) = mingep L(z, ;) = 1,1
el problema dual de Lagrange:

max ¢(N\) =1
s.a AN >0
que té per soluci6 d* = ¢(A\}) = 1. La solucié optima
del problema d’optimitzacié és p* = 1 que s’assoleix
per x* = 1. Per tant, es compleix la condicié forta de la
dualitat: p* = d*. n

Capitol 5. Optimitzacié amb restriccions

Teorema 5.6 Folganca complementaria

Si es compleix la condici6 forta de la dualitat (5.14), i
les solucions primal i dual Optimes son respectivament
z* i X", aleshores:

XMTg(x*) =0 (5.16)

ésadir: A} > 0= gi(z*) =0, g;(z*) > 0= X\
0. EI teorema també es pot anunciar aixi: si A(z
és el conjunt de desigualtats actives en z*: A(z*)

*

—

{i | gi(x*) = 0}, aleshores \; =0, Vi ¢ A(z*).
Demostracio.
f@") = oA )

min {f(z) +A"g(z) +u"h(z)}

< @)+ AT gla) +u " hia)

< flz")
on la primera igualtat es conseqiiencia de la condicié
forta de la dualidad, la segona és la definici6 de la fun-
ci6 dual, la tercera per la definici6 del minim, i la quarta
perqué M*T g(z*) < 0i p*" h(z*) = 0. Deduim doncs
que haura de ser A*T g(z*) = 0. O

5.5 Teorema de Karush-Kuhn-Tucker

Teorema 5.7 Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
Sigui el problema de minimitzacié (5.3):

min  f(z)
s.a g(x) <0
h(z) =0

(5.17)

amb funcié objectiu i restriccions diferenciables i La-
grangia L(z, A\, ) = f(z) + AT g(z) +pu" h(z). Perque
la tupla (z*, A", u*) compleixi la condici6 forta de la du-
alitat (5.14), s’ha de complir (a més de les restriccions
de (5.17)):

VoL A, u*) = 0
Mg = 0 (5.18)
A >0

On s’ha fet servir la notacié compacta (veure I’apen-
dix F per la definicié del gradient):

VTL($*7A*7I"‘*) —
V(@) + Vg(z*) A" + Vh(z") p* =

m

P
VF(@*) + YN Vgila) + > Vhy(a®) (5.19)
i=1 j=1

5.5. Teorema de Karush-Kuhn-Tucker
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(b)

©)

Figura 5.1: Interpretacié geometrica de les condicions de KKT. (a) No hi ha restriccions actives, (b) la restriccié
go(x) és activa, (c) les restriccions g1 () i g2(x) sén actives.

Observacions

e Notar que les dues ultimes condicions de (5.18) equi-
valen a dir que els multiplicadors de Lagrange de les
restriccions de desigualtat sén > 0 per les restricci-
ons de desigualtat actives, o zero per les restriccions
de desigualtat no actives.

e El teorema 5.7 es pot trobar enunciat en la literatura
d’altres maneres: (i) Els punts de sella del problema
d’optimitzacié (veure (5.9)) han de complir les con-
dicions (5.18). (ii) Es diu que un punt factible * és
regular si en ell els gradients de les restriccions d’i-
gualtat i de desigualtat actives son vectors linealment
independents. Si z* és un punt regular i una solucié
del problema d’optimitzacié (5.17), aleshores exis-
teixen els multiplicadors de Lagrange tnics A* i p*
tals que es compleixen les condicions (5.18).

e Si z* és un punt regular, les condicions de KKT son
necessaries pero no suficients perque z* sigui la so-
lucié optima.

e Les condicions de KKT son necessaries i suficients
quan el nombre de restriccions actives €s igual al nd-
mero de variables d’optimitzacié (n). També ho sén
si es compleix la qualificaci6 de les restriccions de
Slater (veure el teorema (5.4)).

e Si el problema d’optimitzacié és convex, les condici-
ons de KKT son necessaries i suficients.

5.5.1 Interpretacio geometrica de les con-
dicions de KKT

Suposem un problema amb restriccions de desigualtat.
La condicié V,L(z*,A\*) = 0 la podem escriure en la

forma:

Vi) = Y N (~Vgiz")
icA(z*)
A>0; Qe Az

és a dir, Vf(z*) és la combinaci6 conica dels vectors
—Vy;(x*) de les restriccions actives.

La figura 5.1 mostra la Interpretacié geometrica de
les condicions de KKT en un problema de minimitza-
ci6 d’una funcié f : R?> — R amb tres restriccions
gi(x) < 0,47 = 1,2,3. La figura mostra les corbes de
nivell de la funcié f. La regio factible R és la zona tan-
cada per les tres restriccions. En el cas 5.1.(a) el minim
de f s’assoleix en un punt interior a R (no hi ha res-
triccions actives). En 5.1.(b) hi ha una restriccio activa
(g2(z)), i es compleix Vf(z*) = —Vgo(z*). En 5.1.(c)
hi ha dues restriccions actives (g () i go()), i es com-
pleix Vf(z*) = —Vgi(z*) - Voa(z*).

Exemple 5.2 Condicions de KKT
Considerem el segiient problema:

min  f(z) = —2 — 223 — 222+ 102; — 6
s;a gi(z) =212 —10<0
o) = -2, <0
g3(x) =22 —10<0

(5.20)

Q@

Si calculem els punts critics on Vf = 0 tenim:

of(x)
oz 1

of(z)
0o

=0=-322+10=0= 2, = ++/10/3

=0= —625 —4xy=0= 25 = {0, —2/3}
Per determinar el tipus de punts obtinguts calculem el
Hessia de f:

2 _ —GQ?l 0
Vi) = 0 —4 — 1219



