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Prefaci
Vaigescriureaquestsapuntsmentrepreparaval’assig-
naturaProgramaciónMatemáticadelcurs2008-09de
lacarreradematemàtiquesdelaUNED.Elsapuntses-
tanbasatsfonamentalmentenelllibredel’assignatu-
ra[5],Boyd[3],Winston[6],Luenberger[4]iwikipe-
dia[2].Elcontingutnoésrigorósnicomplert,inomés
hihademostracionssenzillesorientadesaentendreo
ajudaramemoritzarlesrelacionsquedemostren.L’e-
diciól’hefetambLATEX.

Notació:Elsvectorssonvectorscolumna,iesrepre-
sentenambminúsculesennegreta(xxx).Lesmatriuses
representenambmajúsculesennegreta(A).xxx

T
voldir

transposada,demaneraquexxx
T
1xxx2éselproducteescalar

delsvectorsxxx1xxx2.
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Capítol 1
Conjunts convexes
1.1 Elements

Recta

{xxx | xxx = λxxx1 + (1− λ)xxx2);

λ ∈ R;xxx1,xxx2 ∈ Rn} (1.1)

Segment

{xxx | xxx = λxxx1 + (1− λ)xxx2);

0 ≤ λ ≤ 1;xxx1,xxx2 ∈ Rn} (1.2)

Conjunt afí Γ és afí si:

xxx1,xxx2 ∈ Γ
λ ∈ R

}
⇒ λxxx1 + (1− λ)xxx2 ∈ Γ (1.3)

El conjunt de Rn: Γ = {Axxx + b | xxx ∈ Rm}, on
A ∈ Rn×m, b ∈ Rn és un conjunt afí. La funció
f : Rm → Rn, f(xxx) = Axxx+ b es diu funció afí.

Combinació afí Un punt xxx ∈ Rn és una combinació
afí dels puntsxxx1, · · ·xxxm ∈ Rn si existeixen les constants
λ1 + · · ·λm = 1 tals que:

xxx = λ1xxx1 + · · ·λmxxxm

Conjunt convex Γ és convex si:

xxx1,xxx2 ∈ Γ
0 ≤ λ ≤ 1

}
⇒ λxxx1 + (1− λ)xxx2 ∈ Γ (1.4)

Combinació convexa Un punt xxx ∈ Rn és una combi-
nació convexa dels punts xxx1, · · ·xxxm ∈ Rn si existeixen
les constants λ1, · · ·λm ≥ 0, λ1 + · · ·λm = 1 tals que:

xxx = λ1xxx1 + · · ·λmxxxm

Vèrtex o extrem Un punt xxx ∈ Γ és un vèrtex de Γ si
no és possible trobar xxx1 6= xxx, xxx2 6= xxx; xxx1,xxx2 ∈ Γ, 0 ≤
λ ≤ 1 tals que xxx = λxxx1 + (1− λ)xxx2.

Envolupant convexa (convex hull) Conv Γ d’un con-
junt arbitrari Γ és el conjunt de totes les combinacions
convexes de punts de Γ:

Conv Γ = {λ1xxx1 + · · ·λmxxxm | xxxi,∈ Γ ;

λi ≥ 0, λ1 + · · ·λm = 1}

Semiespai obert
{
xxx | cTxxx < α; c,xxx ∈ Rn;α ∈ R

}
(1.5)

Es diu tancat si és ≤.

Subespai (anomenat també subespai lineal) Γ és un
subespai si:

xxx1,xxx2 ∈ Γ
a, b ∈ R

}
⇒ axxx1 + bxxx2 ∈ Γ (1.6)

Subespai afí (anomenat també variació lineal, linear
manifold). Si Γ és un subespai, el subespai afí Λ és el
subespai traslladat:

Λ = b + Γ = {xxx+ b | xxx ∈ Γ} (1.7)

Per exemple, en R3 l’origen, línies i plans que passen
per l’origen i tot R3 són subespais. Mentre que punts,
línies i plans en general i tot R3 són subespais afins.

Con C és un con si:

xxx ∈ C
λ ≥ 0

}
⇒ λxxx ∈ C (1.8)

Combinació cònica Un punt xxx ∈ Rn és una combi-
nació cònica dels punts xxx1, · · ·xxxm ∈ Rn si existeixen
les constants λ1, · · ·λm ≥ 0, tals que:

xxx = λ1xxx1 + · · ·λmxxxm

Con normat Per a qualsevol norma en Rn, el con
C ⊂ Rn+1 associat a la norma és:

C = {(xxx, t) | ‖x‖ ≤ t} (1.9)

Con semidefinit positiu Farem servir la notació Sn,
Sn+ i Sn++ per referir-nos respectivament al conjunt de
matrius simètriques, semidefinides positives i definides
positives (veure l’apèndix D). El conjunt Sn+ és un con
convex de dimensió n (n + 1)/2 anomenat “con semi-
definit positiu”.

Hiperplà És el conjunt:

{xxx | cTxxx = α; c,xxx ∈ Rn;α ∈ R} (1.10)

Si expressem l’equació (1.10) com:

{xxx | cT(xxx− xxx0) = 0; c,xxx ∈ Rn; cTxxx0 = α}

l’hiperplà es pot interpretar geomètricament com el
conjunt de vectors amb origen xxx0 normals al vector c.
Una definició equivalent és que un hiperplà en Rn és un
subespai afí de dimensió n− 1.
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PolítopsipolíedresUnpolítopPésunconjuntde
R
n

intersecciód’unnúmerofinitdesemiespaistancats
ihiperplans:

P={xxx|a
T
jxxx≤bj,j=1,···n;

c
T
jxxx=dj,j=1,···p;xxx,aj,cj,∈R

n
}

Sielpolítopésacotats’anomenapolíedre.Ambdósson
convexes.Perexemple,lafigura1.1mostraelpolíedre:

x1+x2+x3=1

x1,x2,x3≥0

x2

x1

x3

Figura1.1:Políedrex1+x2+x3=1,xi≥0

SímplexSiguinm+1puntsdiferents:xxx0,···xxxm∈
R
n
.ElconjuntΓdetoteslescombinacionsconvexes

d’aquestspuntss’anomenasímplexambvèrtexsxxxi:

Γ={xxx|xxx=
m∑

i=0

λixxxi;0≤λi≤1;
m∑

i=0

λi=1}

BollaEuclídeaUnabollaEuclídea,osimplementbo-
lla,decentrexxxciradirenR

n
és:

B(xxxc,r)={xxx|‖xxx−xxxc‖2≤r}=

{xxx|(xxx−xxxc)
T

(xxx−xxxc)≤r
2
}=

{xxxc+ruuu|‖uuu‖2≤1}(1.11)

El·lipsoideUnel·lipsoideés:

E={xxx|(xxx−xxxc)
T
P(xxx−xxxc)≤1}=

{xxxc+Auuu|‖uuu‖2≤1,A
2

=P}(1.12)

OnlesmatriusPiAsonsimètriquesisemidefinides
positives.Lamidadelssemieixosés

√
λi,onλisonels

autovalorsdeP.

1.2Operacionsambconjuntsconvexes

Suma

Γ+Λ={zzz|zzz=xxx+yyy,xxx∈Γ,yyy∈Λ}

Notarque:

Γ−Λ={zzz|zzz=xxx−yyy,xxx∈Γ,yyy∈Λ}

Producteperunescalar

λΓ={zzz|zzz=λxxx,xxx∈Γ}

1.3Teoremessobreconjuntsconvexes

Teorema1.1Operacionsambconjuntsconvexes
quepreservenlaconvexitat
LessegüentsoperacionsambelsconjuntsconvexesΓi
Λ,donenllocaunconjuntconvex:
•InterseccióΓ∩Λ.

•SumaΓ+Λ.

•DiferènciaΓ−Λ.

•ProducteperunescalarλΓ.

•Translacióxxx+Γ.

•CombinaciólinealλΓ+µΛ.

•Combinacióafí.Donadalafuncióafíf:R
n
→R

m
,

f(xxx)=Axxx+b,laimatgedelconjuntconvexΓal
aplicarf:f(Γ)={f(xxx)|xxx∈Γ}.

Teorema1.2Separaciódeconjuntsconvexes
Unhiperplà{xxx|c

T
xxx=α}separadosconjuntsΓ,Λsi

xxx∈Γ⇒c
T
xxx≤α

xxx∈Λ⇒c
T
xxx≥α

Ésadir:

c
T
xxx1≤c

T
xxx2∀xxx1∈Γ,xxx2∈Λ

Silesdesigualtatsson<,>,esdiuquel’hiperplàse-
paraestrictamentelsconjunts.

SiΓ,Λsondosconjuntsconvexesnobuits,existeix
unhiperplàqueelssepara.Defet,sia∈Γib∈Λson
dospuntsdedistànciamínima,aleshoresl’hiperplàque
passapelseupuntmigés:c

T
xxx=α,onc=a−bi

α=(‖a‖
2
2−‖b‖

2
2)/2

Teorema1.3Hiperplàsuport
DonatunconjuntconvexΓ,esdiuhiperplàsuportdeΓ
al’hiperplàquetéintersecciónobuidaambΓtalque
Γestàcontingutenundelssemiespaisdeterminatsper
l’hiperplà.Ésadir,six̂xxésunvectorquenopertanya
l’interiordeΓ,aleshoresexisteixunvectorc6=0tal
que:

c
T
xxx≥c

T
x̂xx∀xxx∈Γ

SiΓésunconjuntconvexcompacte(tancatiacotat),
aleshoresqualsevolhiperplàsuportdeΓtéalmenysun
puntextremdeΓ.
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f(xxx)−y.Comque∇F(xxx,y)=

[
∇f(xxx)
−1

]
,apli-

cant(G.2)tenimquel’hiperplàtangentalgràfic(G.4)
enelpunt(xxx0,f(xxx0))és(veurelafiguraF.2):

[
∇f(xxx0)
−1

]T([
xxx
y

]
−
[
xxx0
f(xxx0)

])
=0(G.5)

Notartambéquesif(xxx)ésunafuncióconvexa,alesho-
res(G.5)seràl’hiperplàsuportdel’epigràficdef(xxx)en
elpuntxxx0(veurelafiguraF.2).

H.TeoremadeTaylorperfuncions
devàriesvariables
Silafuncióf:R

n
→Résdiferenciableenunaregió

Dquecontéelsegment[xxx1,xxx2],aleshoresexisteixun
0≤λ≤1talque:

f(xxx2)=f(xxx1)+∇f(λxxx1+(1−λ)xxx2)
T

(xxx2−xxx1)
(H.1)

Aquestarelaciós’anomenatambéteoremadeLagran-
geodelvalormig.Amés,siexisteixenlesderivades
parcialsdesegonordre,aleshores:

f(xxx2)=f(xxx1)+∇f(xxx1)
T

(xxx2−xxx1)+
1/2(xxx2−xxx1)

T
∇

2
f(λxxx1+(1−λ)xxx2)(xxx2−xxx1)

(H.2)

on∇
2
f(xxx)éselHessià:[∇

2
f(xxx)]ij=

[∂2f(xxx)
∂xi∂xj

]
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Teorema 1.4 Intersecció de conjunts convexes
Si Γi , i ∈ I és una família de conjunts convexes en Rn,⋂
i∈I Γi és un conjunt convex.

Teorema 1.5 Combinació convexa de punts
Si Γ és un conjunt convex, aleshores qualsevol combi-
nació convexa de m punts de Γ pertany a Γ.

Teorema 1.6 Teorema de Caratheodory
Sigui un conjunt arbitrari Γ ⊂ Rn, aleshores, qualse-
vol punt x ∈ Γ es pot expressar com a la combinació
convexa de n+ 1 punts de Γ.

Alternativa 1 Alternativa 2 Nom

Axxx = b AT yyy ≥ 0 Farkas
xxx ≥ 0 bT yyy < 0

Axxx ≤ b AT yyy ≥ 0 Gale
xxx ≥ 0 bT yyy < 0

yyy ≥ 0

Axxx < 0 AT yyy = 0 Gordan
yyy ≥ 0
yyy 6= 0

A1xxx < 0 AT
1 yyy1 + AT

2 yyy2 = 0 Motzkin
A2xxx ≤ 0 yyy1 ≥ 0, yyy1 6= 0

yyy2 ≥ 0

Taula 1.1: Alguns teoremes d’alternatives.

a1

a2

b

y

a1
b

a2

0 0

(a) (b)

Figura 1.2: Interpretació geomètrica del teorema de
Farkas.

1.4 Teoremes d’alternatives

Teorema 1.7 Lema de Farkas
Sigui A una matriu m × n i b un vector, b ∈ Rm.
Aleshores es compleix exactament una de les dues al-
ternatives següents:
1. Existeix un vector xxx ∈ Rn tal que Axxx = b i xxx ≥ 0.

2. Existeix un vector yyy ∈ Rm tal que AT yyy ≥ 0 i
bT yyy < 0.

Interpretació geomètrica: Siguin a1, · · · an les colum-
nes de A. La condició 1 implica que el vector b és

una combinació cònica dels vectors ai (veure la figu-
ra 1.2.(a)). La condició 1 vol dir que hi ha un vector
yyy que fa menys de 90o amb els vectors ai i més de 90o

amb el vector b. Per tant, existeix un hiperplà perpen-
dicular al vector yyy que separa el vector b del con format
pels vectors ai (veure la figura 1.2.(b)).

Existeixen nombroses variacions del teorema de Farkas.
La taula 1.1 en mostra algunes.

Capítol 2
Funcions convexes
2.1 Funcions convexes

Sigui Γ un conjunt convex de Rn i f una funció definida
sobre Γ. Es diu que f és convexa si:

xxx1, xxx2 ∈ Γ
0 ≤ λ ≤ 1

}
⇒ f(λxxx1 + (1− λ)xxx2) ≤

λ f(xxx1) + (1− λ) f(xxx2)
(2.1)

Si la desigualtat és <, es diu estrictament convexa.

Teorema 2.1 Desigualtat de Jensen

L’equació (2.1) es pot generalitzar fàcilment a qualse-
vol combinació convexa de punts de Γ. És a dir, si
xxx1, · · ·xxxn ∈ Γ i 0 ≤ λi ≤ 1,

∑
i λi = 1, i = 1, · · ·n,

aleshores f és convexa si:

f(λ1xxx1 + · · ·λnxxx2) ≤ λ1 f(xxx1) + · · ·λn f(xxxn)

També podem agafar un conjunt infinit de punts de Γ,
de manera que per qualsevol funció p(xxx) ≥ 0, D ⊆ Γ,∫
D p(xxx) = 1, aleshores f és convexa si:

f

(∫

D
p(xxx)xxx dxxx

)
≤
∫

D
p(xxx) f(xxx) dxxx (2.2)

Podem interpretar p(xxx) com una funció densitat de pro-
babilitat. Per tant, la desigualtat (2.2) es pot enunciar
de la següent manera: Si xxx és una variable aleatòria i
xxx ∈ dom f amb probabilitat 1, aleshores per a qualse-
vol funció convexa f :

f(Exxx) ≤ Ef(xxx) (2.3)

La desigualtat (2.3) es coneix com a desigualtat de Jen-
sen.

epi f

Figura 2.1: Epigràfic d’una funció.

Apèndix G. Hiperfície i subconjunt de nivell 25

(a) a = b = c = 1, λ1 = 3/2, λ2 = 1/2. (b) a = c = 1, b = 3, λ1 = 5/2, λ2 = −1/2.

Figura E.1: Forma quadràtica en R2 (equacions (E.1) i (E.4)) i corbes de nivell per una matriu A: (a) definida
positiva, (b) indefinida.

Hxxx0 = {xxx | f(xxx) = f(xxx0)}

∇f(xxx0)
T (xxx− xxx0) = 0

x1

x2

∇f(xxx0)

xxx0

Cxxx0 = {xxx | f(xxx) ≤ f(xxx0)}

Figura F.1: Relació entre el gradient∇f(xxx0), hiper-
fície de nivellHxxx0 i subconjunt de nivell Cxxx0 d’una
funció f : R2 → R.

xxx0

x

graf f = {(xxx, y) | y = f(xxx), xxx ∈ dom f}

∇f(xxx0)

epi f = {(xxx, y) | y ≥ f(xxx), xxx ∈ dom f}
[
∇f(xxx0)
−1

]T([
xxx
y

]
−
[
xxx0
f(xxx0)

])
= 0

y

Figura F.2: Relació entre el gradient, gràfic i epi-
gràfic d’una funció f : R→ R.

(xxxTAH xxx)T = (AH xxx)Txxx = xxxT AT
H xxx = xxxT AH xxx =

xxxT Axxx. Per tant, aplicant la regla de la cadena i el re-
sultat (F.4):

∇f(xxx) = ∇(xxxTAxxx) = Axxx+ Axxx = 2Axxx (F.5)
�

Observacions
• El transposat de (F.3) és el Jacobià de ggg(xxx).

• Alguns autors defineixen el gradient d’una funció
f : Rn → R com un vector fila igual al transposat
del vector (F.1). En aquest cas es defineix el gradient
de la funció vectorial ggg : Rn → Rm com el transpo-
sat de la la matriu (F.3), és a dir, coincideix amb el
Jacobià.

G. Hiperfície i subconjunt de nivell
Es diu hiperfície de nivell (o conjunt de nivell, level set)
Hxxx0 d’una funció f : Rn → R que passa per un punt xxx0
al conjunt (veure la figura F.1):

Hxxx0 = {xxx | f(xxx) = f(xxx0)} (G.1)

Si n = 2 es diuen corbes de nivell, i si n = 3 superfí-
cies de nivell.

Si el gradient en un punt xxx0 és ∇f(xxx0) 6= 0, aleshores
∇f(xxx0) és un vector perpendicular a la hiperfície de ni-
vell de la funció f(xxx) en xxx0. Per tant, l’hiperplà tangent
a la la hiperfície de nivell (G.1) en el punt xxx0 és:

∇f(xxx0)
T (xxx− xxx0) = 0 (G.2)

Es diu subconjunt de nivell (sublevel set) Cxxx0 d’una
funció f : Rn → R que passa per un punt xxx0 al conjunt
(veure la figura F.1):

Cxxx0 = {xxx | f(xxx) ≤ f(xxx0)} (G.3)

És fàcil veure que si f(xxx) és convexa, aleshores Cxxx0
és un conjunt convex: Si xxx1, xxx2 ∈ Cxxx0 , aleshores
f(αxxx1 + (1 − α)xxx2) ≤ α f(xxx1) + (1 − α) f(xxx2) ≤
α f(xxx0) + (1 − α) f(xxx0) = f(xxx0) ⇒ f(αxxx1 + (1 −
α)xxx2) ∈ Cxxx0 . Així doncs, si f(xxx) és convexa (G.2) és
l’hiperplà suport de Cxxx0 en xxx0 (veure la figura F.1).

Notar que el gràfic d’una funció f(xxx):

graf f = {(xxx, y) | y = f(xxx), xxx ∈ dom f} (G.4)

el podem interpretar com la hiperfície de nivell
F (xxx, y) = 0 de la funció F : Rn+1 → R, F (xxx, y) =
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Teorema2.2Epigràficd’unafuncióconvexa
PerquèunafunciófdefinidasobreunconjuntconvexΓ
deR

n
siguiconvexa,ésnecessariisuficientqueelseu

epigràfic(veurelafigura2.1):

epif={(xxx,y)|xxx∈Γ,y≥f(x)}⊂R
n+1

(2.4)

siguiunconjuntconvexdeR
n+1

.Notarque
{(xxx,y)|xxx∈Γ,y=f(x)}éselgràficdelafunció
f(x).L’epigràficéselconjuntdepuntsquequedaper
sobredelgràfic.

UnafunciófdefinidasobreunconjuntconvexΓes
còncavasi−fésconvexa.Enaquestcas,l’hipogràfic,
definitcom{(xxx,y)|xxx∈Γ,y≤f(x)}ésunconjunt
convex.

Podemconsiderar,doncs,l’epigràficcomelnexed’u-
nióentreelsconjuntsconvexesilesfuncionsconvexes:
Lesfuncionsconvexessonaquellesenlesqueelseu
epigràficésunconjuntconvex.Enl’apèndixGs’ex-
plicacomcalcularl’hiperplàsuportdel’epigràficd’una
funcióconvexa.

2.2Funcionscòncaves

SiguiΓunconjuntconvexdeR
n

ifunafunciódefinida
sobreΓ.Esdiuqueféscòncavasi:

xxx1,xxx2∈Γ
0≤λ≤1

}
⇒

f(λxxx1+(1−λ)xxx2)≥
λf(xxx1)+(1−λ)f(xxx2)

(2.5)

Siladesigualtatés>,esdiuestrictamentcòncava.Sif
ésconvexa,−féscòncava.

2.3Operacionsquepreservenlaconvexi-
tat

•Totacombinaciólinealambcoeficientspositiusde
funcionsconvexesésconvexa.

•Sif1if2sonconvexesif2ésnodecreixent,alesho-
resf1·f2ésconvexa.

•Elsuperiord’unafamíliafinitadefuncionsconvexes
ésunafuncióconvexa.

•Sifiésunasuccessiódefuncionsconvexesquecon-
vergeixenaunafunciólímitf,aleshoresfésconve-
xa.

•Composicióafí:Siguif:R
n
→R;A∈R

n×m,
b∈R

n
ig:R

m
→R,g(xxx)=f(Axxx+b),

domg={xxx|Axxx+b∈domf}.Aleshoressi
fésconvexa/còncava,gtambéhoés.

2.4Continuïtatiderivabilitatdefuncions
convexes

•Unafuncióconvexaféscontínuaentotselspunts
interiorsal’intervalonestàdefinida.

•PerquèunafuncióderivableenunintervalIsigui
convexa,ésnecessariisuficientqueladerivadaf′

siguicreixentenI.

•Siunafunciófdefinidaiduesvegadesderivableen
unintervalIéspositivaonul·laenI,aleshoresfés
convexa.

Teorema2.3Condiciódeconvexitatdeprimeror-
dre
Unafunciófdiferenciableenunconjuntobertconvex
Γ,ésconvexasiinoméssi(∇f(xxx)éselgradient,veure
l’apèndixF,pàg.24):

f(yyy)≥f(xxx)+∇f(xxx)
T

(yyy−xxx),∀yyy,xxx∈Γ(2.6)

Demostració.Siguiz=αxxx+(1−α)yyy;xxx,yyy∈Γ.
De(2.6)tenim:

f(xxx)≥f(z)+∇f(z)
T

(xxx−z)

f(yyy)≥f(z)+∇f(z)
T

(yyy−z)

D’on:

αf(xxx)+(1−α)f(yyy)≥
f(z)+∇f(z)

T
(αxxx+(1−α)yyy−z)=f(z)

Quedemostraquesiescompleix(2.6),aleshoresfés
convexa.Demostracióensentitcontrari:Perconvexi-
tattenimqueper0≤α≤1:f(αyyy+(1−α)xxx)≤
αf(yyy)+(1−α)f(xxx).Pertant,per0<α≤1:

f(xxx+α(yyy−xxx))−f(xxx)

α≤f(yyy)−f(xxx)

d’on,agafantα→0tenim(2.6)(veure(F.2),pàg.24),
quedemostraquesifésconvexaescompleix(2.6).

Notarqueladefiniciódeconvexitatespotinterpretar
dientquelainterpolaciólinealentredospuntsdelafun-
ciósobreestimaelvalordelafunció,mentreque(2.6)
espotinterpretardientquel’aproximacióambelpla
tangentsubestimaelvalordelafunció.

Teorema2.4Condiciódeconvexitatdesegonordre
Unafunciófduesvegadesdiferenciableenunconjunt
obertconvexΓ,ésconvexasiinoméssi:

∇
2
f(xxx)≥0,∀xxx∈Γ(2.7)

Ésadir,sielHessiàdeféssemidefinitpositiuenΓ.
Geomètricament,equivaladirqueftéunacorbatura
“capamunt”enΓ.
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Anàlogament,unamatriuquecompleix<[xxx
H
Axxx]<

0,respectivament<[xxx
H
Axxx]≤0,esdiudefinidanega-

tivaisemidefinidanegativa(hoindicaremcomA<0i
A≤0respectivament).Unacondiciónecessàriaisufi-
cientperquèunamatriuHermíticasiguidefinidanega-
tivaésquetotselsseusautovalorssiguin<0.També
ésunacondiciónecessàriaisuficientquetotselsels
menorsprincipalsd’ordrek,k=1,2,···,nsiguin
negatiussikéssenar,ipositiussikésparell.

Unamatriuquenoésni(semi)definidapositivanine-
gativaesdiuqueésindefinida.

ExempleD.1Matriudefinidapositiva

LamatriuA=

[
11
−11

]
ésdefinidapositivaperquèla

sevapartHermítica:AH=1/2(A+A
H

)=

[
10
01

]
=

Iésdefinidapositiva(téelsautovalors+1,+1).Efec-
tivament:xxx

H
Axxx=x

2
1+x

2
2>0,∀xxx6=0.�

E.Formaquadràtica
S’anomenaformaquadràticadenvariablescomplexes
xxxassociadaaunamatriuAn×ndenúmeroscomplexes
alafuncióq:C

n
→C:

q(xxx)=xxx
H
Axxx(E.1)

onxxx
H

éselvector(omatriu)conjugattransposat:Si
xij=u+iv,x

H
ji=u−iv.Ésfàcilcomprovarque:

q(xxx)=
∑

1≤i≤n

∑

1≤j≤n
xiaijxj(E.2)

q(xxx)=xxx
H
Axxx=xxx

H
AHxxx(E.3)

onAHéslapartHermíticadelamatriuA:AH=
1/2(A+A

H
).AHésunamatriuHermítica,pertant,

unaformaquadràticasempreespotassociaraunama-
triuHermítica(queseràunamatriusimètricasiésde
númerosreals).

EnR
2
,l’equació:

q(xxx)=ax
2

+bxy+cy
2

(E.4)

espotexpressarenlaformaquadràtica(E.1)on:

A=

[
ab/2
b/2c

]
(E.5)

Lasuperfícieilescorbesdenivellde(E.5)(veurel’a-
pèndixG)depenendelsautovalorsdelamatriuA:

λ1,2=
(a+c)±

√
(a+c)2−4ac+b2

2
=

(a+c)±
√

(a−c)2+b2

2
(E.6)

Enparticular,lescorbesdenivellson(veurelafigu-
raE.1):
•El·lipsessib

2
<4ac(λ1,λ2>0,λ16=λ2).

•Cerclessia=c,b=0(λ1,λ2>0,λ1=λ2).

•Paràbolessib
2

=4ac(λ1>0,λ2=0).

•Hipèrbolessib
2
>4ac(λ1>0,λ2<0).

Notarquesielsdosautovalorssónpositius,lamatriu
Aésdefinidapositiva(veurel’apèndixD)ilaforma
quadràticaésconvexa.Pertanttéunmínim(veurela
figuraE.1).

F.Gradient
Definimelvectorcolumnagradientd’unafuncióf:
R
n
→Rcom:

∇f(xxx)=



∂f(xxx)/∂x1
···

∂f(xxx)/∂xn


(F.1)

Laderivadad’unafuncióf:R
n
→Renladirecció

delvectorv∈R
n

esdefineixcom:

∇vf(xxx)=lim
λ→0

f(xxx+λv)−f(xxx)

λ
=∇f(xxx)

T
v(F.2)

Lainterpretacióintuïtivadeladerivadadireccionalésla
raódevariaciódelafunciófenenpuntxxxenladirecció
delvectorv.Pertant,ladirecciódelgradientéslade
màximavariaciódelafuncióf(xxx).

Enelcasd’unafuncióvectorialggg:R
n
→R

m
:

ggg(xxx)=





g1(xxx)
g2(xxx)
···

gm(xxx)





Definimelgradientcomlamatriun×monlacolumna
jéselgradientdelafunciógj(xxx):

∇ggg(xxx)=
[
∇g1(xxx)∇g2(xxx)···∇gm(xxx)

]
(F.3)

ExempleF.1Gradient
Sif(xxx)=a

T
xxx=xxx

T
a=∑xiai,aleshores:

∇f(xxx)=∇(xxx
T
a)=





a1
a2
···
an



=a(F.4)

Sitenimlaformaquadràticaf(xxx)=xxx
T
Axxx=

xxx
T
AHxxx,onAH=1/2(A+A

T
)ésunamatriusi-

mètrica(veurel’apèndixD).Tenimque:xxx
T
AHxxx=
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Demostració. Desenvolupant per Taylor (veure l’apèn-
dix H):

f(yyy) = f(xxx) +∇f(xxx)T (yyy − xxx)+

1/2 (yyy − xxx)T∇2f(xxx+ α (yyy − xxx)) (yyy − xxx)

per algun 0 ≤ α ≤ 1. D’aquí tenim que si el Hessià
és una matriu semidefinida positiva en Γ, aleshores es
complirà que f(yyy) ≥ f(xxx) + ∇f(xxx)T (yyy − xxx), i per el
teorema 2.3 podem afirmar que f és convexa. Per altra
banda, si el Hessià no és una matriu semidefinida posi-
tiva, aleshores aquesta desigualtat no es complirà, i per
el teorema 2.3 podrem afirmar que f no és convexa.

2.5 Exemples de funcions convexes en R

Funcions lineals i afins son convexes i còncaves al-
hora.

Exponencial ea x és convexa en R per qualsevol a ∈
R.

Potències xa és convexa en R++ per a ≤ 0 o a ≥ 1 i
còncava per 0 ≤ a ≤ 1.

Potències del valor absolut |x|p és convexa en R per
p ≥ 1.

Logaritme log x és còncava en R++ i − log x és con-
vexa en R++.

Entropia negativa x log x és convexa en R++, o en
R+ si imposem el valor 0 per x = 0.

2.6 Exemples de funcions convexes en Rn

Normes totes les normes son convexes.

Màxim f(xxx) = max{x1, · · ·xn} és convexa.

Raó entre una funció quadràtica i una lineal
f(x, y) = x2/y, dom f = R× R++ és convexa.

Logaritme de la suma d’exponencials
f(xxx) = log{ex1 + · · · exn} és convexa.

Mitjana geomètrica
f(xxx) = (

∏n
i=1 xi)

1/n, dom f = Rn
++ és còncava.

Logaritme del determinant
f(xxx) = log det X, dom f = {X | X > 0} és còncava.

{(x, y) | g(x, y) ≤ g(x0, y0)}
Cx0,y0 =

Cx0 = {x | f(x) ≤ f(x0)}

x

x0

f(x0)

x

yf(x)

Figura 2.2: Exemple d’un conjunt de nivell Cx0 i Cx0,y0
d’una funció quasiconvexa f : R → R i g : R2 → R
respectivament.

2.7 Funcions quasiconvexes

Es diu subconjunt de nivell (sublevel set) Cxxx0 d’una fun-
ció f : Rn → R que passa per un punt xxx0 al conjunt
(veure la figura 2.2 i l’apèndix G):

Cxxx0 = {xxx | f(xxx) ≤ f(xxx0)} (2.8)

Es diu que una funció f , dom f = D és quasiconvexa
siD i tots els seus subconjunts de nivell Cxxx0 ,xxx0 ∈ D son
conjunts convexes. Una funció f es diu quasicòncava si
−f és quasiconvexa. En aquest cas, els seus “supercon-
junts de nivell”, definits com {xxx | f(xxx) ≥ f(xxx0)}, són
conjunts convexes. Evidentment, una funció convexa
també és quasiconvexa.

Observacions
• La quasiconvexitat també es pot enunciar de la se-

güent manera: Una funció f és quasiconvexa si i no-
més si dom f = D és quasiconvex i:

f(λxxx1 + (1− λ)xxx2) ≤ max{f(xxx1), f(xxx2)} (2.9)

Alguns autors anomenen (2.9) com desigualtat
de Jensen per funcions quasiconvexes (comparar
amb (2.3), pàg. 4).

Exemple 2.1 Funció quasiconvexa
La funció f : R2 → R, f(x, y) = x y, dom f = R2

+ no
és convexa ni còncava perquè el Hessià:

∇2f =

[
0 1
1 0

]

és una matriu indefinida (donat que té els autovalors +1,
−1, veure l’apèndix D). f però, és quasicòncava en R2

+

perquè els superconjuts de nivell:

{(x, y) | x y ≥ α, α, x, y ∈ R+}
1Exemple agafat de [3].
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( x−5) ∗ ( x−8) ∗ exp ( x / 1 0 . 0 ) ;
}

x3 <− f u n c t i o n ( n ) { # c a l c u l a x3
x [ 1 ] + F [N−n ] / F [N−n +2] ∗ ( x [ 2 ] − x [ 1 ] ) ;

}

x4 <− f u n c t i o n ( n ) { # c a l c u l a x4
x [ 2 ] − F [N−n ] / F [N−n +2] ∗ ( x [ 2 ] − x [ 1 ] ) ;

}

F <− c ( 1 , 1 ) ; # seq . de F i b o n a c c i
f o r ( n i n 3 :N) {

F [ n ] <− F [ n−1] + F [ n−2] ;
}

x [ c ( 3 , 4 ) ] <− c ( x3 ( 2 ) , x4 ( 2 ) ) ;
y <− f ( x [ 1 : 4 ] ) ;

f o r ( n i n 3 :N) {
i f ( ( y [ 4 ] < y [ 3 ] ) && ( y [ 4 ] < y [ 2 ] ) ) {

x [ 1 ] <− x [ 3 ] ; y [ 1 ] <− y [ 3 ] ;
x [ 3 ] <− x3 ( n ) ; y3 <− f ( x [ 3 ] ) ;

} e l s e {
x [ 2 ] <− x [ 4 ] ; y [ 2 ] <− y [ 4 ] ;
x [ 4 ] <− x4 ( n ) ; y [ 4 ] <− f ( x [ 4 ] ) ;

}
}

i f ( y [ 4 ] < y [ 3 ] ) {
x [ 3 ] <− x [ 4 ] ; y [ 3 ] <− y [ 4 ] ;

}

o p t i o n s ( d i g i t s =10) ;
c a t ( " x=" , x [ 3 ] , " , y=" , y [ 3 ] , " \ n " ) ;

C. Mètode de Hooke i Jeeves

## busca e l mínim de l a f u n c i ó f ( x ) en
## amb e l mètode de Hook i J e e v e s

b1 <− c ( 0 . 0 , 0 . 0 ) ; # pun t i n i c i a l
minf <− f ( b1 ) ;
d e l t a <− c ( 1 . 0 , 1 . 0 ) ; # pas i n i c i a l
e p s i l o n <− c ( 0 . 2 5 , 0 . 2 5 ) ; # t e r m i n a c i ó

f <− f u n c t i o n ( x ) { # f u n c i ó o b j e c t i u
3 ∗ x [ 1 ] ∗ x [ 1 ] − 2 ∗ x [ 1 ] ∗ x [ 2 ] +

x [ 2 ] ∗ x [ 2 ] + 4 ∗ x [ 1 ] + 3 ∗ x [ 2 ] ;
}

## Paràme t res d ’ e n t r a d a :
## min f ( g l o b a l ) : m i l l o r e s t i m a c i ó ,
## x ( g l o b a l ) : pun t d ’ e x p l o r a c i ó .
## S o r t i d a :
## S i e s t r o b a un pun t m i l l o r
## s ’ a c t u a l i t z e n min f i b2 ( g l o b a l s )
## amb a q u e s t pun t i r e t o r n a TRUE .
e x p l o r a c i o <− f u n c t i o n ( ) {

b2 <<− x ; # b2 és g l o b a l .
f e x i t = FALSE ;
f o r ( i i n 1 : l e n g t h ( x ) ) {

b2 [ i ] <<− x [ i ] + d e l t a [ i ] ;

f tmp <− f ( b2 ) ;
i f ( f tmp < minf ) { # è x i t

minf <<− f tmp ; f e x i t = TRUE ;
} e l s e { # f a l l a

b2 [ i ] <<− x [ i ] − d e l t a [ i ] ;
f tmp <− f ( b2 ) ;
i f ( f tmp < minf ) { # è x i t

minf <<− f tmp ; f e x i t = TRUE ;
} e l s e { # f a l l a

b2 [ i ] <<− x [ i ] ;
}

}
}
re turn ( f e x i t ) ;

}

whi le ( a l l ( d e l t a >= e p s i l o n ) ) {
x <− b1 ;
i f ( e x p l o r a c i o ( ) == TRUE) {

r ep ea t {
x <− 2 . 0 ∗ b2 − b1 ;
b1 <− b2 ;
i f ( e x p l o r a c i o ( ) == FALSE) {

break ;
}

}
} e l s e {

d e l t a <− d e l t a ∗ 0 . 5 ;
}

}

c a t ( " x= " , b1 , " f = " , minf , " \ n " ) ;

D. Matrius definides positives
Una matriu A n× n de números complexes és definida
positiva si la part real de la forma quadràtica associada
a A (veure l’apèndix E) és sempre positiu. És a dir:

<[xxxH Axxx] > 0, ∀xxx ∈ Cn, xxx 6= 0 (D.1)

on < és la part real i xxxH és el vector (o matriu) conjugat
transposat: Si xij = u+ i v, xHji = u− i v.

Es diu que una matriu A de números complexes és
Hermítica si A = AH. Notar que si tots els elements
de A son reals, aleshores AH = AT, i Hermítica és
equivaler a simètrica: A = AT.

Una condició necessària i suficient perquè una matriu
A sigui definida positiva és que la seva “part Hermíti-
ca”: AH = 1/2(A+AH) sigui definida positiva. Notar
que AH és una matriu Hermítica.

Una condició necessària i suficient perquè una matriu
Hermítica sigui definida positiva és que tots els seus
autovalors siguin > 0. També és una condició neces-
sària i suficient que tots els menors principals (menors
superior-esquerra que es poden formar) tinguin deter-
minant > 0.

Indicarem que una matriu és definida positiva com
A > 0. Si la matriu compleix<[xxxHAxxx] ≥ 0 es diu que
és semidefinida positiva i ho indicarem com A ≥ 0.



2.8.Funcionspseudoconvexes7

sónconjuntsconvexes.NotarqueenR
2
−fésquasicon-

vexa1.�

Exemple2.2Funciólinealfraccional
Lafunció:

f(x)=
a
T
xxx+b

cTxxx+d
,domf={xxx|c

T
xxx+d>0}

(2.10)
ésquasiconvexaiquasicòncava(quanescompleixen
aquestesduescondicionslafuncióesdiuquasilineal),
perquèelsseussubconjuntsdenivell:{xxx|a

T
xxx+b≤

α(c
T
xxx+d),c

T
xxx+d>0}sonlaintersecciód’un

subespaiobertiunsubespaitancat,pertant,ésuncon-
juntconvex.Anàlogamentespotveurequeelssuper-
conjuntsdenivelltambésónconjuntsconvexes1.�

Teorema2.5Condiciódequasiconvexitatdeprimer
ordre
Sif:R

n
→Résdiferenciableiquasiconvexaenel

conjuntconvexdomf=D,aleshores:

f(xxx)≤f(xxx0)⇒
∇f(xxx0)

T
(xxx−xxx0)≤0,∀xxx,xxx0∈D(2.11)

L’equació(2.11)téunainterpretaciógeomètricasenzi-
llaquan∇f(xxx0)6=0:Defineixl’hiperplàsuportdel
subconjuntdenivell{xxx|f(xxx)≤f(xxx0)}enelpuntxxx0
(veurelafiguraF.1,pàg.25).

2.8Funcionspseudoconvexes

Mésendavantveuremque∇f(xxx∗)=0ésunacondició
necessàriaisuficientperquèxxx∗siguielmínimglobal
d’unafuncióconvexa.Aixònoéscertperunafunció
quasiconvexa.Perexemple,f(x)=x

3
ésunafunció

quasiconvexa,peròf′(0)=0,ix0=0ésunpuntd’in-
flexió.Perevitaraquestproblemaesdiuqueunafunció
fdefinidaenundominiobertDéspseudoconvexasiés
diferenciableenDicompleix:

∇f(xxx0)
T

(xxx−xxx0)≥0⇒
f(xxx)≥f(xxx0)∀xxx,xxx0∈D(2.12)

Perexemple,lafuncióf(x)=x
3

+xéspseudoconve-
xaperquèf′(x0)(x−x0)=(2x

2
0+1)(x−x0),que

permetgarantirlaimplicació(2.12).Encanvi,lafunció
f(x)=x

3
noéspseudoconvexaperquèperx0=0te-

nimquef′(0)(x−0)=0.Pertant,def′(0)(x−0)≥0
nopodemdeduirquef(x)≥f(0).

Capítol3
OptimitzaciósenserestriccionsenR
3.1Condicionsd’optimalitat

Problema:minimitzaruna“funcióobjectiu”(anomena-
datambé“funciódecost”)f(x):R→Rnosubjectaa
restriccions(unconstrained):

minf(xxx)(3.1)

Elsmàximsimínimsdefs’anomenenvalorsex-
trems.

Teorema3.1Condicionsnecessàriesperunvalor
extrem
SifésdiferenciableenunconjuntobertΓ,aleshores
perquèx∗∈Γsiguiunvalorextrems’hadecomplir
queladerivadadefs’anul·lienx∗:f′(x∗)=0.

Demostració.(esbós)Six∗ésunvalorextrem,alesho-
resf(x∗+∆x)/∆xhadecanviardesignequanespassa
de∆x<0a∆x>0.

Tambéhipothaverpuntsextremsonladerivadade
fnoexisteix(laderivadaésdiscontínua).Elspuntson
laderivadadefs’anul·laoésdiscontínuas’anomenen
puntscrítics.Aixídoncs,unpuntextremdefésneces-
sàriamentunpuntcrític.Elcontrarinoéscert.

Perbuscarelmínimd’unafuncióapartirdelaseva
derivada,buscaremelspuntscrítics,ianalitzaremlase-
vacondiciósegonsmostralasegüenttaula:

Signedef′(x)

x<x∗x>x∗Tipus

+−màxim
−+mínim
++fcreix
−−fdecreix

Taula3.1:Tipusdepuntcríticx∗segonselsignede
f′(x)enl’entorndex∗.

Teorema3.2Condicionssuficientsd’optimalitat
Sifésduesvegadesdiferenciableenunpuntx∗d’un

conjuntobertΓif′(x∗)=0,aleshoresx∗ésunpunt
màximlocalsif′′(x∗)<0iésunmínimlocalsi
f′′(x∗)>0.

Demostració.(esbós)Sif′′(x∗)<0voldirquef′(x∗)
ésdecreixentenx∗,isegonslataula3.1aixòésunpunt
màxim.
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Exemple9.1Programaciódinàmica
EsfaunsondeigpetrolíferentresregionsA,B,Con

hipodentreballarentre1i3equipsdesondeig.La
següenttaulamostralesprobabilitatsdefracàsentro-
barpetrolienfunciódelsequipsquetreballenencada
regió.Esdisposende5equipsdesondeigiesdesitja
calcularquantsd’equipss’handedestinaracadaregió
perminimitzarlaprobabilitatdefracàs.

Regió

Nombred’equipsABC

10,500,700,75
20,300,400,30
30,150,200,10

SolucióDefinimcometapesrkdelproblemalesre-
gions:r1=A,r2=B,r3=C.Definiml’estatxk
comelnombred’equipsquehihadisponiblesperales
etapesrk,rk+1,···r3,ilafuncióobjectiu:

fk(xk)=minP
{

fracàsenlesetapes
rk,rk+1,···r3

}

Comquelaprobabilitatdefracassaréselproductede
fracassarenlestresetapes,podemformularl’equació
recursiva:

fk(xk)=min
n{Pk{n}×fk+1(xk−n)}

onPk{n}éslaprobabilitatdefracàsenl’etaparksihi
treballennequips(ésadir,lesprobabilitatsdelataula
anterior).Tenimdoncs:
•Perl’etapar3=C:

f3(1)=P3{1}=0,75

f3(2)=P3{2}=0,30

f3(3)=P3{3}=0,10

•Perl’etapar2=B:

f2(2)=P2{1}f3(1)=0,70×0,75=0,525

f2(3)=min{P2{1}f3(2);P2{2}f3(1)}=

=min{0,21;0,30}=0,21

f2(4)=min{P2{1}f3(3);P2{2}f3(2);P2{3}
f3(1)}=min{0,07;0,12;0,15}=0,07

•Perl’etapar1=A:

f1(5)=min{P1{1}f2(4);P1{2}f2(3);P1{3}
f2(2)}=min{0,035;0,063;0,07875}

=0,035

Ons’hansubratllatlesdecisionsòptimes.Esconclou
doncsquelaprobabilitatdefallarésde0,035,desti-
nant1equipenlaregióA,1equipenlaregióBi3
equipsenlaregióC.�

Apèndixs
A.Mètodedelaseccióàurea

#buscaelmínimdelafuncióf(x)
#enl’intèrval[x1,x3,x4,x2]
#ambelmètodedelaseccióàurea.

x<−c(0,10);#intèrvalinicial
N<−20;#nombred’iteracions

f<−function(x){#funcióobjectiu
(x−5)∗(x−8)∗exp(x/10.0);

}

a<−(sqrt(5.0)−1.0)/2.0;
a1<−1.0/(a+1.0);
x3<−function(){#calculax3

(a∗x[1]+x[2])∗a1;
}

x4<−function(){#calculax4
(x[1]+a∗x[2])∗a1;

}

x[c(3,4)]<−c(x3(),x4());
y<−f(x[1:4]);

for(nin0:N){
if((y[4]<y[3])&&(y[4]<y[2])){

x[1]<−x[3];y[1]<−y[3];
x[3]<−x3();y3<−f(x[3]);

}else{
x[2]<−x[4];y[2]<−y[4];
x[4]<−x4();y[4]<−f(x[4]);

}
}

if(y[4]<y[3]){
x[3]<−x[4];y[3]<−y[4];

}

options(digits=10);
cat("x=",x[3],",y=",y[3],"\n");

B.BúsquedadeFibonacci

#buscaelmínimdelafuncióf(x)
#enl’intèrval[x[1],x[3],x[4],x[2]]
#ambelmètodedefibonacci.

x<−c(0,10);#intèrvalinicial
N<−20;#nombred’iteracions

f<−function(x){#funcióobjectiu
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Notar que si f ′(x∗) = 0 i f ′′(x∗) = 0 no podem
determinar si el punt crític x∗ és un punt extrem. En
aquest cas, si la primera derivada no nul·la és d’ordre n
(f (i)(x∗) = 0, i < n, f (n)(x∗) 6= 0), aleshores desen-
volupant per Taylor en x∗ tindrem:

f(x) = f(x∗) +
(x− x∗)n

n!
f (n)(ξ), |ξ| ≤ |x∗ − x|

D’on:

f ′(x) =
(x− x∗)(n−1)

(n− 1)!
f (n)(ξ), |ξ| ≤ |x∗ − x|

Tenint en compta la fórmula anterior i la taula 3.1, de-
duïm que: (i) Si n és parell: Si f (n)(x∗) < 0, aleshores
x∗ és un punt màxim, si f (n)(x∗) > 0, aleshores x∗ és
un punt mínim. (ii) Si n és senar en x∗ no hi ha un punt
extrem: f(x∗) és decreixent si f (n)(x∗) < 0 i creixent
si f (n)(x∗) > 0.

3.2 Mètode de la secció àurea

Golden section search, és un mètode iteratiu en el que
l’única condició que imposem a f és que sigui unimo-
dal en un punt mínim x∗ (és a dir, f és monòtona de-
creixent per x ≤ x∗ i monòtona creixent per x ≥ x∗,
per tant, hi ha un únic punt mínim en x∗). Suposem
que avaluem la funció en 3 punts x1 < x3 < x2, tals
que f(x1) > f(x3) < f(x2). Per tant, x∗ ∈ [x1, x2]
(figura 3.1). Per cada punt addicional on avaluem la
funció podrem reduir l’interval on es troba x∗. Per
exemple, per un punt x4 tal que: x3 < x4 < x2, si
f(x3) > f(x4) < f(x2) aleshores x∗ ∈ [x3, x2], altra-
ment serà f(x1) > f(x3) < f(x4) i x∗ ∈ [x1, x4].

ba

x3x1 x4 x2

f(x1)
f(x2)

x

f(x)

c

f(x3)

Figura 3.1: Mètode de la secció àurea.

El criteri de la secció àurea és que la proporció en que
es reduirà l’interval en cada iteració sigui el mateix, és
a dir:

a

b
=
c

a
=

c

b− c
Aïllant c en les igualtats anteriors tenim: c/a

b/a−c/a =
a/b

b/a−a/b = a
b
⇒
(
a
b

)2
+ a

b
− 1 = 0, d’on:

α =
a

b
=
−1 +

√
5

2

De les relacions: x2−x3
x3−x1 = α i x4−x1

x2−x4 = α tenim:

x3 =
1

1 + α
(αx1 + x2)

x4 =
1

1 + α
(x1 + αx2)

(3.2)

En l’apèndix A hi ha una possible implemtació en R [1].

x3x1 x4 x2

f(x1)
f(x2)

x

f(x)

f(x3)

dk

dk

dk−1

Figura 3.2: Búsqueda de Fibonacci.

3.3 Búsqueda de Fibonacci

De forma semblant al mètode anterior, en la iteració k es
construeix un interval dk que queda dintre de l’interval
previ dk−1, tal com mostra la figura 3.2. Es pot demos-
trar que l’estratègia que més redueix l’interval d’incer-
tesa d’on es troba el mínim si en total es fan N iteraci-
ons és:

dk =
FN−k+1

FN
d1, k = 2, · · ·N (3.3)

on d1 = x2 − x1 és l’interval inicial (notar que comp-
tem l’interval inicial com la primera iteració) i Fi són
els números de la seqüència de Fibonacci:

Fi = Fi−1 + Fi−2, i ≥ 2, F0 = F1 = 1

De l’equació (3.3) tenim que l’interval on es troba el mí-
nim en la iteració N serà: dN = F1/FN d1 = d1/FN .
De manera que si desitgem determinar el mínim amb
una incertesa inferior a δ, buscarem el primer terme
de FN de la seqüència de Fibonacci que compleix:
dN ≤ δ < dN−1. És a dir:

FN ≥
d1
δ
> FN−1 (3.4)

Un cop determinat N , per calcular els punts en cada
iteració, de (3.3) s’obté:

dk−1 − dk =
FN−k+2 − FN−k+1

FN−k+2

d1 =

FN−k
FN

d1 =
FN−k
FN−k+2

dk−1, k = 2, · · ·N (3.5)
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Figura 8.1: Aproximacions de la funció indicador
Ix≤0(x)

Com que Ix≤0(x) no és diferenciable, aproximarem
Ix≤0(x) per una funció B(x) que ho sigui. Les dues
funcions que més es fan servir en la pràctica son:

B(x) =
−ρ
x

(8.4)

B(x) = −ρ log(−x) (8.5)

on ρ > 0 és un paràmetre que com més petit sigui, mi-
llor serà l’aproximació de B(x) a Ix≤0(x) (veure la fi-
gura (8.3)). El problema és que com més petit és ρ, més
ràpidament variarà la inversa del Hessià de la funció a
optimitzar, i més difícil serà la convergència del mètode
de Newton. Per resoldre aquest problema el mètode de
barrera consisteix en aplicar el mètode de Newton ite-
rativament fent servir una funció Bk(x) = ρkB(x), on
0 < ρk+1 < ρk és una seqüència que aproxima progres-
sivament Bk(x) a Ix≤0(x). En concret l’algorisme és el
següent:
1. Triar un punt inicial xxx0 interior a la regió factible:
gi(xxx0) ≤ 0.

2. Triar un valor inicial per ρ.

3. Fer servir el mètode de Newton amb el punt inicial
xxx0 per resoldre el problema:

min f(xxx) +
m∑

i=1

ρkB(gi(xxx)) (8.6)

La solució xxxk obtinguda en cada iteració de (8.6) es
fa servir com a punt inicial per a una pròxima itera-
ció, conjuntament amb el pròxim valor de la seqüèn-
cia ρk.

Observacions
• Els mètodes de barrera (o penalització) normalment

s’inclouen dintre d’un conjunt més general anomenat
“mètodes de punts interiors” (veure [3]).

• En el mètode SUMT (veure [5]) s’agafa ρk+1 =
ρk/4 i en el cas més senzill es comença amb ρ0 =
1. Amb aquest mètode, si hi ha restriccions d’i-
gualtat hi(xxx) = 0, s’agafa funció de penalització
ρ
−1/2
k h2i (xxx).

Capítol 9
Programació dinàmica determinista
9.1 Formulació

Considerarem un procés a temps discret que pren valors
en els instants o etapes (stages) k = 0, 1, · · ·N caracte-
ritzat de la següent manera:
• L’estat del sistema xk dóna la informació rellevant

del sistema en l’etapa k. Inicialment l’estat del siste-
ma és x0.

• El nombre d’etapes N que considerarem s’anomena
horitzó del procés.

• Per a cada etapa podem prendre un conjunt de decisi-
ons que determinen l’estat del sistema en la pròxima
etapa.

• En cada etapa k = 0, 1, · · ·N hi ha una funció de
guany (o cost) gk(xk).

• Hi ha una funció de objectiu fk(xk) que es desitja
optimitzar.

• Donat l’estat en l’etapa k, la decisió òptima per les
pròximes etapes no ha de dependre dels estats assolits
en les etapes anteriors. Aquesta condició s’anomena
“principi d’optimalitat de Bellman”.

Resolució del problema Hem de formular una equa-
ció recursiva que relaciona la funció objectiu en l’etapa
k en funció dels valors assolits en k + 1, k + 2, · · ·N .
Per exemple:

fk(xk) = min
k
{φ(gk(xk), fk+1(xk+1))} (9.1)

L’estratègia consisteix en escollir l’estat i les etapes
de forma que sigui fàcil calcular fN(xN). A continu-
ació hem de formular l’equació recursiva (9.1) i bus-
car les decisions òptimes que permeten calcular fk(xk),
k = N − 1, N − 2, · · · 0. És a dir, si l’índex k represen-
ta el temps, anirem “cap enrera” en el temps (backward
in time). També és possible plantejar el problema “cap
endavant” en el temps, però en general, és més difícil
de formular.
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d’on:

x
(k)
3=x

(k−1)
1+(dk−1−dk)=x

(k−1)
1+

FN−k
FN−k+2

dk−1

x
(k)
4=x

(k−1)
2−(dk−1−dk)=x

(k−1)
2−

FN−k
FN−k+2

dk−1

dk=x
(k)
2−x

(k)
1,k=2,···N

Enl’apèndixBhihaunapossibleimplemtacióenR[1].

3.4MètodedeNewton

Suposemquefésdiferenciableduesvegades.Alesho-
respodemaproximarfambelpolinomideTaylor:

q(x)=f(xk)+f′(x
k)(x−xk)+1/2f′′(x

k)(x−xk)
2

Derivantpodemaproximarl’extremdef(x)perelde
q(x):

q′(x)=0⇒x=xk−
f′(xk)

f′′(xk)

d’onarribemalafórmulaiterativa:

xk+1=xk−
f′(xk)

f′′(xk)(3.6)

Notarquetambépodemarribaral’equació(3.6)apar-
tirdelafórmulaiterativadeNewtonpertrobarelzero
d’unafuncióg(x)=0:

xk+1=xk−
g(xk)

g′(xk)(3.7)

onlafuncióonvolemtrobarelzeroés:g(x)=f′(x).

Capítol4
Optimitzaciósenserestriccions
enR

n

4.1Condicionsd’optimalitat

Problema:minimitzaruna“funcióobjectiu”(anomena-
datambé“funciódecost”)f(xxx):R

n
→Rnosubjecta

arestriccions(unconstrained):

minf(xxx)(4.1)

Teorema4.1Condicionsnecessàriesd’optimalitat
SifésdiferenciableenunconjuntobertΓ,aleshores
lessegüentscondicionssonnecessàriesperquèxxx∗∈Γ
siguiunmínimlocal:

∇f(xxx∗)=0(Condiciódeprimerordre)(4.2)
∇

2
f(xxx∗)≥0(Condiciódesegonordre)(4.3)

Demostració.Laderivadadireccionaldef(xxx∗)enel
sentitdelvectorvésv

T
∇f(xxx∗).Sixxx∗ésunmínim,

aquestaderivadahadeser≥0perqualsevolv.Per
tant,hauràdeser∇f(xxx)=0.

DesenvolupantperTaylor:

f(xxx∗+αv)−f(xxx∗)=

αv
T
∇f(xxx∗)+α

2
/2v

T
∇

2
f(xxx∗)v+o(α

2
)

Sixxx∗ésunmínim,itenintencompte(4.2),hauràde
ser:

f(xxx∗+αv)−f(xxx∗)

α2=1/2v
T
∇

2
f(xxx∗)v+o(α

2
)≥0

Agafantα→0resultav
T
∇

2
f(xxx∗)v≥0perqualsevol

v,ésadir,∇
2
f(xxx∗)hadesersemidefinidapositiva.

Teorema4.2Condicionssuficientsd’optimalitat
Sifésduesvegadesdiferenciableenunconjuntobert
Γ,i∇f(xxx∗)=0,aleshoresxxx∗ésunpuntmàximlocal
si∇

2
f(xxx∗)<0iésunmínimlocalsi∇

2
f(xxx∗)>0.

Teorema4.3Condicionssuficientsperunafunció
convexa
SifésunafuncióconvexaenunconjuntconvexΓ,

aleshores:
•UnmínimlocaldefenΓtambéhoésglobal.Amés,

sifésestrictamentconvexa,elmínimésúnic.

•∇f(xxx∗)=0ésunacondiciónecessàriaisuficient
perquèxxx∗∈Γsiguiunmínimglobal.

Exemple4.1Minimitzaciód’unafuncióconvexa
quadràtica
Elproblemageneraldeminimitzaciód’unafuncióf(xxx)
convexaquadràticaés:

minf(xxx)=1/2xxx
T
Axxx−b

T
xxx+c(4.4)

onsuposaremA∈S
n
++,b∈R

n
,c∈R.Apli-

cantelteorema4.3tenimquelasolucióxxx∗de(4.4)
compleix∇f(xxx∗)=0.Operant(veurel’exempleF.1,
pàg.24)s’obtéqueelmínimde(4.4)elpodemcalcular
resolentelsistemad’equacions:Axxx∗−b=0,d’on:
xxx∗=A−1b.

Uncasespecialdelproblemademinimitzacióquadrà-
ticaéselproblemadelsmínimsquadrats:Desitgemtro-
barlafunciólinealf(x)=v

T
xxxquemillors’aproxima

amberrorquadràticalconjuntdemesures:(f(xxxi),xxxi).

SidefinimA=

[
xxx
T
1

···

]
,b=

[
f(xxx1)
···

]
,aleshoreshemde

resoldreelproblema:

min‖Av−b‖
2
2=

v
T
A

T
Av−2(A

T
b)

T
v+b

T
b(4.5)

quetépersolucióelsistemad’equacions(anome-
nat“equacionsnormalsdelproblemademínimsqua-
drats”):A

T
Av=A

T
b.�
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0,···m,k=1,···Miquehandecomplirlescondici-
onsdenormalitatiortogonalitat:

M0 ∑

k=1

λ0k=1(7.21)

m∑

i=0

Mi ∑

k=1

aikjλik=0,j=1,···n(7.22)

Notarqueelnombredevariablesdualsadeterminar
ésigualalnombretotaldemonomis:M=∑m

i=0Mi.
Igualqueenelcassenserestriccions,(7.21)i(7.22)for-
menunsistemaden+1equacionsquetindransolució
únicasielgraudedificultatvalzero:M−(n+1)=0.

Larelacióentreλikiwikés:

w0k=λ0k,k=1,···M0(7.23)

wik=
λik

∑Mi

k=1λik
,i=1,···m

k=1,···Mi

(7.24)

Lafunciódualés:

d(λλλ)=
m∏

i=0

Mi ∏

k=1

(c
ik

wik

)λik
(7.25)

Uncopdeterminatsλikiwik,substituinten(7.25)tin-
dremelvaloròptimdelafuncióobjectiu(p∗=f(xxx∗)),
isubstituinten(7.19)i(7.20)obtindremlesequacions
amblesquepodemcalcularelvaloròptimdelesvaria-
blesd’optimització(xxx∗).

Exemple7.2PGambrestriccions

minf(xxx)=40x1x2
︸︷︷︸

λ01

+20x2x3
︸︷︷︸

λ02

s.a1/5x−1
1x−1/2

2
︸︷︷︸

λ11

+3/5x−1
2x−2/3

3
︸︷︷︸

λ12

≤1

xi>0,i=1,2,3

Comquetenim4posinomis,tindrem4variablesdu-
alsλik,i=0,1,k=1,···Mi.Perfacilitarlare-
solució,asotadecadamonomidelproblemas’hapo-
satlavariabledualassociada.Elgraudedificultatés:
M−(n+1)=0,pertantlescondicionsdedenorma-
litatiortogonalitatensdonenlasolució:

λ01+λ02=1

x1→λ01−λ11=0

x2→λ01+λ02−1/2λ11−λ12=0

x3→λ02−2/3λ12=0

d’ontenimlasolució:λ01=1/2,λ02=1/2,λ11=
1/2,λ12=3/4.Substituinten(7.23)i(7.24):

w01=λ01=1/2

w02=λ02=1/2

w11=
λ11

λ11+λ12
=2/5

w12=
λ12

λ11+λ12
=3/5

Substituintenlafunciódual(7.25)tenim:

logd(λλλ)=
1

2
log

40

1/2
+

1

2
log

20

1/2
+

1

2
log

1/5

2/5
+

3

4
log

3/5

3/5
=

1

2
log40

2
→d(λλλ)=p∗=40

Aradefinimui=logxi,xi=e
ui

.De(7.19)i(7.20)
tenim:

log
w01p∗

c01
=−log2=u1+u2

log
w02p∗

c02
=0=u2+u3

log
w11

c11
=log2=−u1−1/2u2

D’ontenimque:u1=−log2,u2=0,u3=0,pertant:
x1=1/2,x2=1,x3=1.�

Capítol8
Mètodesdebarrera
8.1Formulació

Consideraremelproblemad’optimitzacióquesuposa-
remconvex:

minf(xxx)

s.agi(xxx)≤0,i=1,···m
(8.1)

L’objectiuésplantejarunmètodeiteratiuperresoldreel
problema(8.1)ambelmètodedeNewtonexplicatenla
secció4.4.2,pàg.11.Perassoliraquestobjectiuneces-
sitemqueelproblemanotinguirestriccionsisiguidues
vegadesdiferenciable.Pereliminarlesrestriccionspo-
demplantejarelproblemaequivalent:

minf(xxx)+
m∑

i=1

Ix≤0(gi(xxx))(8.2)

onIx≤0(x)éslafuncióindicador(veurelafigura(8.3)):

Ix≤0(x)

{
0,x≤0

∞,x>0
(8.3)
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4.2 Mètodes de descens

Els mètodes que es descriuen en les pròximes seccions
es basen en aplicar l’algorisme iteratiu:

xxxk+1 = xxxk + αk ∆xxxk, αk ∈ R+ (4.6)

on ∆xxxk s’anomena “pas” o “direcció de búsqueda” (se-
arch direction) i ho calcularem segons els mètodes que
veurem a continuació, i αk ∈ R+ s’anomena la “mi-
da del pas” (step size). Notar que només serà αk = 0
si s’ha assolit el punt òptim: xxxk = xxx∗. La idea del
mètode és “descendir”, en el sentit de que f(xxxk+1) =
f(xxxk+αk ∆xxxk) < f(xxxk), en la direcció del vector ∆xxxk.

Nota sobre la direcció ∆xxxk: Desenvolupant f per Tay-
lor en xxxk tenim:

f(xxxk+1) = f(xxxk + αk ∆xxxk) =

f(xxxk) +∇f(xxxk)
T αk ∆xxxk + o(αk)

Per un valor suficientment petit de αk > 0, o(αk) serà
negligible i perquè f(xxxk+1) < f(xxxk) haurà de ser:

∇f(xxxk)
T ∆xxxk < 0 (4.7)

És a dir, per apropar-nos cap el mínim de f des de xxxk,
hem d’agafar una direcció ∆xxxk que faci un angle major
de 90o amb ∇f(xxxk) (veure la figura 4.1).

x1

x2

∇f(xxxk+1)

xxxk+1

∇f(xxxk)
xxxk

∆xxxk

αk ∆xxxk

Figura 4.1: Mida del pas amb el mètode exact line se-
arch. La figura mostra les corbes de nivell d’una funció
f : R2 → R. El punt de la línia ∆xxxk que més s’a-
propa al mínim de f és allà on ∆xxxk és ortogonal amb
∇f(xxxk+1).

4.2.1 Càlcul de la mida del pas

Per a calcular la mida del pas (line search), αk en (4.6)
hi ha vàries tècniques. La tècnica anomenada exact line
search consisteix en resoldre el problema:

min
αk

f(xxxk + αk ∆xxxk) (4.8)

És a dir, triada una direcció ∆xxxk, calculem el valor del
pas que més ens apropa al mínim de f . Notar que el pro-
blema (4.8) és un problema d’optimització sense res-
triccions en R i, per tant, el podem resoldre fent servir
algun dels mètodes explicats en el capítol 3. En parti-
cular, si imposem f ′(αk) = 0 i apliquem la regla de la
cadena, tenint en compte (4.6), αk vindrà donat per:

d

dαk
f(xxxk+1) = ∇f(xxxk+1)

T d

dαk
xxxk+1 =

∇f(xxxk+1)
T ∆xxxk = ∇f(xxxk + αk ∆xxxk)

T ∆xxxk = 0 (4.9)

És a dir, hem de triar αk de forma que el gradient en
xxxk+1 sigui ortogonal amb ∆xxxk. La figura 4.1 dóna una
justificació visual d’aquesta condició.

4.3 Mètodes de búsqueda directa

Es caracteritzen per no utilitzar la derivada de la funció
a minimitzar.

4.3.1 Mètode de Hooke i Jeeves
La idea és fer una búsqueda exploratòria en l’entorn de
xxxk. Segons els resultats obtinguts es fa un desplaça-
ment orientat o es redueix la mida del pas a la meitat
i es continua l’exploració. Les direccions de búsque-
da son vectors unitaris en les direccions dels eixos de
coordenades. L’algorisme és el següent:
1. Inicialment es posa bbb1 = punt inicial.

2. Es fa una búsqueda exploratòria en l’entorn del punt
bbb1: bbb2 = exploracio(bbb1, f(bbb1)), on el pseudocodi de
la funció exploracio és:

e x p l o r a c i o (xxx , fmin ) {
xxxtest = xxx
per ( t o t e s l e s components x[i] de xxx ) {
xtest[i] = x[i] + α[i] ;
s i (f(xxxtest) < fmin ) { % èxit
fmin = f(xxxtest) ;

} a l trament { % falla
xtest[i] = x[i]− α[i] ;
s i (f(xxxtest) < fmin ) { % èxit
fmin = f(xxxtest) ;

}
}

}
re torna (xxxtest ) ;

}

Si despés de l’exploració hi ha hagut èxit (f(bbb2) <
f(bbb1)) es passa al punt 3. Altrament es redueix el pas
a la meitat (ααα = ααα/2). Si el pas és inferior a un valor
prefixat (ααα < εεε) l’algorisme acaba amb la solució bbb1,
altrament es passa al punt 2.
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Un cop calculades les variables duals wk el problema
està resolt i podem calcular p∗ = f(xxx∗) de la següent
manera: Tenint en compte que

∑
k wk = 1:

p∗ = (p∗)
∑

k wk =
M∏

k=1

(p∗)wk =
M∏

k=1

(
ck pk(xxx

∗)

wk

)wk

=

M∏

k=1

(
ck
wk

)wk M∏

k=1

(pk(xxx
∗))wk =

M∏

k=1

(
ck
wk

)wk

(7.11)

donat que:

M∏

k=1

(pk(xxx
∗))wk =

M∏

k=1

(xak11 · · ·xaknn )wk =

x
∑

k ak1 wk

1 · · ·x
∑

k akn wk
n = 1

Per calcular el valor òptim de les variables d’optimit-
zació xxx∗ podem fer servir (7.8):

ck x
ak1
1 · · · xaknn = wk p

∗, k = 1, · · ·M (7.12)

L’equació (7.11) que permet calcular p∗ dóna lloc a la
definició de la funció dual d(www) : RM → R,

d(www) =
M∏

k=1

(
ck
wk

)wk

(7.13)

Es compleix què: f(xxx) ≥ d(www). A més, si el problema
de PG (7.3) té solució es compleix que:

p∗ = f(xxx∗) = min
xxx
f(xxx) = max

www
d(www) = d(www∗) (7.14)

Per tant, el problema (7.3) també es pot resoldre amb el
problema dual:

max d(www) =
M∏

k=1

(
ck
wk

)wk

s. a
M∑

k=1

akiwk = 0, i = 1, · · ·n

M∑

k=1

wk = 1

wk > 0

(7.15)

Exemple 7.1 PG sense restriccions

min f(xxx) = 4x41︸︷︷︸
w1

+ 4x−21 x22︸ ︷︷ ︸
w2

+ 5x−42 x23︸ ︷︷ ︸
w3

+ x−23︸︷︷︸
w4

s. a xi > 0, i = 1, 2, 3

Com que tenim 4 posinomis, tindrem 4 variables duals
wi, i = 1, · · · 4. Per facilitar la resolució, a sota de cada

monomi del problema s’ha posat la variable dual asso-
ciada. El grau de dificultat és: M − (n + 1) = 0, per
tant les condicions de de normalitat i ortogonalitat ens
donen la solució:

w1 + w2 + w3 + w4 = 1

x1 → 4w1 − 2w2 = 0

x2 → 2w2 − 4w3 = 0

x3 → 2w3 − 2w4 = 0

d’on tenim la solució: w1 = 1/5, w2 = 2/5, w3 =
1/5, w4 = 1/5. Substituint en la funció dual tenim:

log d(w) =
4∑

k=1

wi log(ck/wk) = 1, 079⇒ p∗ = 12, 011

Ara definim ui = log xi, xi = eui . De (7.12) tenim:

log

(
wk p

∗

ck

)
=

n∑

i=1

aki ui, k = 1, · · · 3 (7.16)

Substituït en (7.16) calculem: u1 = −0, 055, u2 =
−0, 015, u3 = −0, 19, d’on: x1 = 0, 88, x2 = 0, 96,
x3 = 0, 645. �

7.3 PG amb restriccions

Es tracta de resoldre el problema posinomial:

min f(xxx) =

M0∑

k=1

c0k x
a0k1
1 · · ·xa0knn

s. a gi(xxx) =

Mi∑

k=1

cik x
aik1
1 · · ·xaiknn ≤ 1

i = 1, · · ·m
xxx > 0

(7.17)

Per simplificar la notació definim:

pik(xxx) = xaik11 · · ·xaiknn , i = 0, · · ·m (7.18)

de manera que podem escriure la funció objectiu i les
restriccions com: f(xxx) =

∑M0

k=1 c0k p0k(xxx), gi(xxx) =∑Mi

k=1 cik pik(xxx).
El problema es pot resoldre de forma semblant al cas

sense restriccions. Ara definim les variables:

w0k =
c0k p0k(xxx

∗)

f(xxx∗)
, k = 1, · · ·M0 (7.19)

wik = cik pik(xxx
∗), i = 1, · · ·m

k = 1, · · ·Mi

(7.20)

En funció d’aquestes variables i fent servir el Lagran-
già (veure [5]), s’obtenen les variables duals λik, i =
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3.Esfaundesplaçamentorientatppp1=2bbb2−bbb1i
unabúsquedaexploratòriaenl’entornd’aquestpunt:
bbbtest=exploracio(ppp1,f(bbb2)).Sil’exploraciótéèxit
(f(bbbtest)<f(bbb2)),aleshoresesposabbb1=bbb2,
bbb2=bbbtestiesrepeteixelpunt3.Altramentesposa
bbb1=bbb2iestornaalpunt2.

Enl’apèndixChihaunapossibleimplemtacióenR[1].

4.4Mètodesdiferencials

Unamanerasenzilladequeescompleixi(4.7)ésaga-
far:

∆xxxk=−Dk∇f(xxxk)(4.10)

onDkésunamatriusimètricadefinidapositiva,per
tant:−∇f(xxxk)

T
Dk∇f(xxxk)<0.L’equació(4.6)se-

ràdoncs:

xxxk+1=xxxk−αkDk∇f(xxxk),αk∈R+(4.11)

4.4.1Mètodedelmàximdescens
(steepestdescent)ConsisteixenagafarDk=I
en(4.11).Enaquestcas,∆xxxk=−∇f(xxxk),queésladi-
recciódemàximdecreixementdef(veurel’apèndixF).
L’equacióiterativa(4.11)seràdoncs:

xxxk+1=xxxk−αk∇f(xxxk),αk∈R+(4.12)

Algunscopsaquestmètodepotserpoceficientperquè
lesdireccions−∇f(xxxk)podengenerarun“zig-zag”de
convergènciamoltlentacapalasolució.

Exemple4.2Mètodedelmàximdescens
Enaquestexempleaplicaremelmètodedelmàximdes-
censperalaminimitzaciód’unafuncióconvexaqua-
dràtica.Elproblemageneraldeminimitzaciód’una
funcióf(xxx)convexaquadràticaés:

minf(xxx)=1/2xxx
T
Axxx−b

T
xxx+c(4.13)

onsuposaremA∈S
n
++,b∈R

n
,c∈R.Del’exem-

ple4.1sabemqueelmínimxxx∗d’aquestafunciós’asso-
leixen:

Axxx∗=b(4.14)

Aixòmotivaladefiniciódelvectorresidualrrrk=b−
Axxxk,queensdiuquanallunyatsdelasolucióestemen
laiteracióxxxk.

Tenimque:∇f(xxx)=Axxx−b.Pertant,∇f(xxxk)=
−rrrk.Aplicant(4.12):

xxxk+1=xxxk−αk∇f(xxxk)=xxxk+αkrrrk(4.15)

Percalcularelpasαkaplicarem(4.9).Ara∆xxxk=
−∇f(xxxk)=rrrk,pertant:

∇f(xxxk+1)
T

∆xxxk=0⇒
(A(xxxk+αkrrrk)−b)

T
rrrk=0⇒

(Axxxk−b+αkArrrk)
T
rrrk=0⇒

(−rrrk+αkArrrk)
T
rrrk=0⇒

−rrr
T
krrrk+αkrrr

T
kA

T
rrrk=0⇒

αk=
rrr
T
krrrk

rrrT
kArrrk

(4.16)

Resumintelsresultatsobtinguts,elmínimdel’equació
quadràtica(4.13)elpodemobtenirresolentelsistema
d’equacions(4.14),oaplicantelmètodeiteratiudonat
perlesequacions(4.15)i(4.16).Elmètodeiteratiuesfa
servirperaresoldresistemesambmatriusAdisperses
idemidamoltgran.�

4.4.2MètodedeNewton
ConsisteixenagafarDk=∇

2
f(xxxk)−1(lamatriuin-

versadelHessiàenxxxk)iαk=1en(4.11).L’equació
iterativa(4.11)seràdoncs:

xxxk+1=xxxk−∇
2
f(xxxk)−1∇f(xxxk)(4.17)

Igualqueenelcasunidemensional(veurelasecció3.4),
elmètodedenewtonesdedueixaproximantf(xxx)en
l’entorndexxxkperelpolinomideTaylordesegonordre
enxxxk:

f(xxx)≈f(xxxk)+∇f(xxxk)
T

(xxxk−xxx)+

1/2(xxxk−xxx)
T
∇

2
f(xxxk)(xxxk−xxx)(4.18)

∇f(xxx∗)=0ésunacondiciósuficientd’optimalitatper
elmínimdelpolinomi(4.18).Imposantaquestacondi-
ciótenimque:

xxx=xxxk−∇
2
f(xxxk)−1∇f(xxxk)

d’onarribemalafórmulaiterativa(4.17).

Exemple4.3MètodedeNewton
EnaquestexempleaplicaremelmètodedeNewtonper
alaminimitzaciód’unafuncióconvexaquadràtica.El
problemageneraldeminimitzaciód’unafuncióf(xxx)
convexaquadràticaés:

minf(xxx)=1/2xxx
T
Axxx−b

T
xxx+c(4.19)

onsuposaremA∈S
n
++,b∈R

n
,c∈R.Elgradienti

elHessiàde(4.19)son:∇f(xxx)=Axxx−b,∇
2
f(xxx)=A
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x1x2v1v2y1y2u1u2z1z2b

−111−10014005

−2−11000−12102
120−10022013
12001000006
−22000100004

Perfacilitarelscàlculscomencempivotantenv1:

x1x2v1v2y1y2u1u2z1z2b

−1120−10022−103
−2−11000−12102

120−10022013
12001000006
−22000100004

x1nopotentrarenlabaseperquèjahiestàv1,pertant
pivotemenx2:

x1x2v1v2y1y2u1u2z1z2b

−2000100−2−2−1−2−3
1
2

−3
201−1

200031
1
2

7
2

120−10022013
−1000110−2−20−13
−1−300101−2−20−11

Comquev2nopotentrarenlabase(perquèx2jahi
està),lasolucióésòptima:x1=0,x2=3/2,que
substituintdónaf(xxx)=−9/4.�

Capítol7
Programaciógeomètrica(PG)
7.1Introducció

Hihaunimportantnombred’aplicacionsquedonen
llocaproblemesdetipusPG.Aquínomésesfauna
breuintroduccióiespresentenmètodesquepermeten
lasolucióenalgunscasossenzills.EnPGesdefineixen
unmonomimk(xxx):R

n
→Rcom:

mk(xxx)=ckx
ak1
1x

ak2
2···x

akn
n

aki∈R
(7.1)

iunposinomi(demonomipositiu)f(xxx):R
n
→R

com:

f(xxx)=
M∑

k=1

mk(xxx)=
M∑

k=1

ckx
ak1
1x

ak2
2···x

akn
n

ck>0

(7.2)

7.2PGsenserestriccions

Estractaderesoldreelproblemaposinomial:

minf(xxx)=
M∑

k=1

ckx
ak1
1···x

akn
n

s.axxx>0

(7.3)

Persimplificarlanotaciódefinim:

pk(xxx)=x
ak1
1···x

akn
n(7.4)

demaneraqueescriuremlafuncióobjectiude(7.3)
com:

f(xxx)=
M∑

k=1

ckx
ak1
1···x

akn
n=

M∑

k=1

ckpk(xxx)(7.5)

Elproblema(7.3)noésconvex,peròsifemelcanvi
xi=e

yi
,elproblemaequivalentsegüent,siquehoés:

minfc(yyy)=log
M∑

k=1

cke
y1ak1

···e
ynakn

=log
M∑

k=1

ckpk(yyy)

(7.6)

Siguix∗
i=e

y∗
ilasolucióòptimade(7.6).Com

que(7.6)ésconvex,∇fc(yyy∗)=0ésunacondicióne-
cessàriaisuficient.Pertant:

∂fc(yyy∗)

∂yi
=0⇒

1

f(xxx∗)

M∑

k=1

ckakipk(xxx∗)=0,i=1,···n(7.7)

Aradefinimles“variablesduals”wk:

wk=
ckpk(xxx∗)

f(xxx∗),k=1,···M(7.8)

De(7.7)tenimque:
M∑

k=1

akiwk=0,i=1,···n(7.9)

Amés:
M∑

k=1

wk=

∑M
k=1ckpk(xxx∗)

f(xxx∗)=
f(xxx∗)

f(xxx∗)=1(7.10)

Lesequacions(7.9)i(7.10)s’anomenenrespectiva-
mentcondicionsdenormalitatiortogonalitatdelesva-
riableswk.NotarquetenimMvariableswk(tantescom
monomistéf(xxx)),mentrequetenimn+1equacions
linealsperdeterminar-les.ElnúmeroM−(n+1)es
coneixcomelgraudellibertatodificultatdelproblema.
SiM−(n+1)=0lesequacionsanteriorspermeten
calcularelsvalorsdewk.
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(veure l’exemple F.1, pàg. 24). Substituint en (4.17) te-
nim que:

xxxk+1 = xxxk −∇2f(xxxk)
−1∇f(xxxk) =

xxxk −A−1 (Axxxk − b) = A−1 b

i obtenim la solució en uns sola iteració, que ja havíem
deduït en l’exemple 4.1. �

Capítol 5
Optimització amb restriccions
5.1 Plantejament del problema

Considerarem el problema d’optimització en la “forma
estàndard”:

min f(xxx)

s. a gi(xxx) ≤ 0, i = 1, · · ·m
hj(xxx) = 0, j = 1, · · · p

(5.1)

Per compactar la notació definim les “restriccions fun-
cionals”: ggg : Rn → Rm, hhh : Rn → Rp:

ggg(xxx) =




g1(xxx)
g2(xxx)
· · ·

gm(xxx)


 , hhh(xxx) =




h1(xxx)
h2(xxx)
· · ·
hp(xxx)


 (5.2)

de manera que podem reescriure (5.1) com:

min f(xxx)

s. a ggg(xxx) ≤ 0
hhh(xxx) = 0

(5.3)

• xxx ∈ Rn: Variable d’optimització.

• f(xxx): “funció objectiu” o “funció de cost”.

• ggg(xxx) ≤ 0: Restriccions de desigualtat (inequality
constrains).

• hhh(xxx) = 0: Restriccions d’igualtat (equality cons-
trains).

• Regió factible D:

D = dom f ∩ dom ggg ∩ dom hhh =

dom f ∩
m⋂

i=1

dom gi ∩
p⋂

j=1

dom hj (5.4)

• La solució òptima p∗ és:

p∗ = min {f(xxx) | ggg(xxx) ≤ 0, hhh(xxx) = 0} (5.5)

• Si el problema no té solucions factibles posarem p∗ =
∞.

• Si el problema no està acotat, aleshores p∗ = −∞.

• Un punt xxx∗ és òptim si xxx∗ ∈ D i f(xxx∗) = p∗. El
conjunt de tots els punts òptims l’anomenarem Xopt.

• Direm que xxx1 és un òptim local si és òptim en un en-
torn r: ‖xxx− xxx1‖2 < r.

• Direm que una restricció de desigualtat gi és activa en
un punt xxx ∈ D si gi(xxx) = 0, i inactiva altrament. No-
tar que les restriccions d’igualtat hj(xxx) son sempre
actives.

5.2 Problema d’optimització convexa

Un problema d’optimització convexa en la “forma es-
tàndard” és:

min f(xxx)

s. a ggg(xxx) ≤ 0
Axxx = b

(5.6)

on la funció objectiu f i funcions de ggg són funcions con-
vexes. Si ho comparem amb el problema general (5.4)
hi ha tres condicions addicionals: (i) La funció objectiu
ha de ser convexa, (ii) les restriccions de desigualtat han
de ser convexes, i (iii) les restriccions d’igualtat han de
ser funcions afins.

5.3 Problemes equivalents

Direm que dos problemes son equivalents si la solució
d’un d’ells es pot obtenir directament de la solució de
l’altra.

Canvi de variables Si φ(xxx) és una bijecció en D i
definim f̂(xxx) = f(φ(xxx)), ĝi(xxx) = gi(φ(xxx)), ĥj(xxx) =
hj(φ(xxx)), aleshores el problema:

min f̂(xxx)

s. a ĝi(xxx) ≤ 0, i = 1, · · ·n
ĥj(xxx) = 0, j = 1, · · · p

(5.7)

és equivalent a (5.1) perquè si xxx∗1 és un punt òptim
de (5.7), aleshores xxx∗2 = φ(xxx∗1) serà un punt òptim
de (5.1).
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següent condicions d’optimalitat:

−Axxx+ vvv −BTuuu = a

Bxxx+ yyy = b

uuuT yyy = 0

vvvTxxx = 0

xxx, yyy,uuu, vvv ≥ 000

(6.3)

Observacions
• El sistema (6.3) té en total 2n + 2m variables (els

vectors xxx i vvv tenen n components i els vectors yyy i uuu
tenen m components.

• Les condicions de folgança complementària de (6.3)
impliquen que només hi haurà n + m variables ≥ 0:
n dels vectors xxx, vvv i m dels vectors yyy, uuu.

• El sistema (6.3) és un polítop (intersecció d’un núme-
ro finit de semiespais tancats i hiperplans), per tant,
si té solució, és un dels seus punts extrems.

• Les dues primeres equacions de (6.3) es poden es-
criure en forma matricial com:

[
−A I 0 −BT

B 0 I 0

]



xxx
vvv
yyy
uuu


 =

[
a
b

]
(6.4)

6.2 Mètode de Wolfe

Consisteix en resoldre el sistema (6.3) amb el mètode
símplex de la següent manera:
• Triem una solució bàsica factible per les variables xxx,
yyy. Per exemple, si b ≥ 0, podem agafar xxx = 0,
yyy = b.

• Afegim m variables artificials (zzz) a la primera equa-
ció de (6.3) per aconseguir una solució bàsica factible
inicial per a tot el sistema.

• Apliquem el mètode símplex per minimitzar la suma
de les variables artificials que hem afegit, tenint en
compte les condicions de folgança complementària.
Al final obtindrem zzz = 0 i el valor obtingut per xxx se-
rà la solució òptima perquè satisfaran les condicions
de KKT.

En forma matricial, el sistema que resoldrem amb el
mètode de Wolfe és:

min
∑
i

zi

s. a

[
−A I 0 −BT F
B 0 I 0 0

]



xxx
vvv
yyy
uuu
zzz




=

[
a
b

]

xxx, yyy,uuu, vvv,zzz ≥ 000

(6.5)

on la matriu F és una matriu arbitrària que fa que zzz si-
guin variables bàsiques en la solució factible inicial.

Exemple 6.1 Mètode de Wolfe

min f(xxx) = x21 + x1 x2 + x22 + 2x1 − 3x2

s. a x1 + 2x2 ≤ 6

−2x1 + 2x2 ≤ 4

x1, x2 ≥ 0

Deduïm primer les matrius A, a, B, b (veure l’equa-
ció (6.1)). Donat que: 1/2xxxT Axxx = 1/2(a11 x

2
1 +

2 a12 x1 x2 + a22 x
2
2), deduïm que:

1/2A =

[
1 1/2

1/2 1

]
⇒ A =

[
2 1
1 2

]
, a =

[
2
−3

]

A més:

B =

[
1 2
−2 2

]
, −BT =

[
−1 2
−2 −2

]
, b =

[
6
4

]

La taula símplex que correspon al sistema (6.5) és
doncs:

x1 x2 v1 v2 y1 y2 u1 u2 z1 z2 b

0 0 0 0 0 0 0 0 −1 −1 0
−2 −1 1 0 0 0 −1 2 1 0 2
−1 −2 0 1 0 0 −2 −2 0 −1 −3
1 2 0 0 1 0 0 0 0 0 6
−2 2 0 0 0 1 0 0 0 0 4

On s’ha triat la matriu F =

[
1 0
0 −1

]
perquè z1 i z2 si-

guin variables bàsiques en la solució factible inicial (les
variables bàsiques inicials son y1, y2, z1, z2). Abans de
començar amb el mètode símplex fem que z1, z2 siguin
variables bàsiques introduint 0 en la fila 0, i canviem el
signe de la fila 2:
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5.4Lagrangiàidualitat

DefinimelLagrangiàdelproblema(5.1)comlafunció
L:R

n
×R

m
×R

p
→R:

L(xxx,λλλ,µµµ)=f(xxx)+
m∑

i=1

λigi(xxx)+

p
∑

j=1

µjhj(xxx)=

f(xxx)+λλλ
T
ggg(xxx)+µµµ

T
hhh(xxx)(5.8)

ambdomL=D∩R
m
∩R

p
.Elscoeficientsdelsvec-

torsλλλiµµµs’anomenenrespectivamentvariablesdualso
multiplicadorsdeLagrangeassociatsalesrestriccions
dedesigualtatirestriccionsd’igualtat.

Definimunpuntdesella(saddlepoint)delLagrangià
delproblema(5.3)comunatupla(x̂xx,λ̂λλ,µ̂µµ)donadaper:

L(x̂xx,λ̂λλ,µ̂µµ)=max
λλλ≥0,µµµ

min
xxx∈D

L(xxx,λλλ,µµµ)(5.9)

Notarque:

min
xxx∈D

L(xxx,λλλ,µµµ)=L(x̂xx,λλλ,µµµ)≤

max
λλλ≥0,µµµ

min
xxx∈D

L(xxx,λλλ,µµµ)=L(x̂xx,λ̂λλ,µ̂µµ)≤

max
λλλ≥0,µµµ

L(xxx,λλλ,µµµ)=L(xxx,λ̂λλ,µ̂µµ)(5.10)

d’onespotdeduirquesielpuntdesella(x̂xx,λ̂λλ,µ̂µµ)exis-
teix,aleshoresésunasoluciódelproblema(5.1).Notar
tambéquex̂xx=x̂xx(λλλ,µµµ).Ésadir,elvalorx̂xxqueminimit-
zaminxxx∈DL(xxx,λλλ,µµµ)engeneraldependràdelsvalors
deλλλ,µµµ.Igualment,(λ̂λλ,µ̂µµ)=(λ̂λλ(xxx),µ̂µµ(xxx)).

5.4.1FunciódualLagrangiana

DefinimlafunciódualLagrangiana(osimplementfun-
ciódual)delproblemademinimització(5.3)alafunció
φ:R

m
×R

p
→RigualalmínimdelLagrangiàen

xxx∈D:

φ(λλλ,µµµ)=min
xxx∈D

L(xxx,λλλ,µµµ)=L(x̂xx,λλλ,µµµ)=

min
xxx∈D

{
f(xxx)+λλλ

T
ggg(xxx)+µµµ

T
hhh(xxx)

}
(5.11)

SiLnoestàacotatenxxx,aleshoresφ(λλλ,µµµ)=−∞.

Teorema5.1LafunciódualLagrangianaéscònca-
va

Demostració.

φ(αλλλ1+(1−α)λλλ2,αµµµ1+(1−α)µµµ2)=

min
xxx∈D

{
f(xxx)+(αλλλ1+(1−α)λλλ2)

T
ggg(xxx)+

(αµµµ1+(1−α)µµµ2)
T
hhh(xxx)

}
=

min
xxx∈D

{
α(f(xxx)+λλλ

T
1ggg(xxx)+µµµ

T
1hhh(xxx))+

(1−α)(f(xxx)+λλλ
T
2ggg(xxx)+µµµ

T
2hhh(xxx))

}
≥

min
xxx∈D

{
α(f(xxx)+λλλ

T
1ggg(xxx)+µµµ

T
1hhh(xxx))

}
+

min
xxx∈D

{
(1−α)(f(xxx)+λλλ

T
2ggg(xxx)+µµµ

T
2hhh(xxx))

}
=

αφ(λλλ1,µµµ1)+(1−α)φ(λλλ2,µµµ2)

5.4.2ProblemadualdeLagrange
S’anomenaProblemadualdeLagrange(Lagrangedu-
alproblem)delproblemademinimització(5.3),queen
aquestcontexts’anomena“problemaprimal”,alpro-
blemad’optimització:

maxφ(λλλ,µµµ)

s.aλλλ≥0
(5.12)

onφ(λλλ,µµµ)éslafunciódualLagrangiana(5.11).S’a-
nomenasoluciódualfactiblealsvectors(λλλ,µµµ)talsque
λ≥0iφ(λλλ,µµµ)>−∞.Lasolució(λλλ∗,µµµ∗)delproble-
ma(5.12)s’anomenasolucióòptimadual.

Notarqueelproblema(5.12)ésunproblemad’opti-
mitzacióconvex,perquèφ(λλλ,µµµ)ésunafunciócòncava
(veureelteorema5.1)ilesrestriccionssonunconjunt
convex.

Teorema5.2Teoremadèbildeladualitat
(WeakDualityTheorem)Siguix̂xxunvectorprimalfac-

tible,i(λ̂λλ,µ̂µµ)unatupladualfactible,aleshores:

φ(λ̂λλ,µ̂µµ)≤f(x̂xx)(5.13)

Demostració.Six̂xxésunvectorprimalfactible,alesho-
res:ggg(x̂xx)≤0ihhh(x̂xx)=0.Si(λ̂λλ,µ̂µµ)ésunatupladual
factible,aleshores:λ̂λλ≥0.Pertant:

λ̂λλ
T
ggg(x̂xx)+µ̂µµ

T
hhh(x̂xx)≤0

d’on:

L(x̂xx,λ̂λλ,µ̂µµ)=f(x̂xx)+λ̂λλ
T
ggg(x̂xx)+µ̂µµ

T
hhh(x̂xx)≤f(x̂xx)

i:

φ(λ̂λλ,µ̂µµ)=min
xxx∈D

L(xxx,λ̂λλ,µ̂µµ)≤L(x̂xx,λ̂λλ,µ̂µµ)≤f(x̂xx)

Corol·lari5.1

max
λλλ≥0

φ(λλλ,µµµ)≤min
xxx∈D

f(xxx)
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d’ontenimque:

∇
2
f(−

√
10/3,−2/3)=

[
6
√

10/30
04

]
>0

∇
2
f(
√

10/3,0)=

[
−6
√

10/30
0−4

]
<0

-2024681012

-2
0

2
4

6
8

10
12

g1(xxx)

g3(xxx)

−λ2∇g2(xxx∗) x2

x1

R
∇f(xxx∗)

−λ3∇g3(xxx∗)

g2(xxx)

Figura5.2:Corbesdenivelldelafuncióobjectiuf(xxx)i
regiófactibleRcompresaentrelesrestriccionsdedesi-
gualtatg1(xxx),g2(xxx)ig3(xxx)del’exemple5.20.

Pertant,(−
√

10/3,−2/3)ésunpuntmínimlo-
cali(

√
10/3,0)ésunpuntmàximlocal(veu-

relafigura5.2).Podemcomprovartambéque
(−
√

10/3,−2/3)noésunmínimglobalperquè
limx2→∞f=−∞.Elpunt(

√
10/3,0),encanvi,sí

queésunmàximglobal.Deduïmdoncsquel’òptim
quebusquemestrobaenlafronteradelaregiófactible
Rcompresaentrelesrestriccionsdedesigualtat(veure
lafigura5.2).

Percalcularelpuntòptimhemd’aplicarlescondici-
onsdeKKT.ElLagrangiàés:L=f+λ1g1+λ2g2+
λ3g3,d’onresultenlescondicionsdeKKT:

∂L

∂x1
=0⇒−3x

2
1+10+λ1x2−λ2=0

∂L

∂x2
=0⇒−6x

2
2−4x2+λ1x1+λ3=0

λigi=0,λi≥0,i=1,2,3

Delasituaciódelmínimglobaldeduïmquepossible-
mentlesrestriccionsg2ig3sónactivesenelpuntòptim
(veurelafigura5.2).Provemdoncs:

λ1=0

g2=0⇒x1=0

g3=0⇒x2=10

SubstituintenlesduesprimerescondicionsdeKKT
obtenim:λ2=10,λ3=640.Comqueescom-
pleixentoteslescondicionsdeKKTihihatantesres-
triccionsactivescomvariablesd’optimització,dedu-
ïmqueelpuntéslasoluciódelproblema.Pertant:
xxx∗=(0,10),f(xxx∗)=−2206.�

Capítol6
Programacióquadràtica(PQ)
6.1CondicionsdeKKTperunproblema

dePQ

Consideraremelproblemad’optimitzaciódef:R
n
→

R:

minf(xxx)=1/2xxx
T
An×nxxx+a

T
n×1xxx

s.aBm×nxxx≤bm×1
xxx≥0

(6.1)

OnsuposaremquelamatriuAéssemidefinidapositiva.
Pertant,elproblema(6.1)ésconvexilescondicionsde
KKTsoncondicionsd’optimalitatnecessàriesisufici-
ents.

Siescrivimelproblema(6.1)enlaformaestàndard
tenim(veurel’equació(5.1),pàg.12):

minf(xxx)

s.aggg1(xxx)≤0
ggg2(xxx)≤0

(6.2)

Onf(xxx)=1/2xxx
T
Axxx+a

T
xxx,ggg1(xxx)=Bxxx−

b,ggg2(xxx)=−xxx.ElLagrangiàde(6.2)ésdoncs:
L(xxx,uuu,vvv)=f(xxx)+uuu

T
ggg1(xxx)+vvv

T
ggg2(xxx),onuuuivvvson

respectivamentvectorsdeminmultiplicadorsdeLa-
grange.

Donatque:

∇f(xxx)=Axxx+a

∇(uuu
T
ggg1(xxx))=B

T
uuu

∇(vvv
T
ggg2(xxx))=−vvv

tenimque∇xL(xxx,uuu,vvv)=Axxx+a+B
T
uuu−vvv.Pertant

lescondicionsKKT(5.18)son:

Axxx+a+B
T
uuu−vvv=000

uuu
T
ggg1(xxx)=0

vvv
T
ggg2(xxx)=0

uuu,vvv≥000

Siafegimlesrestriccionsde(6.1)idefinimlesvaria-
blesdefolgançayyyperquèggg1(xxx)+yyy=0,arribemales
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Teorema 5.3 Teorema fort de la dualitat
(Strong Duality Theorem) Si xxx∗ i (λλλ∗, µµµ∗) son res-

pectivament solucions del problema primal (5.3), i du-
al (5.11), i:

φ(λλλ∗, µµµ∗) = f(xxx∗) (5.14)

aleshores es diu que es compleix la condició forta de la
dualitat.

Si es compleix l’equació (5.14), aleshores basta resol-
dre el problema dual per resoldre el problema primal.
L’equació (5.14) no sempre es compleix. A les con-
dicions que permeten garantir que la condició forta de
la dualitat es compleix s’anomenen “qualificació de les
restriccions” (constraint qualifications).

Teorema 5.4 Qualificació de les restriccions de Sla-
ter
Un problema de programació convexa (veure la sec-

ció 5.2) compleix la condició forta de la dualitat (5.14)
si existeix algun punt x̂xx ∈ int D on ggg(x̂xx) < 0 (int D vol
dir interior a D). És a dir, es compleix:

gi(x̂xx) < 0, i = 1, · · ·m; A x̂xx = b (5.15)

Teorema 5.5 Qualificació de les restriccions de Kar-
lin
Un problema de programació convexa compleix la con-
dició forta de la dualitat (5.14) si no existeix un vector
p ∈ Rm, p ≥ 0, p 6= 0 tal que pT ggg(xxx) ≥ 0, ∀xxx ∈ D.

Exemple 5.1 Qualificació de les restriccions de Sla-
ter
Considerem el següent problema:

min f(x) = x3

s. a g1(x) = −x+ 1 ≤ 0

La regió factible és D = dom f ∩ dom g1 = {x | x ≥
1}. La funció f és convexa en D i existeix algun punt
x̂ ∈ int D on g1(x̂) < 0 (p.e. x̂ = 2). Per tant, es com-
pleix la qualificació de les restriccions de Slater. Po-
dem comprovar que tampoc existeix un p > 0 tal que
p g1(x) = p (1 − x) ≥ 0, ∀x ≥ 1. Per tant, també es
compleix la qualificació de les restriccions de Karlin.

El Lagrangià del problema d’optimització és:
L(x, λ1) = x3 + λ1(−x + 1). La funció dual La-
grangiana és doncs: φ(λ1) = minx∈D L(x, λ1) = 1, i
el problema dual de Lagrange:

max φ(λ1) = 1

s. a λ1 ≥ 0

que té per solució d∗ = φ(λ∗1) = 1. La solució òptima
del problema d’optimització és p∗ = 1 que s’assoleix
per x∗ = 1. Per tant, es compleix la condició forta de la
dualitat: p∗ = d∗. �

Teorema 5.6 Folgança complementaria
Si es compleix la condició forta de la dualitat (5.14), i

les solucions primal i dual òptimes son respectivament
xxx∗ i λλλ∗, aleshores:

λλλ∗T ggg(xxx∗) = 0 (5.16)

és a dir: λ∗i > 0 ⇒ gi(xxx
∗) = 0, gi(xxx∗) > 0 ⇒ λ∗i =

0. El teorema també es pot anunciar així: si A(xxx∗)
és el conjunt de desigualtats actives en xxx∗: A(xxx∗) =
{i | gi(xxx∗) = 0}, aleshores λ∗i = 0, ∀i /∈ A(xxx∗).

Demostració.

f(xxx∗) = φ(λλλ∗µµµ∗)

= min
xxx∈D
{f(xxx) + λλλ∗ ggg(xxx) + µµµ∗hhh(xxx)}

≤ f(xxx∗) + λλλ∗T ggg(xxx∗) + µµµ∗Thhh(xxx∗)

≤ f(xxx∗)

on la primera igualtat es conseqüència de la condició
forta de la dualidad, la segona és la definició de la fun-
ció dual, la tercera per la definició del mínim, i la quarta
perquè λλλ∗T ggg(xxx∗) ≤ 0 i µµµ∗Thhh(xxx∗) = 0. Deduïm doncs
que haurà de ser λλλ∗T ggg(xxx∗) = 0.

5.5 Teorema de Karush-Kuhn-Tucker

Teorema 5.7 Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
Sigui el problema de minimització (5.3):

min f(xxx)

s. a ggg(xxx) ≤ 0
hhh(xxx) = 0

(5.17)

amb funció objectiu i restriccions diferenciables i La-
grangià L(xxx,λλλ,µµµ) = f(xxx)+λλλT ggg(xxx)+µµµThhh(xxx). Perquè
la tupla (xxx∗,λλλ∗,µµµ∗) compleixi la condició forta de la du-
alitat (5.14), s’ha de complir (a més de les restriccions
de (5.17)):

∇xL(xxx∗,λλλ∗,µµµ∗) = 000

λλλ∗T ggg(xxx∗) = 0
λλλ∗ ≥ 000

(5.18)

On s’ha fet servir la notació compacta (veure l’apèn-
dix F per la definició del gradient):

∇xL(xxx∗,λλλ∗,µµµ∗) =

∇f(xxx∗) +∇ggg(xxx∗)λλλ∗ +∇hhh(xxx∗)µµµ∗ =

∇f(xxx∗) +
m∑

i=1

λ∗i ∇gi(xxx∗) +

p∑

j=1

µ∗j ∇hj(xxx∗) (5.19)
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x1

x2

x1

x2

g3(xxx)

g1(xxx)

g2(xxx)

g1(xxx)

g2(xxx)

g3(xxx)

∇f(xxx∗)

∇g2(xxx∗)

xxx∗

xxx∗ xxx∗

(a) (b) (c)

R

R R

x1

x2

g1(xxx)

g2(xxx)

g3(xxx)

∇f(xxx∗)

−λ1∇g1(xxx∗)

−λ2∇g2(xxx∗)

Figura 5.1: Interpretació geomètrica de les condicions de KKT. (a) No hi ha restriccions actives, (b) la restricció
g2(xxx) és activa, (c) les restriccions g1(xxx) i g2(xxx) són actives.

Observacions
• Notar que les dues últimes condicions de (5.18) equi-

valen a dir que els multiplicadors de Lagrange de les
restriccions de desigualtat són ≥ 0 per les restricci-
ons de desigualtat actives, o zero per les restriccions
de desigualtat no actives.

• El teorema 5.7 es pot trobar enunciat en la literatura
d’altres maneres: (i) Els punts de sella del problema
d’optimització (veure (5.9)) han de complir les con-
dicions (5.18). (ii) Es diu que un punt factible xxx∗ és
regular si en ell els gradients de les restriccions d’i-
gualtat i de desigualtat actives son vectors linealment
independents. Si xxx∗ és un punt regular i una solució
del problema d’optimització (5.17), aleshores exis-
teixen els multiplicadors de Lagrange únics λλλ∗ i µµµ∗

tals que es compleixen les condicions (5.18).

• Si xxx∗ és un punt regular, les condicions de KKT son
necessàries però no suficients perquè xxx∗ sigui la so-
lució òptima.

• Les condicions de KKT son necessàries i suficients
quan el nombre de restriccions actives és igual al nú-
mero de variables d’optimització (n). També ho són
si es compleix la qualificació de les restriccions de
Slater (veure el teorema (5.4)).

• Si el problema d’optimització és convex, les condici-
ons de KKT son necessàries i suficients.

5.5.1 Interpretació geomètrica de les con-
dicions de KKT

Suposem un problema amb restriccions de desigualtat.
La condició ∇xL(xxx∗,λλλ∗) = 0 la podem escriure en la

forma:

∇f(xxx∗) =
∑

i∈A(xxx∗)
λ∗i (−∇gi(xxx∗))

λ∗i ≥ 0; i ∈ A(xxx∗)

és a dir, ∇f(xxx∗) és la combinació cònica dels vectors
−∇gi(xxx∗) de les restriccions actives.

La figura 5.1 mostra la Interpretació geomètrica de
les condicions de KKT en un problema de minimitza-
ció d’una funció f : R2 → R amb tres restriccions
gi(xxx) ≤ 0, i = 1, 2, 3. La figura mostra les corbes de
nivell de la funció f . La regió factibleR és la zona tan-
cada per les tres restriccions. En el cas 5.1.(a) el mínim
de f s’assoleix en un punt interior a R (no hi ha res-
triccions actives). En 5.1.(b) hi ha una restricció activa
(g2(xxx)), i es compleix ∇f(xxx∗) = −∇g2(xxx∗). En 5.1.(c)
hi ha dues restriccions actives (g1(xxx) i g2(xxx)), i es com-
pleix∇f(xxx∗) = −∇g1(xxx∗)−∇g2(xxx∗).

Exemple 5.2 Condicions de KKT
Considerem el següent problema:

min f(xxx) = −x31 − 2x32 − 2x22 + 10x1 − 6

s. a g1(xxx) = x1 x2 − 10 ≤ 0

g2(xxx) = −x1 ≤ 0

g3(xxx) = x2 − 10 ≤ 0

(5.20)

Si calculem els punts crítics on∇f = 0 tenim:

∂f(xxx)

∂x1
= 0⇒ −3x21 + 10 = 0⇒ x1 = ±

√
10/3

∂f(xxx)

∂x2
= 0⇒ −6x22 − 4x2 = 0⇒ x2 = {0, −2/3}

Per determinar el tipus de punts obtinguts calculem el
Hessià de f:

∇2f(xxx) =

[
−6x1 0

0 −4− 12x2

]


