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Derivada d’una funcié f : A C R* — R™ en un
punt o

Zj . gi

T1 Tn

Df(xo) = | : : : 24
Ofm .. Ofm
Oz Oy,

Millor aproximaci6 lineal d’una funcié f : A C
R™ — R™ en un entorn z € B del punt z,

f(@) = f(zo) + D f(xo) (x — z0) 2.5)

Diferenciabilitat d’una funcié f: A C R* — R™
en un entorn del punt xy: Si les derivades parcials exis-
teixen i

1o 1@) = (@) = Df (@) (2~ 20)

=0 (26)
a0 Iz — ol

Teorema 2.1 Diferenciabilitat implica continuitat
sigui f : A C R* — R™ diferenciable en z, € A.
Aleshores f és continua en .

Teorema 2.2 Continuitat de les derivades parcials
implica Diferenciabilitat

Sigui f : A C R® — R™ amb derivades parcials conti-
nues en un entorn de £y € A. Aleshores f és diferenci-
able en xg.

Teorema 2.3 Regla de la cadena

Siguin f : ACR* - R™ig: BCR"— R"amb
g diferenciable en z i f en y, = g(zo). Aleshores, la
composici6 f o g és diferenciable en xy amb:

D(f o g)(@o) = Df(yo) Dg(xo) @7

Gradient Sigui f : A C R?® — R diferenciable en un
punt z,. La derivada D f(z,) s’anomena gradient de f
en x i s’escriu:

Vf(xo):Df(zo):[%ﬁ o %] (2.8)

Casos particulars de la regla de la cadena

1. Siguic: R — R3, c(t) = (z(t),y(t),z(t)) un
jectoria i h(t) = fle(t)) = f(x(t),y(t),2()
f :R® — R. Aleshores:

a tra-
), on

dh
o = V)€ (2.9
2. Sigui h(z,y,2) = f(u(zy,z)0(zy,2)w(zy,z)) :
R? — R, aleshores:
Dh(x.y,z) = D f(yo) Dy(xo) =
Ou  Qu  Ou
af af of % ¥ %
A AT
ow  dw  Ow
o oy 0z

Capitol 2. Diferenciacio

Derivada direccional de f : A C R® — R en la di-

reccié del vector v:

%f(zoﬂv) =Df(zo)v=Vf(zo)v (2.11)

t=0
D’ones té que V f és un vector que apunta en la direccié
de maxim creixement de f. A més, és un vector ortogo-
nal a la superficies de nivell de f. Per tant, I’equaci6 del
planol tangent a f en x és:

Vf®o) (= 20,y — Yo, 2 — 20) =0 (2.12)
Matriu Hessiana de f: R" — R:
oy . 9
dxy Oy Oxq Oxp
Hf(xzo) = : : : (2.13)
_or 2f
Oxp 01 Oz OTn
Forma quadratica Hessiana de f : R" — R:
1 .
H f(zo)(h) = 3 hH f(zo) b (2.14)

onh = (hy, -+ ,hy)

Teorema 2.4 Criteri Hessia per els punts extrems
Sigui f : R* — R diferenciable C* en un punt critic
xo. Aleshores, si H f(x)(h) és definida positiva z és
un punt minim relatiu de f, si és definida negativa, ales-
hores z, és un punt maxim relatiu.

Criteri del determinants per a formes quadratiques
Una forma quadratica (z Az™) és definida positiva si i
només si cada autovalor de A és positiu. Una matriu
Hermitica A és definida positiva si tots els menors prin-
cipals superior esquerra d’A s6n positius. Analogament,
A és definida negativa si tots els autovalors son nega-
tius, que implica que els menors principals han de tenir
signes alterns (comengant amb signe —). Si tots els de-
terminants sén # 0 i no es compleixen les condicions
anteriors, aleshores és un punt de sella.

Teorema de Taylor per a una variable de f : R —
R:

flzo+h) = f(xo) + f'(z0) - h + @hz +e

SO (o)

= R* + Ry(z0,h) (2.15)

on

zo+h
Ri(zo,h) = / %ﬂ“”( )dr (2.16)

Capitol 5. Teoremes d’integracio vectorial

Sobre una grafica (4.31),si F = Fii + F,j + F3 k:

//F dS// Ty x T,) dz dy
// (——Fl 09F2+F3> dz dy

Capitol 5

Teoremes d’integraci6 vectorial

Teorema 5.1 Teorema de Green

Siguin P: D C R? — R, Q : D C R?> — R funcions
de classe C?, on D és una regi6 simple i C' és la seva
frontera. Aleshores:

f(PdHQdu // (a—Qfa—l) dedy (5.1)

on el cami d’integraci6 de C' és el contrari a les agulles
del rellotge (orientacid positiva).

(4.42)

Férmula de Green per calcular arees

A://dxdy:}fxdy—ydx 5.2)
D 2

C

onC =1rD.

Forma vectorial del teorema de Green amb el rotaci-

onal SiguiF = Pi+Qj. (rot F)- k——T—a—J,per
tant:
P
// rot F) - kdldy—// (a—Qfa—y>d:L'dy:
(Pdr+Qdy) = F. ds
fr D fr D
(5.3)

onds =dzi+dyj.

Forma vectorial del teorema de Green amb la di-
vergencia Sigui el camp F = Pi + Q7 i la cor-
ba c(t) = (z(t),y(t)) una parametritzacié de fr D, on
D C R Notar que ¢(t) = (2/(t),y'(t)) és un vec-
tor tangent a la corba ¢(t). Siguin(t) = (n1(t), n2(t)) el
vector normal unitari exterior a ¢(t) (veure la figura 5.1).

Aleshores:
// dideA:% (F-n)ds 5.4)
D fr D

n(ty) = (n1(to), na(to))

(to) = (' (to). ¥/ (t0))

Figura 5.1: Vector normal a una trajectoria en el planol.

Demostracié. Com que hadesern-c=n; 1’ +nyy =
0, tenim que n; = ky', no = —k 2’. Normalitzant:

n() = L= 5.5)

Per tant:

f F -nds=
fr D

Py(t)
W\/ 24y (t)2dt =

% Pdy— Qdx = // (a—P + 87(2) drdy =
frD
// divF dA. (5.6)
b O

Teorema 5.2 Teorema de Stokes

Sigui S una superficie definida per una funcié de classe
C?*z = f(z,y) : D C R? — R on es valid el teorema
de Green i F un camp vectorial de classe C''. Aleshores

//rotF~dS://(V><F)~dS: F.ds (5.7)
S S fr S

dS =T, xT,dxdy =ndS

@(zy) = (v, f(2,y))
T, xT, :—%z‘ gi +k
ds =p'(t) dt = (2'(t),y/(), (1)) dt
on p(t) = (z(t),y(t), f(x(t),y(t))) és una parametrit-

zaci6 de fr S en sentit contrari a les agulles del rellotge
(orientaci6 positiva).

En dues dimensions T, x T, = k, dS = kdxz dy, per
tant:

// rot F' - kdx dy = F-ds (5.8)
D D

que és I’equacié (5.3).
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4
Recta tangent [(¢) a la trajectoria ¢(¢) en el punt ¢ =
to:

L(t) = c(to) + (t — to) € (to) (3.4)

Camp vectorial F :R" — R".

Camp vectorial gradient F =V f.

Linies de flux d’un camp F' son trajectories tals que
¢ (t) = F(c(t)). Es a dir, F és el camp de velocitats de
c(t).

Divergéncia Es el producte escalar de I’operador V =
’o% +j8y +ka"z iel camp F:

divF=V.F (3.5)
i és una mesura de ’expansié div F' > 0 o compressié

div F' < 0 per unitat de volum d’F.

Rotacional Es el producte vectorial de 1’operador
V:i%—&—jay +ka iel camp F:

i j k
rtF=VxF=|g& & & (3.6)
FF F

i és una mesura de la velocitat angular que tendria un
solid que rotés tal com ho fa el camp en el voltant del
punt.

Laplacia
0*f  O*f  O*f
V2=V(Vf) = @+$+W 3.7

Teorema 3.1 Un camp gradient és irrotacional
Vx(Vf)=0 (3.8)
Teorema 3.2 El rotacional té divergéncia 0

diviot F=V - (VxF)=0 3.9

Capitol 4
Integrals multiples

Teorema 4.1 Fubini

T2 Y2 Y2 T2
/ / fxy)de dy = / / f(zy)dy de =
T Y1 Y1 1

/ [(z,y) dA
JB
@.1)

Capitol 4. Integrals miiltiples

Regions elementals Sigui B = {(z,y) € R? | a <
x < bh(z) <y <glx)}ona <bih(t) < g(t) per
t € [a,b], aleshores B es diu y-simple (veure la figu-
ra4d.l (a))i:

Jlrwnan= [ [ s

Analogament, si B = {(z,y) € R?* | a <y < b,h(y) <
x<g(y)},ona<bih(t) <g(t)pert € [a,b], alesho-
res B es diu x-simple (veure la figura 4.1 (b)):

Jfpeman=[ [

(z,y) dy dz 4.2)

(z,y) dz dy 4.3)

Figura 4.1: Regions elementals.

Aplicacié injectiva T : D* — D en D* si V(u,w) €
D*, T(u,v) = T(u' ') implica u = ', v = v'. Es a dir,
no fa correspondre diferents elements del domini D* en
un mateix element del codomini D.

Aplicaci6 sobrejectiva (surjective) T : D* — D en
DsivV(u'w') € DI (uw) € D | (W) = T(uw). Esa
dir, la imatge de T, T'(D*), és igual al seu codomini D:
T(D*) = D.

Una aplicacié lineal donada per la multiplicacié per
una matriu A és injectiva i sobrejectiva sii det A # 0.

Teorema 4.2 Canvi de variables
Siguin D i D* dues regions elementals amby = G(z) :
D Cc R*— D* C R*, on

n = q(x)
4.4)
Yn = gn(T)

iz = (a1, -+ ,x,), tal que G és injectiva en D i sobre-
jectiva en D*, G(D*) = D i amb Jacobia JG(z) # 0,
x € D (veure 2.27, pag. 3). Aleshores existeix la funcié
inversaz =T (y) : D* CR" — D C R",

T =t(y)
4.5)

Ty = tn (y)

Capitol 4. Integrals miiltiples

[ @i [

Notar també: JT'(y) = 1/JG(x) o T = 1/JG(T(y)).

it

NIT(y)ldy  (4.6)

Coordenades polars:

x =1 cost “4.7)
y =1 sinf 4.8)
JIT(r6)] = r 49)

Coordenades cilindriques:
T =71 cosf (4.10)
y =1 sinf 4.11)
z2=2z 4.12)
|JT(r,0,2)| =r (4.13)

Coordenades esferiques:

z = p sin¢ cosf (4.14)
y=psing sind 4.15)
Yy =pcoso (4.16)
|JT(p,0,0)| = p? sin¢ 4.17)

Integral de linia d’un camp escalar (integral sobre
una trajectoria) (line integral)

[ ras= /f (t)dt

Si f = 1laintegral (4.18) és la longitud de la trajectoria
(o arc) C. Notar que ds = |c¢/(t)| dt és un diferencial
d’arc (veure 3.3, pag. 3).

(4.18)

Curvatura k(p)enp e C:

K(p) = I"(t)], p = c(t) 4.19)
Si C' és una corba plana tancada:
/ Kkds > 2T (4.20)
c
només igual a 27 si C' és una circumfereéncia.
Integral de linia d’un camp vectorial
b
/F ds :/ Fle(t)) - (1) dt @21)
C a

Notar que I’equaci6 (4.21) és orientada (canvia de signe
al canviar I’ordre dels extrems), mentre 1’equaci6 (4.18)
no ho és (|¢/(t)| és sempre positiu).

Observacions

1. Notar que ds = ¢/(t) dt és un vector tangent a la tra-
jectoria (anomenat vector desplacament). Per tant,
si F' és el vector forca, F - ds és el treball per a re-
alitzar un desplagament ds, i la integral (4.18) és el
treball realitzat per el camp de forces F' per a realitzar
el desplacament de la trajectoria C.

2. Notar que T'(t) = ¢(t)/||¢/(¢

unitari. Per tant:

/Fds—/F t)dt =

/( (e(t)) - T(1)) |¢(0)] dt

)|| és el vector tangent

(4.22)

3. Amb la parametritzaci6 ¢(t) = (z(t),y(t),2(t)),
també es pot posar:
Oz (t) Ay(t) 0z(t)

ds = 5% i+ 5 J+ gr k

F.ds=

c
b F
/a (C%agt) R(t)+ 5%7(:) By(t) + ag(tt) 3(t)> a

on F = (Fy, F2, F3), Fi(t

Integral de linia d’un camp gradient

/C V- ds = f(e(b) — fle(a)) 4.25)

Corba simple és la imatge d’una aplicacié ¢ : [ — R?
injectiva en un interval [. Es a dir, una corba simple no
es talla a ella mateixa. Si els extrems coincideixen, es
diu corba tancada simple.

Superficie parametritzada ®: D Cc R? - R3

®(u,w) = (z(u,w), y(u,v), z(u,0)) (4.26)
Vectors tangents a superficie parametritzada Man-
tenint constant i v de ® : D C R? — R? donada per
I’equacié (4.26), respectivament, s’obtenen els vectors

tangents en el punt (ug,vp):

ob ox dy 0z
TU = %(Uoﬂ)o) i (97 +J 0 + k % )
0P 9z 0Oy 0z
Tu - %(UIOJJO) - 87 + 6‘u i % (uo,v0)
27)



