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Prefaci
Vaigescriureaquestsapuntsmentrepreparaval’assigna-
turaFuncionesdevariasVariablesIIdelcurs2014-15
delgraudematemàtiquesdelaUNED.Elsapuntsestan
basatsfonamentalmentenelllibredel’assignatura[1].
Elcontingutnoésrigorósnicomplert,inoméshiha
demostracionssenzillesorientadesaentendreoajudara
memoritzarlesrelacionsquedemostren.L’ediciól’he
fetambLATEX.

Capítol1
Vectors

DesigualtatCauchy-Schwarz
|aaa·bbb|≤‖aaa‖‖bbb‖(1.1)

Desigualtattriangular
‖aaa+bbb‖

2
≤(‖aaa‖+‖bbb‖)

2
(1.2)

ProducteVectorial

aaa×bbb=



iiijjjkkk
a1a2a3

b1b2b3


(1.3)

1.‖aaa×bbb‖=‖aaa‖‖bbb‖sinθ

2.‖aaa×bbb‖ésortogonalaaaaibbbisegueixlaregladelama
dreta.

Equaciódelplaquepassaper(x0,y0,z0)iésortogo-
nalannn=Aiii+Bjjj+Ckkk:

A(x−x0)+B(y−y0)+C(z−z0)=0⇒
Ax+By+Cz+D=0(1.4)

onD=−Ax0−By0−Cz0.

Distànciad’unpunt(x0,y0,z0)aunplaAx+By+
Cz+D=0:

Distància=|Ax0+By0+Cz0| √
A2+B2+C2(1.5)

Coordenadescilíndriques:
x=rcosθ(1.6)
y=rsinθ(1.7)
z=z(1.8)

Coordenadesesfèriques:
x=ρsinφcosθ(1.9)
y=ρsinφsinθ(1.10)
y=ρcosφ(1.11)

Capítol2
Diferenciació
Gràficad’unafuncióf:U⊂R

n
→R

gràficad’f={(xxx,f(xxx))∈R
n+1
|xxx∈U}(2.1)

Límitd’unafuncióf:A⊂R
n
→R

m
enunpunt

xxx0∈{A∪fr(A)},onAésunconjuntobert.SiguiN
unentorndelpuntbbb∈R

m
.EsdiuqueffinalitzaenN

quanxxxtendeixaxxx0siexisteixunentornUdexxx0talque
xxx6=xxx0,xxx∈Uixxx∈Aimplicaf(xxx)∈N.Esdiuquef
tendeixabbbquanxxxtendeixaxxx0

lim
xxx→xxx0

f(xxx)=bbb(2.2)

siperaqualsevolentornNdebbbffinalitzaenNquanxxx
tendeixaxxx0.

Continuïtatd’unafuncióf:A⊂R
n
→R

m
:fés

continuaenxxx0siinoméssi:

lim
xxx→xxx0

f(xxx)=f(xxx0)(2.3)
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Teorema5.3TeoremadeladivergènciadeGauss
SiguiWunaregióelementalenl’espaiifrWlasuper-
fícietancadaorientadaquelimitaW.SiguiFFFuncamp
vectorialdefinitenW.Aleshores:
∫∫∫

W

divFFFdV=

∫∫

frW

FFF·dSSS=

∫∫

frW

(FFF·nnn)dS

(5.9)
Enduesdimensions:
∫∫

D

divFFFdA=

∮

frD

FFF·dsss=

∮

frD

(FFF·nnn)ds(5.10)

queésl’equació(5.4).

Teorema5.4Capvectorialconservatiu
SiguiFFF:R

3
→R

3
uncampdeclasseC

1
excepte(pot

ser)enunnombrefinitdepunts.Aleshoreslessegüents
condicionssónequivalents:
1.PeraqualsevolcorbatancadaC:

∫
CFFF·dsss=0.

2.PeraqualsevolcorbesC1,C2ambextremsiguals: ∫
C1FFF·dsss=

∫
C2FFF·dsss.

3.FFFéselgradientd’algunafuncióf:R
3
→R,

FFF=∇f.Amés:
∫
CFFF·dsss=

∫b
aFFF(ccc(t))·ccc′(t)dt=

f(ccc(b))−f(ccc(a)).

4.rotFFF=0.

Teorema5.5Campdedivergèncianul·la
SiguiFFF:R

3
→R

3
uncampdeclasseC

1
entotsels

punts,talquedivFFF=0.Aleshoresexisteixuncamp
vectorialGGGdeclasseC

1
talqueFFF=rotGGG.

Referències
[1]JerroldEldonMarsdeniAnthonyTromba.Cálculo

Vectorial.5aed.AddisonWesley,2013.

Taulad’integrals

∫
x
n
dx=

1

n+1
x
n+1

,n6=−1(5.11)

∫1

x
dx=ln|x|(5.12)

∫
udv=uv−

∫
vdu(5.13)

∫
e
x
dx=e

x
(5.14)

∫
a
x
dx=

1

lna
a
x

(5.15)

∫
lnxdx=xlnx−x(5.16)

∫
sinxdx=−cosx(5.17)

∫
cosxdx=sinx(5.18)

∫
tanxdx=ln|secx|(5.19)

∫
secxdx=ln|secx+tanx|(5.20)

∫
sec

2
xdx=tanx(5.21)

∫
secxtanxdx=secx(5.22)

∫a

a2+x2dx=tan−1x

a
(5.23)

∫a

a2−x2dx=
1

2
ln

∣∣
∣∣x+a

x−a

∣∣
∣∣(5.24)

∫1
√
a2−x2

dx=sin−1x

a
(5.25)

∫a

x
√
x2−a2

dx=sec−1x

a
(5.26)

∫1
√
x2−a2

dx=cosh−1x

a
(5.27)

=ln(x+
√
x2−a2)

∫1
√
x2+a2

dx=sinh−1x

a
(5.28)

=ln(x+
√
x2+a2)
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Derivada d’una funció f : A ⊂ Rn → Rm en un
punt xxx0

DDDf(xxx0) =




∂f1
∂x1

· · · ∂f1
∂xn

...
...

...
∂fm
∂x1

· · · ∂fm
∂xn


 (2.4)

Millor aproximació lineal d’una funció f : A ⊂
Rn → Rm en un entorn xxx ∈ B del punt xxx0

f(xxx) = f(xxx0) +DDDf(xxx0) (xxx− xxx0) (2.5)

Diferenciabilitat d’una funció f : A ⊂ Rn → Rm

en un entorn del punt xxx0: Si les derivades parcials exis-
teixen i:

lim
xxx→xxx0

f(xxx)− f(xxx0)−DDDf(xxx0) (xxx− xxx0)

‖xxx− xxx0‖
= 0 (2.6)

Teorema 2.1 Diferenciabilitat implica continuïtat
sigui f : A ⊂ Rn → Rm diferenciable en xxx0 ∈ A.
Aleshores f és contínua en xxx0.

Teorema 2.2 Continuïtat de les derivades parcials
implica Diferenciabilitat
Sigui f : A ⊂ Rn → Rm amb derivades parcials conti-
nues en un entorn de xxx0 ∈ A. Aleshores f és diferenci-
able en xxx0.

Teorema 2.3 Regla de la cadena
Siguin f : A ⊂ Rn → Rm i g : B ⊂ Rn → Rn amb
g diferenciable en xxx0 i f en yyy0 = g(xxx0). Aleshores, la
composició f ◦ g és diferenciable en xxx0 amb:

DDD(f ◦ g)(xxx0) = DDDf(yyy0)DDDg(xxx0) (2.7)

Gradient Sigui f : A ⊂ R3 → R diferenciable en un
punt xxx0. La derivada DDDf(xxx0) s’anomena gradient de f
en xxx0 i s’escriu:

∇f(xxx0) = DDDf(xxx0) =
[
∂f
∂x

∂f
∂y

∂f
∂z

]
(2.8)

Casos particulars de la regla de la cadena
1. Sigui ccc : R → R3, ccc(t) = (x(t),y(t),z(t)) una tra-

jectòria i h(t) = f(ccc(t)) = f(x(t),y(t),z(t)), on
f : R3 → R. Aleshores:

dh

dt
= ∇f(ccc(t)) · ccc′(t) (2.9)

2. Sigui h(x,y,z) = f(u(x,y,z),v(x,y,z),w(x,y,z)) :
R3 → R, aleshores:

DDDh(x,y,z) = DDDf(yyy0)DDDg(xxx0) =

[
∂f
∂u

∂f
∂v

∂f
∂w

]


∂u
∂x

∂u
∂y

∂u
∂z

∂v
∂x

∂v
∂y

∂v
∂z

∂w
∂x

∂w
∂y

∂w
∂z


 (2.10)

Derivada direccional de f : A ⊂ R3 → R en la di-
recció del vector vvv:

d

dt
f(xxx0 + tvvv)

∣∣∣∣
t=0

= DDDf(xxx0)vvv = ∇f(xxx0)vvv (2.11)

D’on es té que∇f és un vector que apunta en la direcció
de màxim creixement de f . A més, és un vector ortogo-
nal a la superfícies de nivell de f . Per tant, l’equació del
plànol tangent a f en xxx0 és:

∇f(xxx0) · (x− x0, y − y0, z − z0) = 0 (2.12)

Matriu Hessiana de f : Rn → R:

HHHf(xxx0) =




∂2f
∂x1 ∂x1

· · · ∂2f
∂x1 ∂xn...

...
...

∂2f
∂xn ∂x1

· · · ∂2f
∂xn ∂xn


 (2.13)

Forma quadràtica Hessiana de f : Rn → R:

HHHf(xxx0)(hhh) =
1

2
hhhHHHf(xxx0)hhhT (2.14)

on hhh = (h1, · · · ,hn)

Teorema 2.4 Criteri Hessià per els punts extrems
Sigui f : Rn → R diferenciable C3 en un punt crític
xxx0. Aleshores, si HHHf(xxx0)(hhh) és definida positiva xxx0 és
un punt mínim relatiu de f , si és definida negativa, ales-
hores xxx0 és un punt màxim relatiu.

Criteri del determinants per a formes quadràtiques
Una forma quadràtica (xxxAAAxxxT) és definida positiva si i
només si cada autovalor de AAA és positiu. Una matriu
HermíticaAAA és definida positiva si tots els menors prin-
cipals superior esquerra d’AAA són positius. Anàlogament,
AAA és definida negativa si tots els autovalors són nega-
tius, que implica que els menors principals han de tenir
signes alterns (començant amb signe −). Si tots els de-
terminants són 6= 0 i no es compleixen les condicions
anteriors, aleshores és un punt de sella.

Teorema de Taylor per a una variable de f : R →
R:

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0) · h+
f ′′(x0)

2
h2 + · · ·

f (k)(x0)

k!
hk +Rk(x0,h) (2.15)

on

Rk(x0,h) =

∫ x0+h

x0

(x0 + h− τ)k

k!
f (k+1)(τ) dτ (2.16)
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Sobre una gràfica (4.31), si FFF = F1 iii+ Fs jjj + F3 kkk:

∫∫

S

FFF · dSSS
∫∫

D

FFF · (TTT u × TTT v) dx dy
∫∫

D

(
−∂g
∂x

F1 −
∂g

∂y
F2 + F3

)
dx dy

(4.42)

Capítol 5
Teoremes d’integració vectorial
Teorema 5.1 Teorema de Green
Siguin P : D ⊂ R2 → R, Q : D ⊂ R2 → R funcions
de classe C1, on D és una regió simple i C és la seva
frontera. Aleshores:

∮

C

(P dx+Qdy) =

∫∫

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy (5.1)

on el camí d’integració de C és el contrari a les agulles
del rellotge (orientació positiva).

Fórmula de Green per calcular àrees

A =

∫∫

D

dx dy =
1

2

∮

C

x dy − y dx (5.2)

on C = frD.

Forma vectorial del teorema de Green amb el rotaci-
onal Sigui FFF = P iii+Qjjj. (rotFFF ) ·kkk = ∂Q

∂x
− ∂P

∂y
, per

tant:

∫∫

D

(rotFFF ) · kkk dx dy =

∫∫

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy =

∮

frD

(P dx+Qdy) =

∮

frD

FFF · dsss
(5.3)

on dsss = dxiii+ dy jjj.

Forma vectorial del teorema de Green amb la di-
vergència Sigui el camp FFF = P iii + Qjjj i la cor-
ba ccc(t) = (x(t), y(t)) una parametrització de frD, on
D ⊂ R2. Notar que ccc′(t) = (x′(t), y′(t)) és un vec-
tor tangent a la corba ccc(t). Sigui nnn(t) = (n1(t), n2(t)) el
vector normal unitari exterior a c(t) (veure la figura 5.1).
Aleshores:

∫∫

D

divFFF dA =

∮

frD

(FFF · nnn) ds (5.4)

nnn(t0) = (n1(t0), n2(t0))

ccc′(t0) = (x′(t0), y′(t0))

ccc(t) = (x(t), y(t))

ccc(t0)

Figura 5.1: Vector normal a una trajectòria en el plànol.

Demostració. Com que ha de ser nnn ·ccc = n1 x
′+n2 y

′ =
0, tenim que n1 = k y′, n2 = −k x′. Normalitzant:

nnn(t) =
y′(t) iii− x′(t) jjj√
x′(t)2 + y′(t)2

(5.5)

Per tant:
∮

frD

FFF · nnn ds =

∮

frD

P y′(t)−Qx′(t)√
x′(t)2 + y′(t)2

√
x′(t)2 + y′(t)2 dt =

∮

frD

P dy −Qdx =

∫∫

D

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
dx dy =

∫∫

D

divFFF dA. (5.6)

Teorema 5.2 Teorema de Stokes
Sigui S una superfície definida per una funció de classe
C2 z = f(x, y) : D ⊂ R2 → R on es vàlid el teorema
de Green i FFF un camp vectorial de classe C1. Aleshores
∫∫

S

rotFFF ·dSSS =

∫∫

S

(∇×FFF ) ·dSSS =

∮

frS

FFF ·dsss (5.7)

dSSS = TTT x × TTT y dx dy = nnn dS

ΦΦΦ(x,y) = (x, y, f(x,y))

TTT x × TTT y = −∂z
∂x

iii− ∂z

∂y
jjj + kkk

dsss = ppp′(t) dt = (x′(t), y′(t), z′(t)) dt

on ppp(t) = (x(t), y(t), f(x(t), y(t))) és una parametrit-
zació de frS en sentit contrari a les agulles del rellotge
(orientació positiva).

En dues dimensions TTT x × TTT y = kkk, dSSS = kkk dx dy, per
tant: ∫∫

D

rotFFF · kkk dx dy =

∮

frD

FFF · dsss (5.8)

que és l’equació (5.3).
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FórmuladeTaylordeprimerordreperafuncionsde
variesvariablesf:R

n
→R:

f(xxx0+hhh)=f(xxx0)+DDDf(xxx0)hhh
T

+R1(xxx0,hhh)(2.17)

onhhh=(h1,···,hn)

FórmuladeTaylordesegonordreperafuncionsde
variesvariablesf:R

n
→R:

f(xxx0+hhh)=f(xxx0)+DDDf(xxx0)hhh
T

+HHHf(xxx0)(hhh)+R2(xxx0,hhh)
(2.18)

onhhh=(h1,···,hn)

MultiplicadorsdeLagrangeSiguif(xxx):U⊂
R
n
→RsubjectaaunasuperfícieSdonadaper:

g1(xxx)=c1

···
gk(xxx)=ck

(2.19)

Aleshoresunpuntextremxxx0defsobreSsatisfà:

∇f(xxx0)−∇ggg(xxx0)λλλ
T

=0(2.20)

HessiàOrlatSiguif(xxx):U⊂R
n
→Rsubjecta

ag(xxx)=c.Aleshores,siHHHh(xxx0)(hhh)ésdefinidapo-
sitivaxxx0ésunpuntmínimrelatiudef|g,siésdefini-
danegativa,aleshoresxxx0ésunpuntmàximrelatiu,on
h(xxx)=f(xxx)−λg(xxx)i:

HHHh(xxx0)=






0−
∂g
∂x1−

∂g
∂x2···−

∂g
∂xn

−
∂g
∂x1

∂2h
∂x2

1

∂2h
∂x1∂x2···−

∂2h
∂x1∂xn

..

.
..
.

..

.
..
.

..

.
−

∂g
∂xn

∂2h
∂x2

n

∂2h
∂xn∂x2···−

∂2h
∂x2

n






(2.21)
Notarque

∂2h
∂λ∂x1=−

∂g
∂x1.

Teorema2.5Delafuncióimplícita
SiguiF(xxx,z):R

n+1
→Rambderivadesparcialscon-

tínuesi:
F(xxx0,z0)=0

∂F

∂z
(xxx0,z0)6=0

(2.22)

aleshoreshihaunentornUdexxx0iVdez0enelsque
existeixunaúnicafuncióz=g(xxx)definidaperxxx∈Ui
z∈Vtalque

F(xxx,g(xxx))=0.

Generalitzacióperaaïllarmvariablesdemequaci-
ons:

F1(xxx,z1,z2···,zm)=0

..

.
Fm(xxx,z1,z2···,zm)=0

(2.23)

aleshoressieldeterminant∆de




∂F1

∂z1···
∂F1

∂zm
..
.

..

.
..
.

∂Fm

∂z1···
∂Fm

∂zm



(2.24)

és∆6=0,aleshoreséspossibletrobardemaneraúnica
lesfuncions:

zi=gi(xxx),i=1,···,m(2.25)

Teorema2.6Delafuncióinversa
Siguiyyy=f(xxx):R

n
→R

n
,

y1=f1(xxx)

..

.
yn=fn(xxx)

(2.26)

onxxx=(x1,···,xn).Enaquestcaseldeterminantde
DDDf(xxx0)esdiudeterminantJacobiàJJJf(xxx0):

JJJf(xxx0)=|DDDf(xxx0)|=

∣∣
∣∣
∣∣
∣∣

∂f1
∂x1(xxx0)·

∂f1
∂xn(xxx0)

..

.
..
.

..

.
∂fn
∂x1(xxx0)·

∂fn
∂xn(xxx0)

∣∣
∣∣
∣∣
∣∣

(2.27)

SiDDDf(xxx0)éscontinuaiJJJf(xxx0)6=0,aleshoresexisteix
deformaúnicaxxx=g(yyy)peraxxx,yyyenunentorndexxx0i
yyy0=f(xxx0),respectivament.

Capítol3
Funcionsvectorials
TrajectòriaenR

n

ccc(t):R→R
n
,ccc(t)=(x1(t),x2(t),···,xn(t))(3.1)

Vectorvelocitat

vvv(t)=ccc′(t)=




dx1
dt
..
.

dxn
dt


(3.2)

ivelocitatv(t)=|vvv(t)|.Notarqueelvectorveloci-
tatvvv(t)éstangentalatrajectòriaccc(t).L’acceleracióés
aaa(t)=vvv′(t).

Longitudd’arc

L(ccc)=

∫t2

t1

|ccc′(t)|dt=
∫t2

t1

√
x′(t)2+y′(t)2+z′(t)2dt

(3.3)

6Capítol4.Integralsmúltiples

PlànoltangentaunasuperfícieparametritzadaSi
ΦΦΦ:D⊂R

2
→R

3
donadaperl’equació(4.26),

ambvectorstangentsdonatsperl’equació(4.27)té
TTTu×TTTv6=0,esdiuquelasuperfícieésregulari:

nnn=TTTu×TTTv=iiin1+jjjn2+kkkn3(4.28)

ambplànoltangent:

n1(x−x0)+n2(y−y0)+n3(z−z0)=0(4.29)

Àread’unasuperfícieparametritzadaΦΦΦ:D⊂
R

2
→R

3
donadaperl’equació(4.26),ambvectorstan-

gentsdonatsperl’equació(4.27)téunaàrea:

A(S)=

∫∫

D

‖TTTu×TTTv‖dudv(4.30)

EnunaesferaderadiR:

‖TTTu×TTTv‖dφdθ=R
2
sinφdφdθ

Superfícieexpressadacomunaàreaz=g(x.y).Es
potferlaparametrització:

x=u

y=v

z=g(u,v)

(4.31)

d’on:
ΦΦΦ(x,y)=(x,y,g(x,y))

TTTx=iii+
∂g

∂x
kkk

TTTy=jjj+
∂g

∂y
kkk

TTTx×TTTy=−
∂g

∂x
iii−

∂g

∂y
jjj+kkk

(4.32)

i

A(S)=

∫∫

D

√(
∂g

∂x

)2

+

(∂g
∂y

)2

+1dxdy(4.33)

Àread’unasuperfíciederevolucióalgirarf(x)al
voltantdel’eixxoy.Amblaparametrització:

x=u

y=f(u)cos(v)

z=f(u)sin(v)

(4.34)

amba≤u≤b,0≤v≤2πs’obté,respectivament:

A=2π

∫b

a

|f(x)|
√

1+(f′(x))2dx(gireixx)

A=2π

∫b

a

|x|
√

1+(f′(x))2dx(gireixy)

(4.35)

Integrald’unafuncióescalarsobreunasuperfície
ΦΦΦ:D⊂R

2
→R

3
donadaperl’equació(4.26),amb

vectorstangentsdonatsperl’equació(4.27)téunaàrea:
∫∫

S

f(x,y,z)dS=

∫∫

D

f(ΦΦΦ(u,v))‖TTTu×TTTv‖dudv
(4.36)

ondS=‖TTTu×TTTv‖dudv.Sobreunagràfica(4.31):
∫∫

S

f(x,y,z)dS=

∫∫

S

f(x,y,g(x,y))

√(
∂g

∂x

)2

+

(∂g
∂y

)2

+1dxdy

(4.37)

Integrald’unafuncióvectorialsobreunasuperfície
ΦΦΦ:D⊂R

2
→R

3
donadaperl’equació(4.26),amb

vectorstangentsdonatsperl’equació(4.27):
∫∫

ΦΦΦ

FFF·dSSS=

∫∫

D

FFF·(TTTu×TTTv)dudv(4.38)

on

dSSS=TTTu×TTTvdudv=

TTTu×TTTv
‖TTTu×TTTv‖‖TTTu×TTTv‖dudv=nnndS

OrientacióLanormalalasuperfícieés:

nnn(ΦΦΦ(u,v))=±
TTTu×TTTv
‖TTTu×TTTv‖

(4.39)

EsdiuqueΦΦΦconserval’orientaciósiés+.Sobreuna
gràfica(4.31):

nnn=
−
∂g
∂xiii−

∂g
∂yjjj+kkk

√(
∂g
∂x

)2

+
(∂g
∂y

)2

+1

(4.40)

Teorema4.3LaintegraldeFFFsobreSésigualala
integraldelacomponentnormaldevFsobreS

∫∫

S

FFF·dSSS=

∫∫

S

FFF·nnndS(4.41)

Demostració. ∫∫

S

FFF·dSSS=

∫∫

D

FFF·(TTTu×TTTv)dudv
∫∫

D

FFF·
TTTu×TTTv
‖TTTu×TTTv‖‖TTTu×TTTv)‖dudv=

∫∫

S

FFF·nnndS=

∫∫

S

fdS

off=FFF·nnn.
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Recta tangent lll(t) a la trajectòria ccc(t) en el punt t =
t0:

lll(t) = ccc(t0) + (t− t0)ccc′(t0) (3.4)

Camp vectorial FFF : Rn → Rn.

Camp vectorial gradient FFF = ∇f .

Línies de flux d’un camp FFF són trajectòries tals que
ccc′(t) = FFF (c(t)). És a dir, FFF és el camp de velocitats de
ccc(t).

Divergència És el producte escalar de l’operador∇ =
iii ∂
∂x

+ jjj ∂
∂y

+ kkk ∂
∂z

i el camp FFF :

divFFF = ∇ ·FFF (3.5)

i és una mesura de l’expansió divFFF > 0 o compressió
divFFF < 0 per unitat de volum d’FFF .

Rotacional És el producte vectorial de l’operador
∇ = iii ∂

∂x
+ jjj ∂

∂y
+ kkk ∂

∂z
i el camp FFF :

rotFFF = ∇×FFF =

∣∣∣∣∣∣∣

iii jjj kkk
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

F1 F2 F3

∣∣∣∣∣∣∣
(3.6)

i és una mesura de la velocitat angular que tendria un
sòlid que rotés tal com ho fa el camp en el voltant del
punt.

Laplacià

∇2 = ∇(∇f) =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
(3.7)

Teorema 3.1 Un camp gradient és irrotacional

∇× (∇f) = 0 (3.8)

Teorema 3.2 El rotacional té divergència 0

div rotFFF = ∇ · (∇×FFF ) = 0 (3.9)
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Teorema 4.1 Fubini
∫ x2

x1

∫ y2

y1

f(x,y)dx dy =

∫ y2

y1

∫ x2

x1

f(x,y)dy dx =
∫∫

B

f(x,y) dA

(4.1)

Regions elementals Sigui B = {(x,y) ∈ R2 | a ≤
x ≤ b, h(x) ≤ y ≤ g(x)}, on a < b i h(t) ≤ g(t) per
t ∈ [a,b], aleshores B es diu y-simple (veure la figu-
ra 4.1 (a)) i:

∫∫

B

f(x,y) dA =

∫ b

a

∫ g(x)

h(x)

f(x,y) dy dx (4.2)

Anàlogament, si B = {(x,y) ∈ R2 | a ≤ y ≤ b, h(y) ≤
x ≤ g(y)}, on a < b i h(t) ≤ g(t) per t ∈ [a,b], alesho-
res B es diu x-simple (veure la figura 4.1 (b)):

∫∫

B

f(x,y) dA =

∫ b

a

∫ g(y)

h(y)

f(x,y) dx dy (4.3)

B

y

a b

x

y

xa

b

(a) (b)

y = h(x)

y = g(x) B

x = g(y)

x = h(y)

Figura 4.1: Regions elementals.

Aplicació injectiva T : D∗ → D en D∗ si ∀(u,v) ∈
D∗, T (u,v) = T (u′,v′) implica u = u′, v = v′. És a dir,
no fa correspondre diferents elements del domini D∗ en
un mateix element del codomini D.

Aplicació sobrejectiva (surjective) T : D∗ → D en
D si ∀(u′,v′) ∈ D ∃ (u,v) ∈ D∗ | (u′,v′) = T (u,v). És a
dir, la imatge de T , T (D∗), és igual al seu codomini D:
T (D∗) = D.

Una aplicació lineal donada per la multiplicació per
una matriu A és injectiva i sobrejectiva sii detA 6= 0.

Teorema 4.2 Canvi de variables
Siguin D i D∗ dues regions elementals amb yyy = G(xxx) :
D ⊂ Rn → D∗ ⊂ Rn, on

y1 = g1(xxx)

...
yn = gn(xxx)

(4.4)

i xxx = (x1, · · · ,xn), tal que G és injectiva en D i sobre-
jectiva en D∗, G(D∗) = D i amb Jacobià JJJG(xxx) 6= 0,
xxx ∈ D (veure 2.27, pàg. 3). Aleshores existeix la funció
inversa xxx = T (yyy) : D∗ ⊂ Rn → D ⊂ Rn,

x1 = t1(yyy)

...
xn = tn(yyy)

(4.5)
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i:
∫

D

f(xxx) dxxx =

∫

D∗
f(T (yyy)) |JJJT (yyy)| dyyy (4.6)

Notar també: JJJT (yyy) = 1/JJJG(xxx) ◦ T = 1/JJJG(T (yyy)).

Coordenades polars:
x = r cos θ (4.7)
y = r sin θ (4.8)

|JJJT (r,θ)| = r (4.9)

Coordenades cilíndriques:
x = r cos θ (4.10)
y = r sin θ (4.11)
z = z (4.12)

|JJJT (r,θ,z)| = r (4.13)

Coordenades esfèriques:
x = ρ sinφ cos θ (4.14)
y = ρ sinφ sin θ (4.15)
y = ρ cosφ (4.16)

|JJJT (ρ,θ,φ)| = ρ2 sinφ (4.17)

Integral de línia d’un camp escalar (integral sobre
una trajectòria) (line integral)

∫

C

f ds =

∫ b

a

f(ccc(t)) |ccc′(t)| dt (4.18)

Si f = 1 la integral (4.18) és la longitud de la trajectòria
(o arc) C. Notar que ds = |ccc′(t)| dt és un diferencial
d’arc (veure 3.3, pàg. 3).

Curvatura κ(p) en p ∈ C:

κ(p) = |ccc′′(t)|, p = ccc(t) (4.19)

Si C és una corba plana tancada:
∫

C

κ dsss ≥ 2π (4.20)

només igual a 2π si C és una circumferència.

Integral de línia d’un camp vectorial∫

C

FFF · dsss =

∫ b

a

FFF (ccc(t)) · ccc′(t) dt (4.21)

Notar que l’equació (4.21) és orientada (canvia de signe
al canviar l’ordre dels extrems), mentre l’equació (4.18)
no ho és (|ccc′(t)| és sempre positiu).

Observacions
1. Notar que dsss = ccc′(t) dt és un vector tangent a la tra-

jectòria (anomenat vector desplaçament). Per tant,
si FFF és el vector força, FFF · dsss és el treball per a re-
alitzar un desplaçament dsss, i la integral (4.18) és el
treball realitzat per el camp de forcesFFF per a realitzar
el desplaçament de la trajectòria C.

2. Notar que TTT (t) = ccc′(t)/‖ccc′(t)‖ és el vector tangent
unitari. Per tant:

∫

C

FFF · dsss =

∫ b

a

FFF (ccc(t)) · ccc′(t) dt =
∫ b

a

(FFF (ccc(t)) · TTT (t)) ‖ccc′(t)‖ dt
(4.22)

3. Amb la parametrització ccc(t) = (x(t), y(t), z(t)),
també es pot posar:

dsss =
∂x(t)

∂t
iii+

∂y(t)

∂t
jjj +

∂z(t)

∂t
kkk (4.23)

i:
∫

C

FFF · dsss =

∫ b

a

(
∂x(t)

∂t
F1(t) +

∂y(t)

∂t
F2(t) +

∂z(t)

∂t
F3(t)

)
dt

(4.24)
on FFF = (F1, F2, F3), Fi(t) = Fi(x(t), y(t), z(t))

Integral de línia d’un camp gradient∫

C

∇f · dsss = f(ccc(b))− f(ccc(a)) (4.25)

Corba simple és la imatge d’una aplicació ccc : l→ R3

injectiva en un interval l. És a dir, una corba simple no
es talla a ella mateixa. Si els extrems coincideixen, es
diu corba tancada simple.

Superfície parametritzada ΦΦΦ : D ⊂ R2 → R3

ΦΦΦ(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)) (4.26)

Vectors tangents a superfície parametritzada Man-
tenint constant u i v de ΦΦΦ : D ⊂ R2 → R3 donada per
l’equació (4.26), respectivament, s’obtenen els vectors
tangents en el punt (u0,v0):

TTT v =
∂ΦΦΦ

∂v
(u0,v0) = iii

∂x

∂v
+ jjj

∂y

∂v
+ kkk

∂z

∂v

∣∣∣∣
(u0,v0)

TTT u =
∂ΦΦΦ

∂u
(u0,v0) = iii

∂x

∂u
+ jjj

∂y

∂u
+ kkk

∂z

∂u

∣∣∣∣
(u0,v0)

(4.27)


