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Prefaci

Vaig escriure aquests apunts mentre preparava I’assigna-
tura Funciones de varias Variables Il del curs 2014-15
del grau de matematiques de la UNED. Els apunts estan
basats fonamentalment en el llibre de I’assignatura [1].
El contingut no és rigorés ni complert, i només hi ha
demostracions senzilles orientades a entendre o ajudar a
memoritzar les relacions que demostren. L’edicié I’he
fet amb KTEX.

Capitol 1
Vectors

Desigualtat Cauchy-Schwarz

ja - b] < |la| [[b]] (1.1)
Desigualtat triangular
la +|* < (|lal| + [Ib]])* (1.2)
Producte Vectorial
i j k
axb= ay a das (13)
b1 by b3
L. Jla xb]| = [[a| [[b]| sin6

2. ||la x b|| és ortogonal aa i b i segueix la regla de la ma
dreta.

Equacié del pla que passa per (z,0,20) 1 és ortogo-
nalan = Ai+ Bj+ Ck:

Ax —x9)+ By —yo) +C (2 —29) = 0=
Arxr+By+Cz+ D=0 (1.4)

onD:—Axo—Byg—C’zO.

Distancia d’un punt (z¢,y0,20) aun pla Az + By +

Cz+D=0: p 5 c
Distancia = [Azo+ Byo+ C 2 (1.5)
A2+ B? + C?
Coordenades cilindriques:
=1 cosf (1.6)
y=rsinf (1.7)
zZ=2z (1.8)
Coordenades esferiques:
x = p sin ¢ cosf (1.9)
y = p sin¢ sinf (1.10)
Yy = p Ccos (1.11)
Capitol 2
Diferenciaci6
Grafica d’una funcié6 f:U CR"— R
graficad’ f = {(z,f(z)) e R"" Mz € U}  (2.1)

Limit d’una funci6 [ : A C R® — R™ en un punt
zg € {AUfr(A)}, on A és un conjunt obert. Sigui N
un entorn del punt b € R™. Es diu que f finalitza en NV
quan x tendeix a z, si existeix un entorn U de z tal que
x #zo,x € Uiz € Aimplica f(z) € N. Es diu que f
tendeix a b quan x tendeix a x

lim f(x) =5

r—xo

2.2)

si per a qualsevol entorn NV de b f finalitza en N quan x
tendeix a ;.

Continuitat d’una funci6 [ : A C R® — R™: f és
continua en x, si i nomeés si:

lim f(z) = f(zo)

r—xo

(2.3)
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Derivada d’una funci6 f : A C R" — R™ en un
punt g

o of

Ox1 Oxn

Df(zo) = | : : (2.4)
Ofm Ofm
Ox1 Oxn

Millor aproximacié lineal d’una funcié f : A C
R™ — R™ en un entorn & € B del punt x

f(®@) = f(zo) + D f(zo) (x — 20) (2.5)
Diferenciabilitat d’una funcié f: A C R* — R™
en un entorn del punt x(: Si les derivades parcials exis-
teixen i:

f(@) — f(xo) — Df(@0) (& — 20)

=0
l2 = 2ol

lim
T—xo

(2.6)

Teorema 2.1 Diferenciabilitat implica continuitat
signi f : A C R* — R™ diferenciable en z, € A.
Aleshores f és continua en x.

Teorema 2.2 Continuitat de les derivades parcials
implica Diferenciabilitat

Sigui f : A C R®” — R™ amb derivades parcials conti-
nues en un entorn de o € A. Aleshores f és diferenci-
able en x.

Teorema 2.3 Regla de la cadena

Siguin f : ACR*" - R"ig: B CR"— R”amb
g diferenciable en o i f eny, = g(xy). Aleshores, la
composicid f o g és diferenciable en £, amb:

D(f og)(zo) = Df(y,) Dg(z0) (2.7)

Gradient Sigui f : A C R® — R diferenciable en un
punt z,. La derivada D f(z() s’anomena gradient de f
en o1 s’escriu:

Vf(xo) = Df(z)

(2.8)

of of of
ox Oy 0Oz

Casos particulars de la regla de la cadena

1. Siguiec : R — R? ¢(t) = (x(t),y(t),2(t)) una tra-
jectoria i h(t) = f(e(t)) = f(z(t),y(t),2(t)), on
f :R3 — R. Aleshores:

2.9

2. Sigui h(z,y,2) = f(u(zy,z)v(zy,2)w(ry,z)) :

R3 — R, aleshores:

Dh(!E,y,Z) = Df(yO)Dg(wO) =

o Bu  Ou
of or of] |ov 3 %
U U v
[m oo aﬂ o oy o0-| (210)
ow o ow
ox oy 0z

Capitol 2. Diferenciaci6

Derivada direccional de f : A C R® — R en la di-

reccio del vector v:

d
%f(a:o—l—tv) =Df(xo)v=Vf(zo)v (2.11)
t=0
D’ones té que V f és un vector que apunta en la direcci6
de maxim creixement de f. A més, és un vector ortogo-
nal a la superficies de nivell de f. Per tant, I’equaci6 del
planol tangent a f en z és:

Vf(xo) - (xr— 0,y — Yo,z — 20) =0 (2.12)
Matriu Hessiana de f : R" — R:
o2 f o2 f
Ox1 Ox1 Oz1 Oxn
Hf(zo) = : : (2.13)
_0f o°f
Oxy 011 Oxyp Oxn
Forma quadratica Hessiana de f : R" — R:
1
Hf(@o)(h) = ShHf(mo)h"  (214)

onh = (hy, - ,hy)

Teorema 2.4 Criteri Hessia per els punts extrems
Sigui f : R" — R diferenciable C* en un punt critic
xo. Aleshores, si H f(x()(h) és definida positiva z, és
un punt minim relatiu de f, si és definida negativa, ales-
hores x( €s un punt maxim relatiu.

Criteri del determinants per a formes quadratiques
Una forma quadratica (z Az™) és definida positiva si i
només si cada autovalor de A és positiu. Una matriu
Hermitica A és definida positiva si tots els menors prin-
cipals superior esquerra d’A son positius. Analogament,
A és definida negativa si tots els autovalors son nega-
tius, que implica que els menors principals han de tenir
signes alterns (comencgant amb signe —). Si tots els de-
terminants s6n # 0 i no es compleixen les condicions
anteriors, aleshores €s un punt de sella.

Teorema de Taylor per a una variable de f : R —

R:
f(zo+h) = f(xo) + f'(z0) - h+ @fﬁ + -
%hk + Rp(wo,h) (2.15)
on

zo+h _ k
Ry (zo,h) = / —(”T“Z' ™) fED () dr (2.16)

0



Capitol 3. Funcions vectorials

Foérmula de Taylor de primer ordre per a funcions de
varies variables f:R" — R:

onh = (hy, - ,hy)
Férmula de Taylor de segon ordre per a funcions de
varies variables f:R"” — R:

f@o+h) = f(zo)+Df(xo) h* +H f(xo)(h)+Ra(o,h)
(2.18)
onh = (hy, - hy)

Multiplicadors de Lagrange Sigui f(z) : U C
R"™ — R subjecta a una superficie S donada per:

9i1(z) =
(2.19)
k() = cx
Aleshores un punt extrem z de f sobre S satisfa:
Vf(mo) — Vg(@o) AT =0 (2.20)

Hessia Orlat Sigui f(z) : U C R" — R subjecta
a g(x) = c. Aleshores, si Hh(z()(h) és definida po-
sitiva £y és un punt minim relatiu de f|g, si és defini-
da negativa, aleshores x; és un punt maxim relatiu, on

hz) = f(z) = Ag(z) i

0 _9% _o9g ... _og

ox1 0z 0Ty

_ 99 &h h h

ox oz? Ox1 Oz 0x1 OTn
Hh(zg) = | ' o ;
_99  2h #h_ ... _%h
Oz, ox2 Oxy Ox2 ox2
221)

8%h dg
Notar que 555~ = — 7"

Teorema 2.5 De la funci6 implicita
Sigui F(z,2) : R*™ — R amb derivades parcials con-
tinues i:

F(xo, Zo) =0
oF (2.22)
@(%, 29) # 0

aleshores hi ha un entorn U de xy i V' de 2 en els que
existeix una tnica funci6 z = g(z) definida perz € U i
z € V tal que

F(z,g(z)) =0.

Generalitzacid per a aillar m variables de m equaci-

ons:
Fl(x721722"' 7Zm) =0

(2.23)

Fo(x,z1,20-+ ,2) =0

aleshores si el determinant A de

OF1 OF1
0z1 0zm
: : (2.24)
OFm OFm
0z1 Ozm

€s A # 0, aleshores és possible trobar de manera tnica
les funcions:

zi =gi(x),i =1, ,m (2.25)
Teorema 2.6 De la funcio inversa
Siguiy = f(z) : R" — R",
y1 = fi(z)
: (2.26)
Yn = fn(x)

onz = (x1,---,x,). En aquest cas el determinant de
D f(z) es diu determinant Jacobia J f(z):

S—Q(xo)
Jf(xo) = [Df(xo)| =| :

Ofn
6—3];1(370)

)
%(mo)

(2.27)
Ofn
%(mo)
Si D f(x) és continua i J f(xy) # 0, aleshores existeix
de forma unica = ¢(y) per a z, y en un entorn de z i
Y, = f(xo), respectivament.

Capitol 3
Funcions vectorials

Trajectoria en R"

e(t) 1R = R, ¢(t) = (1(t), 22(t), -+, 2n(t)) (3.1)

Vector velocitat .
ot
: (3.2)

dz,
dt

i velocitat v(t) = |v(t)|. Notar que el vector veloci-
tat v(t) és tangent a la trajectoria ¢(¢). L’acceleraci6 és

a(t) =v'(t).

Longitud d’arc

u@=KWAMﬁ=

to 3.3)
/ VIR 1y + 202 dt
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Recta tangent [(t) a la trajectoria ¢(¢) en el punt ¢ =
t()l
I(t) = e(to) + (t — to) € (to) (3.4)

Camp vectorial F : R" — R".

Camp vectorial gradient F = V f.

Linies de flux d’un camp F so6n trajectories tals que

c(t) = F(c(t)). Es adir, F és el camp de velocitats de

c(t).

Divergéncia Es el producte escalar de I’operador V =

il +j8ﬁy + k2 iel camp F:
divF =V .-F (3.5)

i és una mesura de 1’expansié div F' > (0 o compressio
div F' < 0 per unitat de volum d’F'.

Rotacional Es el producte vectorial de 1’operador
\Y :z'(% +ja% +k%ielcampF:

i j ok
rtF=VxF=|& & & (3.6)
F B F

1 és una mesura de la velocitat angular que tendria un
solid que rotés tal com ho fa el camp en el voltant del
punt.

Laplacia
0f  O*f O°f
2 __ —
Ve=V(Vf) = 52 + Iy + 552

Teorema 3.1 Un camp gradient és irrotacional

(3.7

Vx(Vf)=0 (3.8)

Teorema 3.2 El rotacional té divergencia 0

diviot F = V- (V x F) =0 (3.9)
Capitol 4
Integrals multiples

Teorema 4.1 Fubini

2 Y2 Y2 T2
/ / f(zy)drdy = / / f(zy)dy dx =
1 Y1 Y1 Tl

/ /B f(zy)dA
4.1)

Capitol 4. Integrals multiples

Regions elementals Sigui B = {(z,y) € R? | a <
x < bh(x) <y <glx)} ona <bih(t) < g(t) per
t € [a,b], aleshores B es diu y-simple (veure la figu-
ra4.1 (a))i:

/ /B flxy) dA = / b /h j:) flry)dyde  (42)

Analogament, si B = {(z,y) € R? | a <y < b, h(y) <
x<g(y)}l,ona <bih(t) <g(t)pert € [a,b], alesho-
res B es diu x-simple (veure la figura 4.1 (b)):

b ra(y)
// f(zy) dA:/ flxy)dedy  (4.3)
B a Jh(y)

L

(a) (b)

Figura 4.1: Regions elementals.

Aplicaci6 injectiva 7 : D* — D en D* si V(u,v) €
D*, T(uw) = T(u' ') implica u = ', v = v'. Es a dir,
no fa correspondre diferents elements del domini D* en
un mateix element del codomini D.

Aplicacié sobrejectiva (surjective) T : D* — D en
DsiV(u',v') € DI (uw) € D* | (' ') = T(uw). Esa
dir, la imatge de 7', T'(D*), és igual al seu codomini D:
T(D*) = D.

Una aplicaci6 lineal donada per la multiplicacié per
una matriu A és injectiva i sobrejectiva sii det A # 0.

Teorema 4.2 Canvi de variables
Siguin D i D* dues regions elementals amb y = G(z) :
D CR"— D* C R", on

y1 = g1(z)
4.4)
Yn = gn(T)
iz = (x1,--- ,x,), tal que G és injectiva en D i sobre-

jectiva en D*, G(D*) = D i amb Jacobia JG(z) # 0,
z € D (veure 2.27, pag. 3). Aleshores existeix la funci6
inversaz =T(y): D* CR" — D C R",
T =t(y)
4.5)

Tp =1y (y)



Capitol 4. Integrals multiples

[ r@w= [ s

=1/JG(x)oT =1/JG(T(y)).

I:
NIIT ()l dy  (4.6)
Notar també: JT'(y)

Coordenades polars:

x =1 cosf 4.7
y=rsinf (4.8)
|JT(r,0) =r (4.9)

Coordenades cilindriques:
x =1 cosf (4.10)
y=rsinf (4.11)
zZ=2z 4.12)
|JT(r0,2)| =r (4.13)

Coordenades esferiques:

x = p sin ¢ cos 6 (4.14)
Yy = p sin ¢ sin @ (4.15)
Yy = p Ccoso (4.16)
[JT(p,0,¢)| = p* sin ¢ (4.17)

Integral de linia d’un camp escalar (integral sobre
una trajectoria) (line integral)

frie= [ e

Si f = 1laintegral (4.18) és la longitud de la trajectoria
(o arc) C. Notar que ds = |¢/(t)| dt és un diferencial
d’arc (veure 3.3, pag. 3).

(t)| dt (4.18)

Curvatura k(p)enp e C:

k(p) =" ()|, p = ¢(t) (4.19)
Si C' és una corba plana tancada:
/ kds > 2T (4.20)
c
només igual a 2 7 si C' és una circumferencia.
Integral de linia d’un camp vectorial
/F ds —/ F(c t)dt (4.21)

Notar que I’equaci6 (4.21) €s orientada (canvia de signe
al canviar I’ordre dels extrems), mentre 1’equaci6 (4.18)
no ho és (|¢/(t)| és sempre positiu).

Observacions

1. Notar que ds = ¢/(t) dt és un vector tangent a la tra-
jectoria (anomenat vector desplacament). Per tant,
si F' és el vector forca, F' - ds és el treball per a re-
alitzar un desplacament ds, i la integral (4.18) és el
treball realitzat per el camp de forces F per a realitzar
el desplagcament de la trajectoria C'.

2. Notar que T'(¢)
unitari. Per tant:

= c(t)/||(t)] és el vector tangent

F.ds= | F(c t)dt =
/ T / (4.22)
[ ey T 1@
3. Amb la parametritzaci6é c(t) = (x(t),y(t), 2(t)),
també es pot posar:
ds = 825?2' a'gi )it a’;it) koo 423)
F -ds =
-
/ (agf)me—%g%glfxw—%agf)axw)
(4.24)
on F = (Fy, F2,F3), Fi(t) = Fi(z(t),y(t), 2(t))

Integral de linia d’un camp gradient

tLVfwmzf@@)—ﬂdw) 4.25)

Corba simple és la imatge d’una aplicacié ¢ : | — R?
injectiva en un interval /. Es a dir, una corba simple no
es talla a ella mateixa. Si els extrems coincideixen, es
diu corba tancada simple.

Superficie parametritzada & : D C R? — R3

®(u,v) = (z(u,), y(u,v), z(u,)) (4.26)
Vectors tangents a superficie parametritzada Man-
tenint constant u i v de ® : D C R? — R? donada per
I’equacié (4.26), respectivament, s’obtenen els vectors

tangents en el punt (ug,vp):

0P ox 8y 0z

Tv = av (UQ,UQ) 7 6_ + 81} +k a o)
0P ox 8y 0z

Tu = 9u (UQ,U0> 1 a— —|— 87,6 + k % )

(4.27)
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Planol tangent a una superficie parametritzada Si
® : D c R? - R? donada per I'equaci6 (4.26),
amb vectors tangents donats per 1’equacié (4.27) té
T, xT, # 0, es diu que la superficie és regular i:

n:TuxTv:inl—i—jng—i—kng (428)
amb planol tangent:

ny(x —x9) +no(y —yo) +n3(z—2) =0 (4.29)

Area d’una superficie parametritzada ® : D C
R? — R? donada per 1’equaci6 (4.26), amb vectors tan-
gents donats per I’equaci6 (4.27) t€ una area:

A(S) = / Ty x Tlldude  (4.30)
D

En una esfera de radi R:

T, x T, dp df = R? sing d do

Superficie expressada com una area > = g(x.y). Es

pot fer la parametritzacio:
rT=u
Y= (4.31)
z = g(u,v)
d’on:
®(z,y) = (2,9, 9(z.y))

Jg
T:E =i+ 8_ k
(4.32)

a 2
+ (—g) Fldedy (433)
dy

-l

Area d’una superficie de revolucié al girar f(z) al
voltant de I’eix = o y. Amb la parametritzacio:

y = F(u) cos(v)
z = f(u) sin(v)

amba < u <b,0 < v <27 s’obté, respectivament:

A:27T/ |f(x)] 1+ (f(z))*dx (gireix )
b
A:27r/ 2| V1T (@) da

(4.34)

(gir eix y)
(4.35)

Capitol 4. Integrals multiples

Integral d’una funcié escalar sobre una superficie
® : D c R? — R3 donada per I’equaci6 (4.26), amb
vectors tangents donats per I’equacié (4.27) té una area:

//S flay,2)ds = //D F(@(u)) || Ty x Tyl dudo

(4.36)
ondS = ||T, x T,|| dudv. Sobre una grafica (4.31):

[[ steras -
/ f(zy,9(z,y)) \/(gi) +<g—z)2+1dxdy

(4.37)

Integral d’una funcié vectorial sobre una superficie
® : D c R? — R? donada per I’equaci6 (4.26), amb
vectors tangents donats per I’equaci6 (4.27):

Mol

as =T,

v) dudv (4.38)

x T, dudv =

T,xT,

Orientacié La normal a la superficie és:

T,xT,

n(®(u,w)) = im

(4.39)

Es diu que ® conserva I’orientaci6 si és +. Sobre una
grafica (4.31):

—%z——jJrk

(&) + (%)

Teorema 4.3 La integral de F' sobre S és igual a la
integral de la component normal de v F' sobre S

//F-dS://F-ndS

s s

Demostracio.
//F-dS://F-(TuxTU)dudv

F. T,xT,)|dudv=
// ||T TH“ ol

J[F-nas= [[ ras

n = (4.40)

(4.41)

of f=F -n.



Capitol 5. Teoremes d’integracio vectorial

Sobre una grafica (4.31),si FF = Fii+ F,j + Fsk:

//F-dS//F- (T, x T,) da dy
// (——Fl——Fg—l—Fg) d dy

Capitol 5

Teoremes d’integracio vectorial

Teorema 5.1 Teorema de Green

Siguin P: D C R? - R, Q : D C R? — R funcions
de classe C'', on D és una regi6 simple i C' és la seva
frontera. Aleshores:

f(deJery // (ﬁ—a—y) dedy (5.1)

on el cami d’integracié de C' és el contrari a les agulles
del rellotge (orientacio positiva).

(4.42)

Foérmula de Green per calcular arees

A:// dmdyzlfa:dy—ydx (5.2)
D 2 Jc

onC =1{rD.

Forma vectorial del teorema de Green amb el rotaci-
oQ OP

onal Sigui F = Pi+Qj. (ot F) -k = 5= — 3y per
tant:
P
// (rot F) - kdxdy = // <@ — (9_y> dr dy =
(Pdx+Qdy) = F . ds
fr D fr D
(5.3)

onds =dxi+ dyj.

Forma vectorial del teorema de Green amb la di-
vergencia Sigui el camp F' = Pi + Q)35 i la cor-
ba ¢(t) = (z(t),y(t)) una parametritzaci6 de fr D, on
D C R?. Notar que ¢/(t) = (2/(t),y'(t)) és un vec-
tor tangent a la corba ¢(t). Siguin(t) = (n1(t), na(t)) el
vector normal unitari exterior a ¢(t) (veure la figura 5.1).

Aleshores:
// dideA:j{ (F-n)ds (5.4)
D fr D

’n(t()) =

(n1(to), na2(to))

Figura 5.1: Vector normal a una trajectoria en el planol.

Demostracio. Com que hadesern-¢c =n;z’' +nyy’ =
0, tenim que n; = k', ng = —k 2’. Normalitzant:

! t _
n(t) = 2 Ji—a'(t)] 5.5)
/(1) + y' ()2
Per tant:
F .nds=
fr D
! t
y) \/ 24 y/(t)2dt =
frD I/( + y

% Pdy — de—// (8—P+6—Q)dxdy:
fr D
// divF dA. (5.6)
P O]

Teorema 5.2 Teorema de Stokes

Sigui .S una superficie definida per una funcié de classe
C? z = f(x,y) : D C R* — R on es valid el teorema
de Green i F un camp vectorial de classe C''. Aleshores

//rotF-dS://(VxF)-dS: F.ds (5.7)
S S frS

dS =T, xT,dxdy =ndS

®(zy) = (v,y, f(2,y))
T, xTy:—%i—g—;j+k
ds =p'(t)dt = (2'(t),y'(t),2'(t)) dt

on p(t) = (x(t),y(t), f(x(t),y(t))) és una parametrit-
zaci6 de fr .S en sentit contrari a les agulles del rellotge
(orientaci6 positiva).

k, dS = kdxdy, per

// rot F' - kdxdy = F - ds
D fr D

que és I’equacio (5.3).

En dues dimensions T,
tant:

x T,

(5.8)
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Teorema 5.3 Teorema de la divergéncia de Gauss
Sigui W una regi6 elemental en I’espai i fr IV la super-
ficie tancada orientada que limita /. Sigui F' un camp
vectorial definit en IV. Aleshores:

///dideV_/ F-dS - / (F -n)dS
w frw frw (

5.9)
En dues dimensions:

// dideA:% F-ds:]{ (F-n)ds (5.10)
D fr D fr D

que és I’equacio (5.4).

Teorema 5.4 Cap vectorial conservatiu

Sigui F : R? — R? un camp de classe C! excepte (pot
ser) en un nombre finit de punts. Aleshores les segiients
condicions s6n equivalents:

1. Per a qualsevol corba tancada C: [, F - ds = 0.

Taula d’integrals

n . ]' n+1 -

/x dx—n+1a: , n#—1 (5.11)

1
/— dr = In |z| (5.12)

x
/u dv = uv — /vdu (5.13)
/ex dr = ¢e® (5.14)

1
/a"” dx = —a” (5.15)
Ina

/lnxd:v:xlnx—:c (5.16)
/sinxdx = —coszT (5.17)
/cosxdw =sinx (5.18)
/tanxdm = In | sec x| (5.19)
/secwdx = In |secx + tan x| (5.20)

2. Per a qualsevol corbes (', C'; amb extrems iguals:
fch-ds:f@F-ds.

3. F és el gradient d’alguna funcié f : R®* — R,
F=Vf Amés: [ F-ds= f:F(c(t)) d(t)dt =
fle(b)) = fle(a)).

4. rot F = 0.

Teorema 5.5 Camp de divergencia nul-la
Sigui F : R?* — R? un camp de classe C' en tots els
punts, tal que div F' = 0. Aleshores existeix un camp
vectorial G de classe C"* tal que F = rot G.

Referencies

[1] Jerrold Eldon Marsden i Anthony Tromba. Cdlculo
Vectorial. 5a ed. Addison Wesley, 2013.

/sec%:dx = tanz (5.21)
/secxtana: dxr = secx (5.22)
a T
/ a J 1 | T+a (5.24)
r=—In )
a? — 12 2 |lx—a

1 €T
— dr=sin'Z (5.25)
/ Va2 — 2 a

a oz
/ o dxr = sec - (5.26)
/ L g —cosh” (5.27)
——dr = - :
A /$2 _ &2 a
= In(x + V22 — a?)
/ L g —sinh'? (5.28)
— A — Sl — .
Va2 4+ a? a
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