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Prefaci

Vaig escriure aquests apunts mentre preparava 1’assig-
natura cdlculo de probabilidades 2 del curs 2011-12 de
la carrera de matematiques de la UNED. Els apunts es-
tan basats fonamentalment en 1’excel-lent llibre de 1’as-
signatura [1]. El contingut no és rigords ni complert, i
només hi ha demostracions senzilles orientades a enten-
dre o ajudar a memoritzar les relacions que demostren.

Capitol 1
Model de probabilitat

1.1 Algebra dels successos

Esdeveniment (outcome) w és un dels possibles re-
sultats d’un experiment aleatori. El conjunt de tots els
esdeveniment és 1’espai mostral (sample space) (). Per
exemple, en el llangament d’un dau 2 = {1.2.3.4.5.6} i
els possibles esdeveniments sén w = 1,2,3,4,5,6. €2 pot
tenir un nombre co d’esdeveniments, per exemple, co-
ordenades que resulten de llangar un dard en una diana.

Succés (event) A és qualsevol subconjunt d’esdeve-
niments de 1’espai mostral {2 . Per exemple, en el
llangament d’un dau podria ser A = {és parell} =
{2,4,6}, o en el llancament d’un dard podria ser A =
{el dard cau en el cercle de puntuacié 20}.

Logica dels successos

e Un esdeveniment w realitza el succés Asiw € A. ()
és el succés impossible, doncs no el pot realitzar cap
esdeveniment €2 és el succés segur, doncs qualsevol
esdeveniment w € ).

e El complement d’un succés, A, és un altre succés
format per tots els esdeveniments que no realitzen A:

A ={weQ|wd A}

e Un succés B implica un succés A, B C A, quan tots
els esdeveniments que realitzen B també realitzen A:
weEB=weA

e Diferéncia de successos: quan B C A, es fa servir la
notacié A \ B per referir-se a tots els esdeveniments
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que realitzen A pero no B, ésadir: A\ B = AN B°.
Clarament A° = 2\ A.

e Un esdeveniment w realitza el succés AU B si w esta
en un o els dos subconjunts A i B.

e Un esdeveniment w realitza el succés AN B si w esta
en ambdés subconjunts A i B.

e Dos successos sén disjunts si AN B = ().

e La seqiiencia de successos {A,},>1 €s una parti-
ci6 d’Q) si tots els successos A, A, - - s6n mitua-
ment disjunts i, a més, la seva uni6 €s exhaustiva:
Ux A, = Q.

e Lleis de Morgan (De Morgan’s laws): per a qualse-
vols successos A,B C (:

(ANB)° = A°U B
(AUB)° = A°N B°

La teoria de la probabilitat estudia I’assignacié d’un
ndmero real (una probabilitat) a cada succés d’(). Quan
) esta format per un nombre finit d’esdeveniments (per
exemple el llancament d’un dau), qualsevol subconjunt
d’€2 es pot considerar un succés.

En el cas del llancament d’un dard el model proba-
bilistic és més complex, doncs els conjunts involucren
oo esdeveniments (tots els punts de I’area inclosa en el
cercle de puntuacié 20). Per caracteritzar rigorosament
aquests models continus es va desenvolupar la teoria
de la mesura. L’'ingredient fonamental en aquesta teo-
ria és el concepte de longitud per a conjunts en R (que
denotarem per \), i que es generalitza als conjunts en
R™ (Ap).

Longitud La longitud, A\, és una mesura que podem

assignar als conjunts de R que té les segiients propie-

tats:

1. En un segment A d’extrems a, b (independentment
si és obert, tancat o semi-obert) val A(A) = |b — al.

2. Si Ay i Ay s6n disjunts: A(A; U Ag) = A(Ay) +
A(As).

3. Si{A, },>1 ésunasuccessio creixenti A = U° | A,,,
aleshores A\(A) = lim,, o, A(4,).

4. Si Ay C Ay, 1 A(Ay) # o0, aleshores \(A; — Ag) =
A(A1) = A(Ag).
En els models probabilistics continus el conjunts de
successos als que s’assigna una probabilitat no sempre
és la col-lecci6 de tots els subconjunts possibles d’(2.

Capitol 1. Model de probabilitat

Per a poder fer un model consistent cal introduir cer-
tes restriccions als subconjunts d’€) que s’associaran
als possibles successos, i als que s’assignara una pro-
babilitat. En concret, els subconjunts han de formar
una o-algebra, que es defineix a continuacid. Per aixo,
també s’anomena c-algebra de successos (c-algebra
of events).

o-algebra Una familia F de subconjunts d’(2 és una
o-algebra de subconjunts d’(2 si satisfa els axiomes:
e Per a qualsevol conjunt A C F, el conjunt A° C F.

e La unié de qualsevol col-leccié6 numerable de con-
junts Ay, Ay, --- de Festaen F: U (A, CF.

o-algebra engendrada per una familia de subcon-
junts C és la interseccié de totes les o-algebra que con-
tenen a C :

Sigui 7 la familia formada per tots els intervals de
R. La o-algebra engendrada per Z , o(Z), s’anomena
o-algebra de Borel en R i sol denotar-se per B. Ana-
logament, Z? denota la familia de tots els rectangles en
R?, i B? la o-algebra engendrada.

o-algebra producte Siguin F;,F, o-algebra dels
conjunts €2;,€), respectivament. La familia de subcon-
junts de 2 x €2s:

f1Xf2:{AXB|A€f1,B€fQ} (1.1)

engendra una o-algebra anomenada o-algebra producte
de Fi,F> i sol indicar-se per: F; @ Fo = o(F; X Fa).
Notar que B? = B ® B.

Proposici6é 1.1 Donats dos conjunts A,B € B, el con-
junt A x B € B? verifica:

MA x B) = A(A) \(B).

En R* es generalitza el volum d’un paral-lelepipede
A" € B" com el producte de les seves arestes:
M(A™) =TI, |bi—a;|. Amés, per A" € B", B* € B*,
>\T‘+S<Ar X BS) = )\T(Ar> )\S(BS>

1.2 Espais de probabilitat

Espai mesurable és la tupla (€2, F) on 2 és un con-
junt qualsevol i F és una o-algebra de subconjunts d’€2.



1.3. Propietats

Probabilitat en un espai mesurable (€2, F) és una
aplicacié P : 7 — R que verifica:
e P(A) > 0perVA e F.

e (o -additivitat) Per qualsevol col-leccié numerable de
successos disjunts { A, } C F:

=> P4

e P(Q) =1.
Aquestes tres condicions s’anomenen Axiomatica de
Kolmogorov.

Espai de probabilitat és la terna (£2, F,P) on P és
una probabilitat en ’espai mesurable (€2, F).

Independéncia Els successos {4;};c; s6n indepen-

dents si:
=[P

i€F

ZEFA

per qualsevol subconjunt finit F' C [.

Probabilitat condicionada Si P(B) > 0, aleshores:

P(AN B)

PA|B) = =5

Distribucié uniforme és fa servir aquest nom per
designar I’assignacié de probabilitat més senzilla, que
consisteix en assignar a cada conjunt B C ) € B, una
probabilitat proporcional a la seva longitud:

P(B) = M(B)/\(Q).

Més genericament, per a qualsevol conjunt B € B, s’as-
signa una probabilitat proporcional a la seva intersecci6
amb (2 € B:

(1.2)

P(B) = AM(BNQ)/ANQ). (1.3)
En R* es generalitza assignant a cada conjunt V €
B", una probabilitat proporcional a la interseccié del
seu volum amb ) € B" (area en R?):
P(V) =X\ (VNQ)/ A (D). (1.4)
Proposicio 1.2 Si A€ Q", Be Q%,on ) € B", ()° €
B® so6n dos intervals triats a I’atzar i independentment
un de I’altra, aleshores el conjunt A x B € B" x B* té

una probabilitat distribuida uniformement en Q0" x 2°.

Demostracio. Tenim que

Per independéncia:

AMANQ)YAB N Q)
A7) A(€2°)

Aplicant la proposici6 1.1, pag. 2:

P(A x B) =

= AANDYx B
AM(A x B)N(Q" x Q%))

Q% Q)

]

En particular, el resultat també és valid si A i B es
redueixen a un sol punt. Per exemple, triar dos punts
(X,Y) a I’atzar independentment un de I’altra en 1’in-
terval [0,1], és equivalent a triar un punt de coordenades
(X,Y) aleatoriament en el quadrat [0,1] x [0,1].

1.3 Propietats

n
Uzl

2.

1<i<j<k<n

Formula d’inclusi(’) exclusio
- ) P(ANA)+

ZP
1<i<j<n

P(ANA;NAL)+ - +(=1)"TP(AN. . .NAR)

Continuitat de seqiiencies monotones de successos
1. Si {A,},>1 és una seqiiencia creixent de successos,
és adir, A, C A,1, aleshores:

(U

n=1

A,) = lim P(A4,)

n—oo

2. Si {B,}n>1 és una seqiiencia decreixent de succes-
sos, és a dir, B,, D B, 1, aleshores:

P(N™,B,) = lim P(B,)

n—o0

Demostracio.
1. Podem fer la partici6 del succés A,,:
o (An \ An—l)

Ay = A U (A \ AU

d’on:

U2 Ay = Ay U (As \ A U (43 )\ Ay) U



per tant:

(Uk 1Ak

P(A,) +ZP

nh—>nolo{ (Ay) —i—ZP \Ajl}:

n \ An—l)) -
lim P(A4,)

n—oo

\AJ 1

lim P(A; U (A2 Al) (A

2. Basta escriure:

P(N7Z1By) =1 = P((M;2,B,)°) = 1 = P(U;L, By)

1, aplicant el resultat anterior:

P(UX,BS) = lim P(BY) = 1 — lim P(B,) O
n—oo

n—oo

Limits inferior i superior d’una successié6 Donada
una seqiiencia de successos { A, },>1, estem interessats
en determinar la probabilitat de que la seqiiencia es re-
alitza un nombre infinit de vegades. Per aix0 analit-
zarem les seqiiencies decreixent {D,,},,>1 i creixent
{Cp}m>1 definides com:

D,, =Ny, A,

Cr = U2, As.
A,, es realitzara un nombre infinit de vegades si per al-
gun m hi ha un o més esdeveniments que pertanyen a

tots els successos A,,. El succés format per aquests es-
deveniments ve donat per:

liminf, A, = U%_ D, = UX_ N A,.

Una condici6 menys restrictiva és que per a cada
m > 1 es realitzi algun A, amb n > m. El succés
format per aquests esdeveniments ve donat per:

limsup, A, =Ny _Cp, =000 Un2 A,

Sempre és

liminf, A, C limsup,A,.

Si liminf, A, = limsup, A,, aleshores es diu que la
successio és convergent, i es designa simplement per
lim,, A,,.

e En general:

P(liminf,A,) < liminf,P(A4,) <

P(limsup,, 4,) < limsup,P(A,)

e Si A, és convergent:
P(lim A,,) = limP(A,,)

Capitol 2. Probabilitats en R

Lemes de Borel-Cantelli
1. Silaserie Y~ P(A,) és convergent, aleshores:

P(limsup, 4,) =0

2. Si{A,} ésuna successié de successos independents
tal que la serie )~ | P(A,,) és divergent, aleshores:

P(limsup,A4,) =1

Per tant, en una successié de successos independents,
la probabilitat de hi hagi infinits successos { A,,} només
pot valer 0 o 1, segons > - P(A,) sigui convergent o
no.

Demostracio.
1. La successiéo B,, =
lim sup,, A,,, per tant:

o0 A 1
use A, és decreixent cap a

P(limsup,A,) = lim P(U> A,) < lim P(4,)

m—00 m—00

i I’dltim terme €s zero si la serie és convergent. [

Regla de la multiplicacié Si P(N!~' 4;) > 0, alesho-
res:

P(N7_; Ai) = P(A1) P(A3|Ap) x

P(A3[A;NAy) - P(A, | NS A)

Férmula de les probabilitats totals Si B,, és una par-
ticié numerable d’€2 amb P(B,,) > 0, aleshores:

ZP P(A| B,)
Si P(B) > 0, aleshores:

P(A)P(B | A)
P(B)

Foéormula de Bayes

P(A| B) =

Capitol 2
Probabilitats en R

2.1 Variables aleatories

So6n funcions X que assignen un valor numeric a cada
esdeveniment w € (). Formalment, una variable aleato-
ria (VA) definida en un espai de probabilitat ({2, ,P)
és una funci6 X : Q@ — R tal que X Y(B) € F
per a cada B € B. X '(B) s’anomena la contra-
imatge de B, i és el succés format per els esdeveni-
ments: X 1(B) = {w € Q| X(w) € B}. Normalment
s’indica només X '(B) = {X € B}.



2.2. Funcio de distribucio

Indicador Qualsevol succés A té associat la variable
aleatoria [ 4, anomenat indicador de A, definida com:

1
Iy=23"
b

2.2 Funcio de distribucio

siw e A

siw ¢ A @1

La mesura de probabilitat Px(B) = P{X € B}, VB €
B, s’anomena la distribucié de la VA X i (R,B,Px ) I’es-
pai de probabilitat induit per X. La funcié

Fx(x) =Px((—o0,x]) =P{X <z} (2.2)

s’anomena funcié de distribucié de la variable alea-
toria X (cumulative distribution function, CDF).

Una funci6 de distribuci6 té les segiient propietats:
e Esuna funcié F : R — [0,1].

e Es creixent.
e Es continua per la dreta: F'(z) = lim,,, F/(y).

e Verifica F/(—o0) =0, F(c0) = 1.

P((a,b]) = P((—00,b]) — P((—00,a]) = F(b) — F(a)
P((a,b)) = P((—00,b)) — P((—00,a]) = F(b™) — F(a)
P([a,b]) = P((—00,b]) — P((—00,a)) = F(b) — F(a™)
P((a,b]) = P((—00,0]) — P((—00,a]) = F(b) — F(a
P([a,b)) = P((—00,b)) = P((=00,a)) = F(b™) — F(a™)

Aixi doncs, P({z}) = P([z,x]) = F(x) — F(z™), que
implica que els punts on és P(z) > 0 sén exactament
els punts de discontinuitat de salt (per la dreta) de F'.

Una distribucié pot estar concentrada en un subcon-
junt Q C R. En aquest cas P(B) = 0 per qualsevol
{BeB|BCQ}.

Qualsevol distribuci6 es pot expressar com la mixtura
de dues distribucions: F'(x) = a F.(x)+ (1 — ) Fy(z),
on F,(x) és una distribuci6 continua i F;(z) és una fun-
ci6 de distribuci6 discreta, esglaonada amb discontinu-
itats en un conjunt numerable de punts.

Ys
Yo |
Y1 .
— : : .
F=l(y1):  F~l(y3)
F~(y2)

Figura 2.1: Funci6 de distribuci6 inversa.

5

Funcié de distribucié inversa En general una funci6
de distribucié pot tenir punts de discontinuitat de salt
per la dreta, o intervals on €s constant (veure la figu-
ra 2.1). Aixi doncs, una funcié de distribucio pot no ser
una funcio bijectiva i, per tant, no tenir inversa. Per ai-
x0 es defineix la funcioé de distribucio inversa (Inverse
distribution function) anomenada també funcié quantil
(quantile function)':

Fly)=min{z eR| F(z) >y} (2.3)

Notar que F'~! coincideix amb la funci6 inversa de F'
quan aquesta és bijectiva.

2.3 Funcio de densitat

Una VA es diu absolutament continua si ho és la seva
funci6 de distribucié. En aquest cas existeix una funcié
de densitat (probability density function, PDF), f(z),
tal que per a qualsevol interval I = {z | a < x < b}:

/ f(z)de =P(X € I) = F(b) — F(a) (2.4)

Es diu que la funci6 de densitat esta concentrada en
un interval [ quan f(z) = 0, x ¢ [. Evidentment:

Pa) =P(X € (~oc.a)) = [ " f) dy

De les propietats de F' és immediat que f(z) > 0 i
[ f(x)dz = 1.

NS .

Les VA absolutament continues solen caracteritzar-se
amb la seva funcié de densitat (veure 1’apendix A). Hi
ha distribucions continues que no tenen funcié de den-
sitat, com ara la distribucié de Cantor (veure [1, sec-
ci6 4.4.3]). Tenen la caracteristica d’estar associades a
un conjunt de Borel L € B no numerable i de longi-
tud nul-la tal que P(x) = 0, Vo € L, pero P(L) > 0.
S’anomenen distribucions singulars.

2.4 Canvis de variable

Si X ésuna VA,1g : R — R és una funcié mesura-
ble respecte B (és a dir, g~ }(B) € B per a qualsevol
B € B), aleshores Y = ¢g(X) també és una VA amb

Fy(y) =P{Y <y} =P(g(X) <y) =
P{X € g ' (—ooy]}

que es pot determinar facilment a partir de F'x, amb 1’i4-
nica dificultat de determinar els subconjunts donats per

g_1<—OO,y].

'En el llibre de I’assignatura [1] es fa servir la notacié F* per denotar la funcié de distribucié inversa.



Si X és una VA absolutament continua amb funcid
de densitat fy concentradaen /,i¢g : I — R és una
funcié monotona i derivada continua en I, aleshores
Y = ¢g(X) és una VA absolutament continua amb den-
sitat concentrada en y € g(I):

~ fx(g7' (W)

W) fx(@ W))Wl @5

fr(y)

Demostracio. Si g és estrictament creixent:
Fy(y) =P(Y <y) =P(g(X) <y) =

97 ()
/ fx(z)dx =

P W)
o 997 (1))

P(X <g'(y) =

on s’ha fet el canvi z = ¢~ !(y), d’on dy = ¢'(z)dx
ide = dy/g' (g7 (y)). Si g és estrictament decreixent
s’obté el mateix amb signe canviat. ]

Si g no és monotona en [, pero es pot descompondre
en intervals on ho és, aleshores es pot aplicar el resul-
tat 2.5 en cada interval i la densitat de Y = ¢(X) sera:

Z fx(z)

z€g~ (y)

fry) = (2.6)

lg' ()|

Finalment, si g és constant en algun interval U (g(z €
U) = yo), aleshores Y no sera absolutament continua
(tindra una distribucié mixta), amb:

Fy(yo) = P(Y = yo) = P(X € U) = / fx(x) de

Generacio de variables aleatories

Proposicié 2.1 Si X és una VA absolutament continua,
aleshores la VA'Y = Fx(X),Y € [0,1] té una distribu-
¢i6 uniforme.

Demostracio.
Fy(y) =P(Y <y) =P(Fx(X) <y) =
P(X < Fy'(y) = Fx(Fx'(y) =y, y € [0,1] O

La proposicié anterior suggereix el segiient metode
per a generar una VA amb distribucié F'x qualsevol, i
funci6 de distribucié inversa Fiy':

Proposici6 2.2 Si Y és una VA amb distribuci6 unifor-
me en Y € [0,1], aleshores la VA X = F/(Y) té la
funcié de distribuci6 Fx.

Capitol 2. Probabilitats en R

Demostracio.
P(X <) = P(F5'(Y) <)
P(Y < Fx(x)) = Fy(Fx(z)) = Fx(z) O

Per tant, per a generar la VA amb distribucié F'x bas-
ta generar una VA Y uniforme en [0,1], i substituir
X = FN(Y).

2.5 Independéncia

Definici6 2.1 Les VA X, --- X,, definides en un ma-
teix espai de probabilitat (£, F,P) sén independents
quan ho sén les o-algebra X, '(B),i = 1,---n. Esa
dir, per qualsevol B; € B,7 =1, ---n:

P(X, € By,--- X, € B,) =
P(X, € By)---P(X, € By).

Aix0 implica que:
P(Xy <2y, Xy S 2p) = Fy(w1) - -+ Fo(zn)
on [ son les respectives funcions de distribuci6.

Proposicio 2.3 Siguin X; i X5 VA independents amb
funcions de distribucié Fj i F5 mixtes. F; amb densitat
i salts py(x) en un conjunt numerable D. Si h és una
funci6 continua en I = [a,b], aleshores:

PY: € 1% < h(X) = [ Fatla) (o)

on es defineix:

/ Fy(h(2)) Fi(dz) =

I

b
> Fy(h(x)) pi(x) + / Fy(h(z)) fi(x)de. (2.7)

zelnND

Suma de VA independents Amb les mateixes con-
dicions de la proposicié 2.3, la VA Z = X; + X5 té
distribuci6:

o0

I
88

Fy(z — x) Fi(dx)

Fi(z — x) F5(dx)
(2)

on Fy * Fy(z) s’anomena convolucié de les funcions
L F.

1]
* 8
!



Capitol 3. Probabilitats en R?

Proposicié 2.4 Sila VA Z = X; + X5 té distribucio
absolutament continua, aleshores la seva densitat €s:

h@%zﬁ*ﬁ@%z[%b@—xﬂﬁﬂdﬂ
= /_OO fi(z —z) fo(x) dz

Capitol 3
Probabilitats en R?

3.1 Variables aleatories bidimensionals

Definicié 3.1 Una VA bidimensional en un espai de
probabilitat (€2, ,P) és qualsevol funcié X = (X,Y) :
Q — R?on X,Y sén VA definides en (£2,F,P). Aixd
implica que la contra-imatge de qualsevol B € B? veri-
ficaX ! (B) € F. (R?B%Px),onP,(B) =P(X € B),
s’anomena espai de probabilitat induit per X. La funcié
de distribucio és:

Fx(zy) =P(X <2,V <y) =Po(Quy)

on es defineix el quadrant ), , = (—o0,z] x (—00,y].

Notar que el rectangle (aq,b1] X (ag,b2], a1 < by, ay <
bo, té probabilitat:

P(X - (al,bl] X (ag,bg]) =
Pw(Qb1,b2> - Pw(QaLbQ) - PI(QbLGQ) + P33<Qal7a2> =
Fx(b1,b2) — Fx(a1,b2) — Fx(b1,a2) + Fx(ai,a2)

En general una funcié de distribucié bidimensional
pot tenir 3 components (distribucions mixtes):
anlFD+a2Fc+()43FS (31)

on Fp és una component discreta, [~ €s una component
absolutament continua i Fs és una singular.

Distribucions discretes Tenen la probabilitat concen-
trada en un conjunt numerable de punts D = {(z,y) €
R?[P(z,y) > 0}

Distribucions absolutament continues Si F' és una
distribucié absolutament continua, existeix una funcio
de densitat f tal que:

O°F(z,y)

flay) =—- 9y

(3.2)

7

amés,si B = {(z;y) ER? |a <2 <bh(z) <y <
g(x)},ona < bih(t) < g(t) pert € [a,b], aleshores
(veure la figura 3.1 (a)):

b rg(z)
H&Z/émﬂwwwx (3:3)

Analogament, si B = {(z,y) € R? | a <y < b, h(y) <
x<g(y)},ona <bih(t) <g(t)pert € [a,b], alesho-
res (veure la figura 3.1 (b)):

b rg(y)
Hmzf/ fay)dedy — (34)
a Jh(y)

LK

(@ (b)

Figura 3.1: Regi6 d’integracid.

Distribucions singulars Analogament al cas unidi-
mensional, una distribucié singular bidimensional es-
td concentrada en un conjunt S € B? no numerable i
d’area nul-la tal que P(z,y) = 0, VY(z,y) € S, perd
P(S) > 0. A diferéncia del cas unidimensional, en el
que un conjunt L € B no numerable i de longitud nul-la
tal que P(z) = 0, Vz € L, perd P(L) > 0 és tan dificil
de trobar com el conjunt de Cantor, en el cas bidimen-
sional és tan comt com una corba en R

Per especificar la probabilitat en una distribucié sin-
gular en R? concentrada en una corba, basta especificar
la corba en forma paramétrica: S = {(z,y) € R? | z =
h(t), y = g(t), t € [a,b]}. Assignant una distribucié
(unidimensional) al parametre ¢, queda especificada la
distribuci6 singular en R?.

Nota respecte les discontinuitats: Només es produei-
xen en cas d’haver-hi un segment paral-lel a un eix amb
probabilitat no nul-la. Aix0 provocaria una discontinu-
itat en F' al incloure el segment. Notar que si el seg-
ment no és paral-lel a un eix, al incloure una part en
un quadrant, la probabilitat inclosa seria proporcional
a la longitud que intercepte el quadrant, i no hi hauria
discontinuitat.

3.2 Canvis de variable

Sigui g : R? — R? una funcié mesurable. La distri-
buci6 de la VA bidimensional (U,V) = g(X,Y’) es pot
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determinar com:
P(U <,V <v) =Px(g(X)Y) € Quu) =
Px((X,Y) € g1 (Quy)) (3.5)

on Q. = (—oo,u] X (—oo,v]. En la practica, aplicar
I’equacié (3.5) pot tenir la dificultat de determinar el
conjunt g~ (Q,.,), o calcular la probabilitat que Py li
assigna.

Exemple 3.1 Canvi de variable directe

Suposem que la VA bidimensional (X,Y") té funcié6 de
densitat f(z,y) absolutament continuaen x > 0,y > 0.
Desitgem calcular la distribucié de la VA (U,V) =
g(X,Y) on:

U=X+Y,U>0
V:

Xy V e [0,1]
Tenim que laregié U < u ve donada per x+y < < u, és a
dir, y < u—x. Laregié V' < u ve donada per +~- X+Y <,
és adir: y > 1@” x. Per tant, la funcié de distribucié de
(U,V) vindra donada per la integraci6 de f(z,y) en el
triangle B = {(z,y) | # > 0,y < u—z,y > =2a}
(veure la figura 3.2).

A

Figura 3.2: Canvi de variable.

=) )

Un cop calculat F(u,v) podem calcular la densitat
f(u ’U) 92 F (u,v)

oudv * u

El calcul anterior es pot simplificar significativament

quan fx(z,y) és absolutament continua. Si fxy > 0 en

una regié R i g : R? — R? és injectiva' i diferenciable

en R. En aquest cas, f(u,v) es pot calcular directament
d’una de les segiients maneres:

Aplicant (3.4):

F(uw) = x,y) dy dx

fluw) = fx(g™ (ww)) 1/I(g " (w))|  (3.6)
fu0) = fx(h(u,0)) [Ja(u,v)] 3.7)
on h = g% il|J,], [Jn| sén el valor absolut del Ja-

1

cobia de les funcions g i h = g~ ', respectivament.

Capitol 3. Probabilitats en R?

Les dues formes sén equivalents doncs Jj,(u,v)
1/34(g7 (u,0)).

En el cas de que g no sigui injectiva en R, pero R es
pugui descompondre en varies subregions R, Ro, - - -
on si ho sigui, aleshores les probabilitats en un punt
(u,v) € g(R) acumulen les probabilitats dels punts
g (uw) NR,.

Exemple 3.2 Canvi de Variable amb el Jacobia
Aplicant el metode anterior a I’exemple 3.1 tenim:

= ﬁ7 [071]
b T =uv, x>0
Cly=ulu—v), y>0
Aplicant (3.7)
v U
In= ‘1 v oY
d’on:
fluw) = fx(uv,u(u—v))u,u>0,vel0,l] u

3.3 Distribucions marginals

La distribucié bidimensional té la informacié completa
sobre les dues VA que la composen. Les distribucions
unidimensionals de cadascuna d’elles s’anomenen dis-
tribucions marginals. En concret:

Fx(z) =P(X <x) = ylgroloP(X <zY <y =
lim F(z,y) = F(z,00)
Y—00

analogament, Fy(y) = F (oo
VA absolutament continues:

-/ Z F(oy) dy

i analogament per fy.

,y). Per a les densitats de

(3.8)

'No mapeja diferents elements del domini en un mateix element del codomini.



3.4. Distribucions condicionades

3.4 Distribucions condicionades

Per a una distribucié bidimensional absolutament con-
tinua es compleix:

flry) = fx(x) fyle)
flxy) = fy(y) f(z]y)

Substituint en (3.8):

/ ) fal)dy (39
i analogament per fy, d’on tenim:
fy() f(zly)

3.10

T == s semay

i analogament per f(x|y), que no és més que la versié
de la féormula de Bayes per a VA absolutament continu-
es.

Proposicié 3.1 Sigui Fx una funcié de distribucié
mixta amb funci6 de probabilitat px concentrada en un
conjunt numerable D i densitat fx. Si F'(y|z) és una
funcid de distribucié continua, aleshores la distribucio
bidimensional de (X)Y) és:

F(ry) =

ZPX

seD,s<x

/fX yls) ds

que amb la notaci6 (2.7) és:

F(ﬂf,y)zf;

3.5 Independencia

F(yl|s) Fx(ds). (3.11)

Si dues VA XY sén independents:

A més, si es pot expressar: f(z,y) =
aleshores també sén independents.

filz) f2(y) | 4

Capitol 4
Probabilitat en R*

funci6 de distribucié k-dimensional Cada quadrant

Cy = (—00,x1] X + -+ (—00,x] 4.1)

associat al punt z té la probabilitat:

F(z) = F(xy,---x) = P(Cy) 4.2)

on F(x) s’anomena la funcié de distribucié k-
dimensional associada a P.
La probabilitat d’un rectangle:

I = (5(71,171 —+ hl] X oeee (1’]@,!)3}9 + hk]

ve donada per:

2k

P(I)=> (=1)"F(z +h,)

r=1

4.3)

on h, recorre els 2% vectors obtinguts al substituir les
coordenades de h = (hy, - - hy) per zeros de totes les
formes possibles, i 7, és el nombre de zeros de h,..

Distribucio discreta Una distribuci6 és discreta si es-
ta concentrada en un conjunt D C R* finit o numerable.

La funcio:
p(z) = p({z}) (4.4)

s’anomena funcié de probabilitat associada a P, i per
B € B*, x € Res té:

P(B)= Y plx)
F)= Y py)

Exemple 4.1 Distribucié multinomial
En una urna hi ha bolles de k colors en proporcions

P, Dk, P1 + - pr = 1. La probabilitat d’extreu-
re amb reemplacament n bolles amb colors nq, - - - ny,
ny+---n, =nés:
n!
DY f— nl PR nk
p(n17 nk)i nllnk'pl pk u

Funci6 de densitat Una distribucié és absolutament
continua si existeix una funcié de densitat (probabi-
lity density function, PDF), f : R* — R, f(z) > 0
i [on f(x)dz = 1, tal que per a qualsevol rectangle

I C Rk
:/f(x)d:r
- e
8’“F

6:1:k
/ /hg x1) / 2 (21,
hi(z1) g1(zl, -z 1)

f@) =
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on B és el conjunt:

a <z <bhi(r)) <my < hoz1), -

g1(z1, - xpo1) <@g < go(wy, -+ - Tp—1)

Distribucions singulars Es quan la distribucié k-
dimensional esta concentrada en un conjunt no nume-
rable S € B* amb volum k-dimensional nul, i amb
P({z}) = 0,Vz € S. Sovint es poden tractar com dis-
tribucions absolutament continues de dimensi6 inferior
ak.

Canvis de variable Si X és una VA k-dimensional
absolutament continuaiY = g(X),ong : R — R*
és injectiva i diferenciable amb Jacobia J,, i inversa h
amb Jacobia J,:

Distribucions marginals Una  distribucié k-
dimensional té 2% — 2 distribucions marginals que s’ob-
tenen quan ¢,0 < ¢ < k de les variables tendeixen a oo.
La distribucié marginal resultant €s £ — ¢ dimensional.

Distribucié condicional Si X = (X;,X5),on X €
R, X, € R",X, € R’ aleshores la distribu-
ci6 r-dimensional de X; condicionada per X, =
o, P{ X2 =23}) > 06és:

P(X, <z,.X) =)
P(X2 :xz)

P(X1 SZ1|X2 :ZQ) =

Si X és discreta amb probabilitat p(z;,x,) o absoluta-
ment continua amb densitat f(z;,x5), aleshores, respec-
tivament:

p(m17m2)

p(xi|ze) = 4.5)
)=,
f (.'l:]_ an)
T1|xy) = ——— (4.6)
f( 1| 2) f(mZ)
Composicié de marginals i condicionades La distri-

buci6 de X = (X;,X>), i la marginal de X, es poden
obtenir, respectivament, com:

Flz) = / " Flwals) Fy(ds)

—00

Fy(zy) = /_OO F(zs|s) Fi(ds)

[e.e]

on F7 és la distribucié marginal de X ;.

Capitol 5. Esperanga

Si X és discreta o absolutament continua, respectiva-
ment:

4.7)
(4.8)

p(T1,%2) = p(x:1|T2) p(T2)
f(@1,22) = f(z1]m2) f(22)

Independéncia Les components d’una distribucié k-
dimensional poden ser totalment independents o entre
grups. En aquest cas:

F(z) = Fi(z1) Fa(xs) - - F(z)
f(@) = fil@1) f2(z2) - ful®n)

Capitol 5
Esperanca

Definicié d’esperanca, o mitjana, (expectation):

E[X] =) X(w) P(w)
weN
suposat que la serie no divergeix per {w|X (w) > 0} ni
{w|X (w) < 0}. Si divergeixen ambdues, E[X ] no exis-
teix, si divergeix només per {w|X (w) > 0}, aleshores
E[X] = oo, altrament E[X]| = —oc0. Si X es discreta o
absolutament continua, respectivament:

E[X] =)z, P(X = =)

E[X] /_oo v (@) do

o0

En distribucions mixtes:
EX] = Y s P(X = z) + / v f(z)da
k —0o0
que amb la notaci6 (2.7) és:

E[X] = /oo 2 F(dz). 5.1)

—00

Canvi de variable SiguiY = g(X)ong: R — R,
aleshores:

E[Y] = / " g(e) F(dr) = E[g(X)].

o0

Igualment, si X és una VA k-dimensionali Y = g(X)
ong: R* — R, aleshores:



Capitol 6. Analisi descriptiu

Propietats

1. Ela X +bY] =aE[X]+ bDE[Y].

2. Si X > Y aleshores E[X] > E[Y].

3. [ELX]| < E[|X]]

4. Si XY s6n independents: E[X Y] = E[X]E[Y].
5. Per qualsevol VA X >0

iP(XZn) < E[X] < 1+iP(X2n).

n=1 n=1

En particular, si X > 0 és discreta:

E[X] —iP(XZn) —iP(X>n)

ien general, si X > 0:
E[X] = / (1— F(X))dz
0

6. Desigualtat de Markov. Si g : [0,00) — [0,00) és
una funcid creixent, per qualsevol ¢ > 0:

Blg(IX D]

P(X| 2 6) < =2 5

En particular:

P(X —a| > ) < HX 2]

CT‘

i la desigualtat de Chebyshev:

)

g
PIX —pl 2 ) < T

7. Perr > 0, E[|X — a|"] = 0 siinoméssi P(X =
a) = 1.

Esperanca condicionada

E[X|A] = /OO x F(dx|A).

—00

En particular, si /4 és ’indicador de A (veure (2.1)):

E[X I4]

E[X14) = "y

Si A,, és una particid, aleshores X = Zn X 14,,don

E[X] = 3 P(A)E[X|A,)

11

Corba de regressio de X sobre Y SiY ésuna VA k-
dimensional k£ > 1,1 X és unidimensional, és la corba

uﬂw=EWWY=m=A¢ﬂmw)

1 indica la mesura en que la VA X depen dels valors
observats de Y.

En particular, per a la VA (X,Y) amb densitat f(z,y)
i marginals fi(z), f2(y), es té:

%ﬂY=m=/wﬂmwx

R

BX] = [ ELXIY =] flo) dy
on la dltima equaci6 equival a: E[X] = E[E[X Y]]
Capitol 6

Analisi descriptiu
6.1 EnR

Moment respecte I’origen d’ordre » > 0

a, = E[X"] = /R 2" F(dz)

d’on destaca la mitjana:

1= oy = E[X]

Moments centrals d’ordre » > 0

e = E[(X =] = [ (@ Fido)

d’on destaca la varianca:

0® = 0*(X) = pz = E[(X — )]

i la desviacio tipica:
o = o(X) = Vo? = VE[X — p)?]

De (X —p)" = Y7o (1) (—p)" X"~ resulta

T

r—1

=3 (1) o

i=0
doncs E[X?] = 0. D’aqui:
0? =y — p? = EB[X?] —

Coeficient de variacio

Y2 =
|l
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Covarianca

Cov(X1,X5) =E[(X] — 1) (X2 — p2)]

Propietats de la varianca

1. % (a X +b) = a? c*(X)

\S]

. U2<X1 + X2) = 0'2(X1) + 0'2(X2> -+ QCOV(Xl,XQ)

W

. Si X7,X5 sén independents:

COV(Xl,XQ) =0
0'2(X1 + XQ) = 0'2(X1) + UQ(XQ)

p = argmin E[(X — a)?]

a

o? = minE[(X — a)?]

a

5. COV<X17X2> = E[Xl XQ] — M1 U2

6. COV<X17X2> = COV(XQ,X1>

3

. Desigualtat d’Schwarz

Cov(X1,X)| < o(X1) o(Xa)

Coeficient de correlacio

COV(XI,XQ)

o(X1) 0(Xz)

on —1 < p(X;,X3) < 1. Si s6n independents
p(X1,Xs) = 0. Si p(X1,X3) = 0 s’anomenen incor-
relades. Per tant, si son independents s6n incorrelades,
pero el contrari no és cert.

p(X1,Xs) =

Coeficient d’asimetria skewness coefficient

Coeficient d’apuntament o curtosis mesura en que
la probabilitat esta concentrada al voltant de

on s’agafa com a referencia la distribucié normal, per a
la que v4 = 0.

Capitol 6. Analisi descriptiu
Variable tipificada
_ X—-—p X -E[X]
o VEX
que té: E[Z] = 0,0(Z) = 1.

A

Moda correspon al punt on la probabilitat és maxima.
Doéna idea del valor més probable.

Mediana ¢&s un punt M (pot no ser Unic) que verifica
FM™)<1/2
F(M)>1/2
Es compleix M = arg min, E[|X — al].

Quantil d’ordre p  és un punt ¢, (pot no ser tinic) que
verifica

F(c,)<p
F(c,) > p

La mediana és M = ci/5. c1/4,C3/4 S’anomenen
quartils. Notar que si F' és continua, ’interval I =
[C1/4, c3/4] té probabilitat 1/2.

6.2 EnR"

Moment respecte I’origen d’ordre » > 0
Qe = E[XT -+ X

onry—+:--rg=r.

Moments centrals d’ordre > 0

Py oy, = B[( Xy — )™ -+ (X — )]

onry + ---r; = r. Només tenen interes els d’ordre 2.
Notacio:

Varianga 0, = 07 = 0*(X;) = B[(X — 1)
0i; = Cov(X;,X;) = B[(X — wi) (X — py)
0; = \/0i; = 0(X;)

01,1

’)
Covarianca

Des. tipica

01,k

Matriu de Cov. ¥ =

Ok,1 Ok,k

La matriu de covariances €s quadrada simetrica i se-
midefinida positiva, per tant, es pot diagonalitzar en la
forma CTEC = A on A és la matriu diagonal amb
els autovalors de ¥, A = diag(Ay,--- ), i C és una
matriu ortogonal, és a dir: C~' = C" (veure I’exem-
ple 8.1, pag. 14).



6.3. Transformacions lineals

6.3 Transformacions lineals

Sigui la VA k-dimensional X amb vector de mitjanes p
i matriu de covariances X. Si C és una matriu k& X m,
aleshores Y = X C' és una VA m-dimensional amb:

EY]=pnC

Y=XC= {Ey:CTZC

Notar que si s’agafa C' tal que diagonalitza X:
CTEC = A, aleshores By = CTXC = A. Per tant,
les VA Y; estaran incorrelades. Si el rang de ¥ és r < £k,
aleshores A tindra & — r elements de la diagonal nuls.
Per tant, hi haura k — r variables Y; iguals a la mitjana
E[Y;] = (1 C); amb probabilitat 1. Com que X =Y C,

sera:
r k
Xi=) c;Y;+ > cijEY]
j=1 Jj=r+1
Per tant, la distribuci6 sera singular i concentrada en un
hiperpla de dimensié r < k.

El determinant |¥| s’anomena varianca generalitza-
da de X. Si és nul, X no té dispersi6 k-dimensional
(doncs la probabilitat es concentra en un hiperpla de di-
mensi6 inferior a k). Altrament, |%| = |A| proporciona
el producte de les variances de les VA incorrelades que

resultendeY = X C,ambCTEC = A.

6.4 Regressio bidimensional

Consisteix en realitzar la millor previsi6 de X» conegut
que X; = w1, T3 = g(x1). L’error residual de I’es-
timacié és 77, = Xy — 29 El criteri sol ser minimitzar
E[n3].

Recta de regressiéo L’estimacié és 7o = ax; + b. La
recta que minimitza I’error és:

01,2

Ty — flg = 0—5(351 — 1)
1
COV(XI,XQ)
R S A — 6.1
O_Q(X1> (xl ,ul) ( )
O també:
332—M2: 01,2 96’1—#1: Ty — M (6.2)
09 0102 o1 01 .
Xi—p

En termes de les variables tipificades Z; =
Zy = 2212 T'equaci6 (6.2) és:

o1

2o = p2.
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L’error residual de I’estimaci6 7, = X5 — 25 té mit-
jana 0 i varianca residual

E[n3] = o3 (1 —p?)

Per simetria la regressié de X; sobre X, ve donada
per larecta x; — p; = %22(:62 — p2). Ambdues rectes

es tallen en (pq,pu2)

Corbes de regressié  Es busca la funci6 h(z;) que mi-
nimitza la varianga residual:

E[(X,—h(X,))?] = / E[(Xo—h(21))?| X, = 1] F(diy)

que representa la dispersié de X,|X; al voltant de
h(x1), que és minima quan h(z;) és igual a la seva mit-
jana. Per tant, la millor funcio h és

p2(r1) = E[Xo| Xy = x4]

L’error residual també té mitjana 0. La seva varianca
residual és:

E[(X2 — p2(X1))*] = 03 (1 — 03)

on es defineix la raé de correlacié de X5 sobre X

\/E[(M(Xl) — jiz)?] _ \/E[M2(X1)2] - N%

02 02

’192:

Capitol 7
Funcio caracteristica

En cas de VA no negatives és convenient la transforma-
da de Laplace:

g(t) = Bl = / T e fa) de

Per signe arbitrari és millor la transformada de Fouri-

| w(t) = B = |

er .
00
—00

e''” f(x)dx

Propietats

L [o(@)] <9(0) = 1.

2. 1p(—t) = ()" (* representa el conjugat).

3. LaFCdea X +bés(at)e't’.

4. LaFC de X; + X5 és el producte 1 (t) 1o (t).

5. La FC és real si i només si la distribucio és simetrica

(f(x) = f(=z)).

'En enginyeria es sol definir la transformada de Fourier amb signe canviat: F[f(z)] = [*_e™"** f(z) dx
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6. Inversio:

f@) =5 [ ettt d

o0

7. En una distribucié k-dimensional la independencia
implica que ¢ (ty, -+ ) = V(1) - - - P(te).

Capitol 8
Distribucio normal k-dimensional
1 1 -1 T
Ne(pX) = ———— e 2@ I ([@-n)
W) =
Propietats

1. Si X ~ Ng(p.X) (~ vol dir “distribuit com”) i
Y = X B, on B és una matriu £ X m, aleshores
Y ~ Nm(,uB,BTZB).

2. SiX = (Xl,XQ) ~ NK(II',E) amb

— _ 21,17 21,2
= () E= [2271 2272}

aleshores X1 ~ N, (p1,511) 1 Xo ~ Ni—p(p9,222).

3. En les condicions anteriors X ;,X s s6n independents
siinomés si X o = 0.

4. En les condicions anteriors

F(X1|X5 =x2) = Ny (p.,2c)
on:

e =y + (T2 — py) B35 504
Ye=X11 —X12¥23,

Exemple 8.1 Distribucié normal k-dimensional'
Donat (X,Y) ~ Ng(p,X) amb g = (0,0), ¥ =

{\;5 ﬂ , determinar la combinaci6 lineal (U,V') de
(X,Y) tal que U i V siguin iid* amb distribuci6 N(0,1).

Solucié Sigui (U,V) = (X)Y)C.  Aleshores
Yuov)y = c? Y (x,y)C, on és possible trobar la ma-
triu ortogonal C' tal que Xy = c” Yxy)C = A
(veure la secci6 6.3, pag. 13). Els autovalors de X x v
son A\ = 1, Ay = 4. De ¥xy)C = CA =
[AiC1 A2Cy --], on C; s6n les columnes de C, te-
nim que C es pot calcular com els autovectors per

Capitol 9. Convergéncia

la dreta de modul 1 (doncs ha de ser CCT = I):
Exyy—NDz; =022 =1. Alser (B(x,y)— N 1)
una matriu 2 X 2 de determinant nul, basta agafar la pri-
mera fila, [2 -\ \/5]

M=l VI =052 = [V3 _1]%
N=d= 2 VI =0 =[V3 2}%

d’on: Amb el canvi

o - { 2/3 1 /\/5}

= e yas)
(UV) = (X,Y)C, U,V seran independents amb va-
riances A1, Ao, respectivament. Perque les variances
siguin 1 hem de multiplicar per C A~/ (doncs aixi
sera (CAYH)TE xy) (CA™Y?) = 1). CAT? =
[1/vVAiC1 1/v/A:Cy ---], on C; s6n les columnes
de C. Per tant, la combinaci6 lineal demanada és

V2/3 \/5/6}

(UV) = (X.Y) [_1/\/5 o

Capitol 9
Convergencia

Puntual Es molt estricta i rarament es fa servir.

{we| X,(w) = X} ={X, - X} =0

N . . q.s.
Convergencia quasi-segura X, — X

Pw e Q| Xp(w) = X}) = P{X, = X}) =1

Convergeéncia en probabilitat X, Lox

lim P(]X, — X|>¢€})=0,Ve>0
n—00

N . . . oz d
Convergencia en distribucio X, — X

F.(zr) = F(z),Vx € R

<. ops cp
Convergencia en mitjana d’ordrep X, — X

lim E[|X,, — X|"] =0

n—oo

"Enunciat del primer problema de I’examen de I'UNED de juny 2009, segona setmana.

%jid: Independents i idénticament distribuides.



9.1. Teorema central del Iimit

Propietats

X, ¥ x=Xx, 5 X,
2. X, 5 x=x, L X,
30X, 25 X=X, =5 Xperg<piX, — X.

4. Una successio de distribucions F;, convergeix debil-
ment cap a una distribucié F' (i s’indica F, LN )
si F,(z) — F(z), Vo € R on F(x) és continua.
F, % F=X, 5 X

5.8 X, =5 X,Y, =5 Yig:R2 — R és conti-
nua: g(X,,Y,) 2% g(X,Y). Igualment per la con-
vergencia en probabilitat.

d

6. Si X, —&+ X i f és continua, aleshores f(X,) —

f(X).

7. F, -5 F =, >

9.1 Teorema central del limit

Sigui {X,} una successié de VA iid amb varianca fi-
nita o2 i mitjana p. Definim la suma parcial: S, =
X1+ -+ X, E[S,] = np, 0%(S,) = no?. Aleshores,
la variable tipificada

Sn_n,u/ d
= — Z ~ N(0,1
o'\/ﬁ — (7)

De forma que per n gran es pot aproximar S,, per
N(n p,0+/n). Quan S, és discreta és millor I’aproxi-
macio:

Zn

0+ 05—np  a—05-—np
o e

on ¢(z) és la funcié de distribucié de N(0,1).

3
&~
I
&
.

)

Cas general Sigui {X,} una successi6é de VA inde-
pendents amb y; = E[X;] i 0f = E[(X; — p;)%].
Sp = X1+ X E[Sy] = juut- - fin, 02 = 0%(S,) =

2 2
0_1_'_"'0_,”.
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Proposici6 9.1 (Lyapunov) Si E[|X; — 1;]%] s6n finits:

1 u Sn—mn d
8—32E[|Xj—uj|3] S0= =" 5 Z~ N0

noj=1 n
9.2 Lleis dels grans nameros

Llei debil Una successié {X;} compleix la llei res-
pecte d’una successié numerica b,, > 0 — oo si

S, —E[S.]

— 0
br,
Si b,, = n la condici6 anterior és:

S,/n —E[S,/n] — 0

Llei forta En les condicions anteriors:

Sy, — E[S,] s
bn
Propietats
1. Llei debil:
a%(S,) Sn —E[S,] 2
0 0 b 0

2. Llei forta: Si {X;} sén variables independents

=, o2 S, —E[S,] qs
Zb—§<oo:>% %00
j=1 7 "

J
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16 Apendixs
Apendixs
A. Quadre amb algunes distribucions
Distribucié Parametres Funci6 de densitat Mitjana Varianca Funciol
caracteristica
0<p<1 prA-ptt
. _ it
Bernoulli —1-p k=01 p p(1—p) qg+pe
n
0<p<1 < )p’“(l—p)”“’ |
Binomial 1—p k np np(l—p) (g +pe)"
E=01,...n
. 0<p< p(1—p) 1—p 1—p p
Geometrica 1—p k>0 T 7 1—qe't
o r >0 E+r—1\ , 4 1 ) ,
Bmorr‘ual 0<p<l1 L b q . —p , —2]9 (1 D ”)
negativa G=1-7p k>0 p p qge
A it
Poisson A>0 Fe* , k>0 A A exp{)\(e —1)}
Normal . eXp{_%x__“y} £2 52
NE I e TP
Hs g reR
1 b b— 2 eitb . eita
. cx<b a+ (b—a)
Uniforme a<b b_g 7% ) 3 it(—a)
S\ -1
oz t
Exponencial Q ae” " >0 1 1 (1 — Z_)
« o? «
Gm 0s0 et (1-9)"
v(n, @) n>0 L(n) o a2 o
2P (1 —z)a!
Beta p >0, B(p.q) ) p p4q
9 2 1
B(p,q) q>0 0<oel p+q  (p+qPp+qgt+l)
a
Cauchy a> 0, 7 [a® + (z — b)?] No' No' itb—alt
beR reR existelx existeix

I(z) = /OOO et dt, T(n) = (n—1)! B(pyg) = /O1 -1 (1 — )7V dt, B(p.q) = I'(p)I'(q)

L(p+q)
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