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Prefaci

Vaig escriure aquests apunts mentre preparava 1’ assig-
natura teoria de la decision del curs 2012-13 de la car-
rera de matematiques de la UNED. Els apunts estan
basats fonamentalment en el llibre de 1’assignatura [2].
El contingut no és rigorés ni complert, i només hi ha
demostracions senzilles orientades a entendre o ajudar

a memoritzar les relacions que demostren. L’edicié 1’he
fet amb KKTEX.

Capitol 1

Definicié d’un problema de decisi6
1.1 Introduccio

Idea d’un problema de decisié: Decidir una accié de
forma racional en funci6 d’uns estats de la natura
(states of the nature).

Ingredients

e Conjunt discret a; € A,i = 1,---n, o continu d’ac-
cions.

e Conjunt discret §; € ©,7 = 1,---m, o continu d’es-
tats de la natura.

e Funciédeperdua L : ©x A — R (oguany G = —L).

Representem un problema de decisié amb la tupla
(A, ©, L). Per a donar els valors de la funcié de pérdua
o guany d’un problema de decisié amb conjunts discrets
d’accions 1 estats de la natura, es fa servir una taula en
el format que mostra la figura 1.1.

Estat de la natura

. 91 92 e em

g aq L(Cll, 91) L(CLl, 02) cee L(al, Hm)

< a9 L(a2701> L(CLQ,QQ) L(a279m)
an | L(an,01) L(ap,02) -+ L(a,,0n)

Figura 1.1: Representaci6 estandard d’un problema de
decisi6

Esquemes de decisio
e Certesa: el decisor coneix I’estat. Es redueix a un
problema d’optimitzaci6 (no es tracta en el curs).

e Ambient de risc: el decisor coneix la distribuci6
(que anomenarem 7(6)) de I’estat de la natura 6. No-
ta: Farem servir negreta perque, en general, la dis-
tribucié pot ser un vector on cada component és la
probabilitat de succeir respectivament cada estat de
la natura. L(a;,6) sén VAs (dependents de #) amb
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distribuci6 F,(x|0) = P(L(a;,0) < z) i mitjana:

poe = EalL(05.0)] = [ L(a.0) (00

Si F,, < F,, aleshores « domina a a/. Es a dir, a
€s preferible doncs sén més probables valors menors
d’a que d’a’. Si no hi ha dominancia, una soluci6
senzilla és triar la de mitjana menor. Els diferents
criteris s’analitzen en la secci6 2.1, pag. 4.

e Incertesa: no es coneix l’estat ni la seva distribu-
cio. Els diferents criteris s’analitzen en la secci6 3.1,

pag. 6.

e Amb experimentacié o estadistic: el decisor pot
realitzar un conjunt d’observacions d’'una VA X €
X C R" que depen l'estat 6, amb distribucid
F(X]160). El decisor ha de triar una regla de decisié
d: X — A (assigna una acci6 a cada possible X).
Per avaluar la regla de decisi6 d definim la funcié de
risc:

R(d,60) = Ex[L(d(X),0)] = /X L(d(x),0) F(dz]0)

que representa, per a cada estat de la natura 6, la per-
dua esperada al fer servir la regla de decisi6 d(z).

Notar I’analogia entre un problema de decisio 1 un joc
bipersonal de suma zero. Ara el primer jugador és el
decisor, i el segon jugador I’estat de la natura. Si en
comptes de perdues es fan servir guanys, la taula 1.1
seria una matriu de guanys, equivalent a la matriu de
pagaments (payoffs) del joc. Per aquest motiu, en aque-
sts apunts es fa servir la notacié L(a, #), en comptes de
la notacié L(6,a) que es fa servir en [2], doncs el primer
jugador (el decisor) juga files en la matriu de pagaments
del joc (juga files en la matriu de perdues del problema
de decisi6). Es a dir, la matriu de pagaments M (3,j)
d’un joc de suma zero és ara la matriu L(7,7) del prob-
lema de decisi6.

1.2 Esquemes de decisio aleatoritzats

Les accions a € A es trien amb una distribucié a. Nota:
Farem servir negreta perque, en general, la distribuci6
pot ser un vector on cada component és la probabilitat
de triar cada possible acci6. Ara la funcié de perdua,
per a cada estat de la natura, és:

L(af) = /A L(0,0) a(da)

Designem amb A* [D’espai de totes les accions
aleatoritzades d’ A.
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Decisio aleatoritzada amb experimentacio Les de-
cisions d : X — A es prenen amb una distribucié 9.
Ara el risc, per a cada estat de la natura, és:

R(5.0) = / R(d,0) 5(dd)

Un procediment alternatiu, equivalent a I’anterior, €s
definir una regla de comportament v : X — A*.
S6n equivalents en el sentit que donada una decisi6
aleatoritzada 9, sempre €s possible trobar una regla de
comportament ~y tal que R(5,0) = R(~v,0).

1.3 Teoria de la utilitat

Farem servir una utilitat per valorar les decisions de les
accions davant els estats de la naturalesa.

Loteria (lottery) Representem un conjunt de premis
(prizes) P, € P i probabilitats d’assolir-los p;,i =
1,---n, >, p; =1, enla forma:

|1 Pn

Farem servir la notacié p = [ ;} = P. Es a dir, la

D2

B (1.1)

loteria p = P; correspon a rebre el premi F; amb prob-
abilitat 1. Denotarem per P* el conjunt de totes les
possibles loteries definides sobre el mateix conjunt de
premis P;. Donats Zle Ai = 1, \; > 0, un conjunt de
loteries p, € P*,i =1, - - - k satisfa:

Z/\-p-: Zi}‘ipll Zi)‘ipZZ Zi)\ipzz
1 L P1 P2 Pn

(1.2)

Relacié de preferéncia < sobre P* (preference or-
dering) és I’especificacié d’un ordre dels elements de
P* que compleix:

® p1 2Py 2 P3 = P1 2P3

ep=p

e Vp,.p, = p; X P, 0P, = p; 0 ambdues.

Sip, X p, yp, = py, aleshores p;, p, sén equivalents
(o indiferents) i s’escriu p; ~ p,. Sip; <X Py Y Py % Dy
s’escriu p; < p,.

Utilitat sobre P*

verifica: . .
U(Z Aip;) = Z Ai u(p;)
i=1 i=1

és una aplicacié v : P* — R que
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on

n
u(p) =Y piu(P) (13)
i=1

i u(P;) és la valoracié que es déna a cada premi P;. La
funcié d’utilitat sol normalitzar-se de forma que si 7
i P, son els premis menys i més preferits, respectiva-
ment, aleshores: u(Fy) =0iu(Py) = 1.

Es diu que la utilitat v és semblant (isomorfica) a una
relaci6 de preferencia =< si:

P 2Py & up) < u(py)

Teorema 1.1 Utilitat semblant a una relacio de
preferencia (Von Neumann-Morgensten)
Si es compleixen els axiomes
1. Axioma de substitucié: si A € (0,1], p; 55 € P*,
P 2P= AP+ (1= A)ps S Apy+ (1= A)py

2. Axioma de continuitat: sip; < p, < P3,P123 € P,
FAN [ Aps+ (1 =A)p <P < N'py+ (1= X)p,

aleshores existeix una utilitat « semblant a la relacié de

preferéncia <, Unica excepte transformacions lineals.

Vs

convexa

Figura 1.2: Exemple d’utilitat monetaria.

1.4 Utilitat monetaria

Sovint és convenient suposar que els premis P consis-

teixen en una quantitat monetaria x, amb utilitat u(z).

Les segiients caracteristiques son raonables per a u(x):

e No decreixent (més gran €s la quantitat monetaria,
major ha de ser la utilitat).

e Continua.

e Amb un interval de convexitat seguit d’'un de con-
cavitat (veure la figura 1.2). Doncs és raonable que
u(z + 1) — u(z) decreixi al augmentar = (la utilitat
de guanyar 1001 és proxima a la de guanyar 1000).

Recordar que (figura 1.2)

e 1 convexa:
uAzy + (1= A) 22) < Au(zy) + (1 — X)) u(as)

e 1y concava:
uAzy + (1= A)x3) > Au(xy) + (1 — N u(axs)
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En cas de ser u convexa es diu aficié al risc, doncs la
utilitat u(Az; + (1 — \) x2) és sempre inferior a jugar
la loteria

U(P ! _A}) — u(en) + (1= A ulas).

X1 X2

Analogament, la concavitat s’anomena aversié al risc.

Exemple 1.1 Determinaci6 d’u(x)

Suposem que z; € (a,b) i que el decisor és capag de
determinar la probabilitat p; per a la qual les segiients
loteries son indiferents:

l—p1 m
[ ]
Amb la normalitzaci6 u(a) = 0, u(b) = 1, de (1.3) ten-
im: (1 — p1)u(a) + pyu(b) = u(zy), d’on u(xy) = py
(veure la figura 1.2).

Suposem ara que per zo < aib < x3esté

[1 — D2 p2:| ~a, {1 — D3 p3] ~b
Ta b a T3
Operant igual que abans tenim:
(1= p2) u(z2) + p2u(b) = u(a)
(1 —ps)u(a) + psu(zs) = u(b)
d’on u(zz) = —pa2/(1 — p2), u(xs) = 1/ps. [

1.5 Probabilitat subjectiva

El concepte de probabilitat subjectiva es va proposar
formalment en [1]. Esta motivat per dues maneres d’in-
terpretar el concepte de probabilitat:

e Interpretaci6 logica: 1dea més intuitiva de la proba-
bilitat, associada amb la plausibilitat o expectativa.
Per mesurar-la hem d’avaluar les preferencies per-
sonals. Per aix0 es parla de probabilitat subjectiva.

e Interpretacio estadistica o fisica: Idea de freqiiencia,
mesurable empiricament com a la proporci6 dels suc-
cessos assolits en una serie de proves (chances). Aqui
suposem que podem definir un dispositiu, per exem-
ple, una ruleta ideal, que ens permet una avaluacié de
les probabilitats. Es parla de probabilitat objectiva.

En [1] déna una definicié constructiva de la proba-
bilitat subjectiva en termes de les probabilitats objec-
tives 1 una relacié de preferencia. A continuacio s’ex-
plica [1] aplicat a la teoria de la dedicid, i seguint la
notacio de [2].
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Perspectives incertes Siguin els estats de la natura
0; € ©,i = 1,---m. Una perspectiva incerta g ¢ 7

associa una loteria p, € P* acadaestat6;,i = 1,---m,
1 ho representarem de la forma:
9= P Pw) (1.4)

Ara construim una loteria composta (compound lot-
tery) G € J* on els premis son perspectives incertes,
és a dir:

G — [@h q2 Qn:| _
gl 92 gn
ql e qn
1.5
[<p%,--- pL) - (ph,o- ph) (13)

J* és el conjunt de totes les possibles loteries definides
sobre el mateix conjunt de premis g,,---g, € J. Su-
posem que s’han definit les relacions de preferencia <

*
en P*i=<en J%, ique compleixen els axiomes del teo-
rema 1.1, amb utilitats u 1 u*, respectivament.

Teorema 1.2 Probabilitats subjectives (Anscombe-
Aumann)

En les condicions anteriors, si es compleix:

1. Monotonicitat dels premis:

P, 2P =
(Pr,-++ Py pm>g<p1,... P )
2. Preferéncia estricta:

P <P =
(D Py pi>2<p2w-- P, p)

3. Reversio:

|:Q1 G qn} »
g1 9- g,
Qo Qo
e " 1.6
<{p% : p?} [p}n : me (1.6)

Notar que els elements de la part esquerra i dreta
de 1.6 pertanyen als conjunts J* i J, respectiva-
ment. La relacié 1.6 equival a considerar que és in-
diferent una loteria que una perspectiva incerta que,
donat un estat de la natura, déna un mateix premi
amb igual probabilitat.

aleshores existeix un conjunt tUnic de probabili-

tats subjectives m,---m,, tals que per a qualsevol

WPy, D)) =mou®y) + - T u@,,). (1.7)
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Capitol 2
Decisio en ambient de risc i
d’incertesa

Tal com s’ha introduit en la secci6 1.1, pag. 1, I’estat
de la natura 6 té una distribucid, que anomenarem 7(6),
que pot ser coneguda o no. Aix0 déna lloc als prob-
lemes de decisi6 en ambient de risc o incertesa, respec-
tivament, que tractarem en les segiients seccions. La
funci6 de perdua L(a, ) : Ax©O — R associada al con-
junt d’accions a € A, és una variable aleatoria (depen-
dent de 6) amb distribucié F,(z|0) = P(L(a,0) < x).

2.1 Ambient de risc

En aquest cas el decisor coneix la distribucié m(6) de
I’estat de la natura . Ara el problema consisteix en de-
terminar un criteri C' que ordeni les accions, de manera
que a; és millor que ay si C'(a;) < C(az) (o el contrari
si es mesura el guany). Es a dir, triat un criteri C'(a) es
busca I’acci6 optima a* soluci6 de:

min C(a)

acA
si es mesura la perdua, o:

ey 0

si es mesura el guany.

Criteri del valor esperat

Cla) =EoL(a.0)) = [ Ladyn(ds) @)
©
Criteri mitjana-dispersio

C(a) = Ey[L(a,0)] + Nog(L(a,0)) (2.2)

on A > 0 (o A < 0 en cas de mesurar guany). Notar que
amb aquest criteri:

L(a,0) — p(a)

o(a)

P(L(0.0) < C@) = P ( <) =60
si la distribuci6 de L(a, 6) és N(u(a),0(a)) (¢ és la dis-
tribucié de N(0,1)).

Cal notar que aquest criteri pot no respectar el prin-
cipi de dominancia. Per tant, primer cal descartar les
accions dominades.

Criteri de risc fix Es apropiat per aquelles decisions
que es prenen un sol cop, i en les que L és una VA con-
tinua. La decisio és triar el quantil de nivell \:

Cla) = F7'(\) = P(L(a,0) > Cla)) =1 — A,
(2.3)
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Es a dir, es tria un valor A proxim a 1, tal que la proba-
bilitat de que la pérdua superi un cert valor C'(a) sigui
petita. En cas de guany triariem un valor de A proxim
a 0 (és a dir, que el guany superi C'(a) amb una prob-
abilitat proxima a 1). Notar que el criteri compleix el
principi de dominancia.

Criteri de maxima probabilitat Es semblant a I’an-
terior. Ara es fixa k tal que:

C(a) =1 — Fy(k) = C(a) = P(L(a,0) > k) (2.4)

Es a dir, es busca minimitzar la probabilitat que la perd-
ua superi un valor k. En cas de guany, es busca maxim-
itzar la probabilitat de tenir un guany k.

Criteri del valor esperat amb clausula de seguretat
Es desitja descartar les accions amb perdua superior a
k, 1 triar I’acci6 de menor perdua esperada d’entre les
que queden:
Ey|L(a,0 il—F,k)<
C(a):{ olL(a,0)] si1— Fufk) <

sil— Fy(k)>¢ @)

o0

on € és un valor proper a 0. Notar que 1 — Fj,(k) > ¢ =
P(L(a,0) > k) > €. Si es mesura guany:

C’(a) _ {EQ[L<a7 ‘9)]

— 00

sil—Fu(k)<e

sil— Fy(k)>¢ (26)

Notar que aquest criteri compleix el principi de dom-
inancia.

2.2 Ambient d’incertesa

No es coneix I’estat de la natura 6 ni la seva distribucio
m(6). El problema és el mateix que en la secci6 anterior,
pero la determinaci6 del criteri que ordena les accions
(que anomenarem S(a), seguint la notaci6 de [2]), esta
més obert al no congixer 7.

Criteri de Wald (o minimax) El decisor considera
el cas més pessimista (worst case). Es a dir, que sem-
pre resulta I’estat de la natura que més perjudica cada
acci6. Aquesta soluci6 esta justificada en la teoria de
jocs, pero pot ser poc raonable en la teoria de la decisio.
En concret, el criteri és suposar que sempre es produeix
la maxima perdua:

S(a) = max L(a,0) 2.7

que implica una acci6 optima a* soluci6 de:

(2.8)

min max L(a,0).

5

Es a dir, triar I’accié que minimitza la perdua, su-
posant que sempre €s la maxima possible (d’aqui el nom
de minimax). En cas de mesurar el guany, el criteri se-
ria el contrari. Es a dir, I’acci6 optima seria la solucié
del problema maximin.

Criteri de Hurwicz Busca una solucié no tan pes-
simista fent una ponderaci6 A entre la solucié més pes-
simista i més optimista:

S(a) = A max L(a,0) + (1= X) mein L(a,0) (2.9)

Per decidir el valor de A es sol fer un grafic de S(a,\)
per a diferents valors d’a i es tria el valor de A que do6-
na un valor més petit (o més gran, en cas de mesurar el
guany).

Criteri de Laplace Consisteix es suposar els estats de
la natura equiprobables, i considerar Optima 1’accié que
minimitza:

S(a) = L(a,b;) (2.10)
=1

on s’ha obviat el factor 1/n. En cas de que el conjunt

d’estats de la natura sigui un volum finit © C R™:

S(a) = / L(a,0) d6 (2.11)
e

que equival a suposar que la distribuci6 w(#) és uni-

forme en ©. En cas de mesurar el guany, es triaria com

opcid optima aquella que maximitza els criteris (2.10)
o (2.11).

Criteri de Savage Definim la funcié de decepci6 (re-

gret) com:

D(a,0) = L(a,f) — min L(a,0).

a

(2.12)

La funcié de decepci6 és una mesura del grau d’equiv-
ocaci6 al prendre 1’acci6 a si I’estat de la natura ha es-
tat /. En el sentit que dona la distancia entre la perdua
obtinguda, 1 la minima perdua que es podria haver tingut
al triar la millor accié davant 6. El criteri de Savage és
minimitzar la maxima decepcio. Es a dir, el criteri per
triar I’accio és:

S(a) = max D(a,0) = max (L(aﬁ) - main L(a,@)) :
(2.13)
Es a dir, I’opci6 dptima a* és la que minimitza (2.13).
D’aqui que també s’anomena criteri de decepcié min-
imax (minimax regret).
En cas de mesurar el guany, la funcié de decepcio se-
ria max, L(a,0) — L(a,0). Al tractar-se d’una perdua,



6

en aquest cas hem de continuar aplicant el criteri de de-
cepcié minimax. Es a dir, I’accié optima a* és la que
minimitza el criteri:

S(a) = max (max L(a,0) — L(a,@)) :

a

(2.14)

Criteri de Bayes amb probabilitat subjectiva Con-
sisteix en pressuposar una distribucié de probabilitat
dels estats de la natura, 7(6) (aix0 converteix el prob-
lema en una decisié en ambient de risc, seccid 2.1), i
considerar optima 1’accié que minimitza el criteri del
valor esperat:

Zn: Y L(CL, 92)
=1

S(a) = Ep[L(a,0)] =
/@ L(0, a) m(d0)

(2.15)

segons 7 sigui discreta o continua. Nota: Es fa servir la
notacié m; = m(6;). Si la distribucié és discreta es pot
fer servir el joc De Finetti per estimar la distribucid, que
consisteix en proposar la alternativa de guanyar 1000

si es dona 6; o participar en la loteria [1 R } ,
0 1000
ajustant 7; fins que sén indiferents.
En cas d’una distribucié continua, es pot emprar el
principi de maxima entropia, que consisteix en minim-
itzar

H = —/71'(9) logm(6) dé. (2.16)
e

A continuacié es donen algunes restriccions i la dis-

tribucié de maxima entropia:

e Mitjana p i variancia 02 = normal N (u,0).

e dom 7 = [0,00) i mitjana ;1 = exponencial.

e dom 7 = {0,---0,} i mitjana p = m; = C'r%, on
C'iresdeterminende u=>» 6, mi> m = 1.

e Si la tnica restriccié és el domini de la distribucié
(dom 7 = [a,b], o bé dom 7 = {6, -6,,}) = uni-
forme (per tant, coincideix amb el criteri de Laplace).

Capitol 3
Decisions aleatoritzades

3.1 Introduccio

Ara les accions a € A es trien amb una distribuci6
a € A*, on designem amb A* I’espai de totes les ac-
cions aleatoritzades d’A. Es a dir, donat un proble-
ma de decisié (A, ©, L) considerem el problema estes
(A*,©, L) que inclou totes les accions aleatoritzades.

Capitol 3. Decisions aleatoritzades

En el problema estes la funcié de perdua és:

i a; L(G,Z,9>
=1

L(a,0) ==
/ L(a,0) a(da)
A

3.1

segons « sigui discreta o continua. Dels criteris expli-
cats en la secci6 , només considerarem I’esquema estes
amb el criteri de Bayes i Wald (minimax).

Dominancia es diu que l'acci6 a domina o' si
L(a,0) < L(a/,0), amb la desigualtat estricta per algun
6.

Admissibilitat Es diu que una acci6é a € A* és ad-
missible si no existeix una altra @’ € A* que domina
Q.

Classe completa A’ C A" ésuna classe completa si
per a qualsevol @ ¢ A, existeix una accié @’ € A, que
domina a. Una classe completa es diu minimal si no
existeix una altra classe completa més petita. Si exis-
teix una classe completa minimal, aleshores és igual al

conjunt de totes les accions admissibles.

3.2 Decisions Bayes

En aquest context el valor esperat s’anomena risc
Bayes:

3.2)
/@ L(a,0) m(d0)

segons 7 sigui discreta o continua. Les opcions Optimes
minimitzen el risc. Farem servir la notacio:

r(m) = iggr(a,ﬂ) (3.3)
r(m) = aigg* r(a,m) (3.4)

segons si fem servir les accions pures o aleatoritzades.
Direm que a* o a* és una accié6 Bayes davant 7 si
r(a*m) = r(m) or(a*,m) = 7*(m), respectivament.

Nota: si els estats de la natura i les accions del de-
cisor s6n conjunts discrets, i definim la matriu L amb
elements L;; = L(a;,0;), aleshores

r(a,m) = Z Z a;m; L(a;,0;)) =aLT  (3.5)

i=1 j=1
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on suposem que & = [a; (v | és un vector fila i

T
T = [7r1 ﬂn] un vector columna. Notar 1’analo-
gia amb un joc bipersonal de suma zero.

Proposicié 3.1 Si la funci6 de perdua esta acotada in-
feriorment, aleshores 7(m) = 7*(m) per a qualsevol 7.

Interpretacié geomeétrica Suposem un problema de
decisid amb 2 estats de la natura i 6 accions amb matriu
de perdues:

2 3

3 3

4 2 F
L=|3 2|=]":

3 1 F,

1,56 1,5

_1 2_

on F; sén les files de L. Podem construir el conjunt
de tots els valors que pot assolir el risc Bayes donat
per (3.5) com I’envolupant convexa de les files F; (figu-
ra3.1):

é:ﬂLﬂ':Zai (EW) :COHV{Fl,"'Fm}
=1

(3.6)

rectamTxr=c
I 2 G

Figura 3.1: Envolupant convexa d’un problema de de-
cisio, 1 solucid Bayes.

Per calcular el risc Bayes davant 7 (soluci6 de (3.4)),
hem de buscar la intersecci6 de la familia de rectes
mx = c amb la part inferior del conjunt G (figura 3.1).
El punt d’interseccié sera 7(m) = c. Notar que les
rectes 1z’ = c sén perpendiculars al vector 7'. Del
grafic queda clar que sempre es pot trobar una solucié
no aleatoritzada tan bona com una aleatoritzada. Per
tant, no té interes considerar les decisions aleatoritzades
quan busquem el risc Bayes.

En I’exemple anterior, agafem

m=[r 1—n],7m€[01]

272[.171 Q?z},iﬂeé

'Notar que (1 — x2)T

mx’ = ||7| ||z|| cos ¢, per tant T = ||z|| quan ¢ = 0.

7

Hem de buscar #(m) = inf__-mz'. La recta que passa
per F;Fg és:

3 1 1

1 3 3
1,5 1,5 1 :O:>Z—LZL'1+Z£L'2:§
I T2 1

d’on deduim que per 7 € [0,1]:

inf r(fsm)= inf 37+ (1—7m) =1

r(m) =
( ) m€[0,1] m€[0,1]

La recta que passa per FgF7 és:

15 15 1

12 1 =0 o4 igy=
R R R

T i) 1

d’on deduim que per 7 € [%,%]:

inf r(Fg,m) =
relhid

inf 1574+15(1—-m) =15

() =
mely3)

Finalment, per 7 € [0,1]:

inf r(Frm)= inf 74+2(1—7m)=1

P(m) =
m€[0,3 m€[0,]
Proposicié 3.2 Si la funci6 de perdua L(a, 0) esta aco-
tada, aleshores existeix una accié Bayes davant qual-
sevol distribucid .

Proposici6 3.3 Si ’accié Bayes a davant 7 €s tunica,
aleshores o és admissible.

Proposicié 3.4 Si O és finit i 7 té m; > 0, aleshores
qualsevol accié a que sigui Bayes davant  és admissi-
ble.

Proposici6 3.5 Si O és finiti a és admissible, aleshores
existeix una distribucié 7 per a la que a és Bayes davant
.

Proposici6 3.6 Si © és finit i L(a,6) i G estan aco-
tats inferiorment, aleshores la classe d’accions Bayes
davant 7 és una classe completa.

3.3 Decisions minimax

Resulta d’aplicar el criteri de Wald (veure la secci6 3.1,
pag. 6) amb accions aleatoritzades:

V = inf sup L(a,m) 3.7)

a 7

= 0 on &1 — x2 és un vector sobre la recta. Recordar també que el producte escalar de dos vectors és:



Ara fem servir la notacié L(a,m) per representar una
accio aleatoritzada o amb una distribucié 7 sobre els
estats de la natura. Explicitament:

L(a,ﬂ):/@/AL(Q,@)a(da)ﬂ(dG) (3.8)

Per analogia amb la teoria de jocs anomenarem a V'
valor del problema de decisio.

Teorema 3.1 Teorema del minimax
Si © és finit i L(a,#) i G estan acotats inferiorment,
aleshores L(a,m) té un punt de sella o, T, on:

sup jof. Lievw) = Liooto) = jnf, sup L)
(3.9)

Demostracio. (veure també els apunts de teoria de jocs)
Considerem el problema de decisi6 D =
(A*,©*, L") i el problema equivalent D = (G,0*,L)
on:

G = Conv {F,---F,}

(xm)=zn",xeC

(3.10)
(3.11)

~>

és a dir, el conjunt G és I’envolupant convexa genera-
da per les files de L. Clarament, D i D s6n problemes
equivalents. Per D tenim:

A(m) = inf L(zx) = minza’ (3.12)
el el
y(®) = sup L(z,m) = max{zu;} = max{z;}
TEO* 3 3
(3.13)
onu; = (0,--- 1,---0). El valors inferior V i superior
V' del problema de decisio son:
V = max A(m)
TcO*
V = min~y(z) = min max{w;}
el zeG !
Sigui el quadrant
T ={teR"| max{t;} < V}. (3.14)

T i G s6n convexes i disjunts, doncs siz € @, aleshores
V = min,_smax;{z;} < max;{z;}, que és incompat-
ible amb V' > max;{t;}. Per tant, existeix un hiperpla
H (u, ¢) que separa G, T

zu' >c, Ve e G
tut <ce,VteT

Capitol 3. Decisions aleatoritzades

d’on tenim que 7, = u/ ), u; és la distribucié més
desfavorablede iV = ¢/ ). ; és el valor del prob-
lema de decisié. Un punt z, de I’hiperpla H(u,c) en
la frontera de G,T sera una accié Bayes davant m,,.
Per tant, una acci6 optima vindra donada per a, =
(a1, -auy) tal que T, = >, a; F;, on F; son les files
de la matriu L. O

3.3.1 Filesi columnes rellevants

Definicié 3.1 > Es diu que una fila F; és rellevant si
existeix una accié Bayes a, = (aq, - -+ @) on o > 0.

Es diu que una columna C; és rellevant si existeix
una distribucié més desfavorable w, = (my,---m,) on
T > 0.

Teorema 3.2 Files o columnes rellevants

Si la fila F; és rellevant, v és el valor del problema
im, € O(0) (conjunt de distribucions més desfavor-
ables), i:

Fim,=v

Si la columna C} és rellevant, v és el valor del proble-
maia, € O(A) (conjunt d’accions minimax), i:

aon =0

Teorema 3.3 Nombre de files i columnes rellevants
Un problema de decisi6é matricial amb matriu L™*" té
com a molt min{m,n} columnes i files rellevants. Aixd
és equivalent a dir que les accions Bayes 1 distribucié
dels estats més desfavorable (estrategies optimes dels
jugadors en teoria de jocs) és com a molt una mixtura
de min{m,n} accions/estats (estratégies pures en teoria
de jocs).

Teorema 3.4 Eliminacié de files i columnes domi-
nades

Si en un problema de decisié matricial s’eliminen
les files i columnes dominades (estrictament o no),
aleshores el valor del problema de decisi6 i el conjunt
d’accions admissibles (estrategies Optimes en teoria de
Jocs) no canvia.

2Tot que i que la definicié de files i columnes rellevants no esta en el llibre de I"'UNED [2], és un resultat de la teoria de jocs ttil en

la determinacié de les decisions minimax.



Capitol 4. Decisions amb experimentacio
3.3.2 Metodes geometrics de resolucio

Metode de ’envolupant convexa Metode basat amb
la demostracié del teorema del minimax (veure el teo-
rema 3.1, pag. 8). Només es valid per problemes amb
matrius 2 X n o m x 2. Considerem primer un problema
de decisi6 amb una matriu de guanys 2 X n:

) a]_n o
.. a2n

on C; s6n les columnes de G. Es tracta de construir els

conjunts:

& -l

G = Conv{C,,---C,}
T ={t e R" | max{t;} < v}

(3.15)
(3.16)

de forma que els conjunts GiT es toquin en la fron-
tera en un punt z,. Després es construeix 1’hiperpla que
passa per x, i separa G i T:

aty +bta =c

d’ones té que v = ¢/(a+b) és el valor del problema de
decisié i I’accié Bayes és:

o (@ b
° \a+ba+bd

Per a ’estat més desfavorable, o bé x, € GNT co-
incideix amb una columna C; de G, i en aquest cas és
I’estat 6;, o bé esta en un segment (C;,C;), i en aquest
cas hem de calcular un A, tal que:

:EO:)\OCi+(1—)\0)Cj
_)\0)707...)

7ro:<07"'7)\\/0707”'7(1

De forma analoga es pot resoldre un problema de de-
cisi6 amb una matriu de guanys m x 2. Només cal con-
struir els conjunts:

G = Conv {F,---F,}

T={teR" | mn{t}>v} O

on F; son les files de G. Notar que en la demostracié
del teorema (veure el teorema 3.1, pag. 8) s’ha consid-
erat una matriu de perdues i no de guanys. En cas d’u-
na matriu de perdues, I’envolupant convex de les files
representa el conjunt dels valors del problema per a
totes les possibles distribucions dels estats de la natu-
ra. Per aix0, I’acci6é Bayes és la interseccié del quad-
rant inferior (equacié (3.14)), en comptes del superior
(equaci6 (3.17)). A continuaci6 es llista el quadrant a
considerar segons el problema. Definim

Quadrant inferior: {t € R" | max{t;} < v}

Quadrant superior: {¢t € R" | min{t;} > v}

e Matriu n x 2:
G = Conv{F,---F,}
(Generat per la distribuci6 d’estats, )

erdues:
T_ {per ues

guanys:

Quadrant inferior
Quadrant superior

e Matriu 2 xm

G = Conv{Cy, - Cp,}
(Generat per la distribucié d’accions, a)
T {pérdues:

Quadrant superior

guanys:  Quadrant inferior

Capitol 4
Decisions amb experimentacio
4.1 Ingredients

Experiment que genera una VA X € X que depen
de I’estat de la natura #, amb distribucié P(z|0).

Distribucié a priori de I’estat de la natura w(6). Per
exemple, en cas d’haver-hi 2 estats de la natura

7r:[7r l—ﬂ

Distribucio a posteriori de I’estat de la natura:

w(0) P(z|0)
SRR L2 4.1
(o) = @)
on P(z) = [,P(z|f)m(dd). Per exemple, en cas
d haver—hl 2 estats de la natura
7 P(z|0;)
m(0:1]x) W)l

7T(62|.’l‘) =1- 7T(491|.’l?)

P(z) =rm(61]z) + (1 — m) w(O:]x) =

mr(0i|z) + (1 —m) (1 —w(61]x))

Regla de decisio d : X — A del decisor, que assigna
una accié a cada possible resultat de 1’experiment. No-
tacié: Igual que amb les accions i estats de la natura,
farem servir x = (z1, - - - 2;) per referir-nos al cas gen-
eral d’un vector de [ possibles resultats de 1’experiment,
id=d(z) = (a1, -- ), a; € Aal vector de decisions
que es prenen per a cada possible valor de z.
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Funci6 de risc per avaluar la regla de decisi6 d =
dz) =d(zy, ;) = (a1, @):

Z P(z;|0) L
/ L(d(z),0) P(dz|0)

(a;,0)

R(d.0) = (4.2)

que representa la perdua esperada al fer servir la regla
de decisié d(x).

Aquest esquema transforma el problema de decisié
(A,0,L) en el problema de decisi6 (D,0,R), al que po-
dem aplicar els resultats dels capitols anteriors.

4.2 Decisions Bayes i minimax

En concret, al aplicar el criteri de decisié Bayes al prob-
lema (D,0,R), el risc Bayes és:

r(dm) = Bo[R(d.0)] = { =1 =
/ R(d.0) 7(d6)
Zﬂ' ZP z;|6;) L(a;,6;)
J// (d(z).0) P(dz|9) 7(d0)
§ijJ§j 7(0il;) L(a; ;)
i=1 = E,[r(d,7|z)]

[ [

segons T 1 x siguin discretes o continues. Notar que:

m(db|z) P(dz)
(4.3)

n

> m(0:|z) L(d(z).6:)

i=1

H(dlz) =
| Lid@0)(asiz)
C]

4.4)

La regla de decisié6 Bayes d*(z) minimitza el risc
(equaci6 (4.3)) per cada x davant la distribucio 7 (0|z):

inf r(d,r)

Inf 4.5)

Hm) =
Notar que per minimitzar I’equacié (4.3) hem de triar la
decisi6 d*(z) que minimitza r(d,7|z) (equacié (4.4)).
Un cop determinada la decisi6 Bayes d*(x), podem
determinar el risc Bayes 7(d,m) (equaci6 (4.3)), i risc
Bayes minim 7(m) (equacié (4.5)).

Apéndixs

La regla de decisié minimax és la solucié minimax
de (D,0©,R). En general, una mixtura de les decisions
d € D. Aquesta solucié també déna el valor del prob-
lema de decisid i la distribucié menys favorable de I’e-
stat de la natura. Per determinar el valor podem buscar
T, = arginf, 7(m) iV = r(m,).

Apendixs

A. Gradient

Definim el vector columna gradient d’una funcié f :
R™ — R com:

of (x)/ 0
of (x) /0w,

La derivada d’una funcié f : R" — R en la direccié
del vector v € R” es defineix com:

@) - f@)

Vf(z) = (4.6)

Vo f(z) =1 =Vf@)'v 4.7)

La interpretacid intuitiva de la derivada direccional és la
rad de variacié de la funcié f en en punt z en la direccid
del vector v. Per tant, la direcci6 del gradient és la de
maxima variaci6 de la funcié f(z).

En el cas d’una funcié vectorial g : R" — R™:

91(x)
gle) = | 17
Im(T)
Definim el gradient com la matriu n X m on la columna
Jj és el gradient de la funcié g;(x):

Vg(z) = [Voi(z) V() Vom(x)]  (4.8)
Exemple 4.1 Gradient
Si f(z) =aTz=2"a=>1;a,, aleshores:
a1
Viz)=VizTa)= || =a (4.9)
an
Si tenim la forma quadratica f(z) = z'T Az =
2T Agz, on Ay = 1/2(A + A7) és una matriu
simetrica. Tenim que: z' Apyz = (zT Agz)t =

(Agz)Tz =2T AL,z =27 Ayz = 2" Az. Per tant,
aplicant la regla de la cadena i el resultat (4.9):

Vi) =Vz"'Az)=Az+Axz=2Az (410



Apeéndix B. Hiperficie i subconjunt de nivell

X2

Figura 4.1: Relaci6 entre el gradient Vf (), hiper-
ficie de nivell H,, i subconjunt de nivell C;, d’una
funcié f : R? — R.

Observacions
e El transposat de (4.8) és el Jacobia de g(z).

e Alguns autors defineixen el gradient d’una funcié
f + R* — R com un vector fila igual al transposat
del vector (4.6). En aquest cas es defineix el gradient
de la funci6 vectorial g : R® — R™ com el trans-
posat de la la matriu (4.8), és a dir, coincideix amb el
Jacobia.

B. Hiperficie i subconjunt de nivell

Es diu hiperficie de nivell (o conjunt de nivell, level set)
Hg, d’una funcié f : R" — R que passa per un punt z
al conjunt (veure la figura 4.1):

Hay = {2 | f(2) = [(20)}

Sin = 2 es diuen corbes de nivell, 1 si n = 3 superfi-
cies de nivell.

Si el gradient en un punt =, és Vf(x,) # 0, aleshores
Vf(zo) és un vector perpendicular a la hiperficie de niv-
ell de la funcié f(x) en x,. Per tant, I’hiperpla tangent
a la la hiperficie de nivell (4.11) en el punt z és:

Vf(zo)" (x —x0) =0

“4.11)

(4.12)

Es diu subconjunt de nivell (sublevel set) C,, d’una
funcié f : R™ — R que passa per un punt x, al conjunt
(veure la figura 4.1):

Cay = {2 | f() < f(20)}

Es facil veure que si f(x) és convexa, aleshores Cy,
és un conjunt convex: Si z1, y € C,, aleshores

(4.13)

11
graf f = {(z, y) |y = f(z), € dom f}
epi f ={(z,y) |y > f(=

—1
~/

-~ Iy

Vi(@o) &

-
L

x € dom f}

GEAE

Y

Figura 4.2: Relacié entre el gradient, grafic i epi-
grafic d’una funcié f : R — R.

flazi + (1 —a)zs) < af(x)) + (1 — a) f(xe) <

a f(xo) + (1 — a) f(xo) = f(@o) = flaz: + (1 -

a) xs) € Cy,. Aixi doncs, si f(x) és convexa (4.12) és

I’hiperpla suport de C;, en x (veure la figura 4.1).
Notar que el grafic d’una funcié f(z):

graf f = {(z,y) |y = f(z),z € dom f} (4.14)

el podem interpretar com la hiperficie de nivell
F(z,y) = 0dela funcié F : R""' — R, F(z,y) =
f(x) —y. Com que VF(z,y) = V]i(lx)
cant (4.12) tenim que I’hiperpla tangent al grafic (4.14)
en el punt (zg, f(zo)) és (veure la figura 4.2):

] (=L -
-1 Y f (o)
Notar també que si f(x) és una funcié convexa,

aleshores (4.15) sera I’hiperpla suport de 1’epigrafic de
f(z) en el punt z, (veure la figura 4.2).

} , apli-

(4.15)
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Quadre amb algunes distribucions

Distribucié Parametres Funcié de densitat Mitjana Varianca FunC}o.
caracteristica
0<p<l1 pPPa—p)t
) _ it
Bernoulli 1y k=01 D p(l—p) q+pe
0<p<i <")p’“ (1—p)* |
Binomial 1y k np np(l—p) (g +pet)”
k=01,...n
Geomatrica | =P E1 p(1—p)* 1—p 1—p P
eometrica 1—p k>0 T e 1—qo
) _ r>0 kE+r—1\ , , 1 1 ,
B1nor;11al 0<p<l1 L p . —D , —QP (1 p it)
negativa i=1—p k>0 p p —qg¢e
M it
Poisson A>0 ye_ , k>0 A A exp{/\(e —1)}
1 exp —(x — ”)2 t? o2
%ormal weR /57 02 2 52 " 2 exp{uit— 5 }
(/1/70) >0 reR
1 . 2 eitb _ eita
Uniforme a<b h—a a<x<b atb (b—a) —
- 2 12 it(b—a)
LN =1
Con t
Exponencial a ae™ ™ x>0 l i (1 _ Z_)
o a? «
n n—1,,—ax . -n
Gamma a >0, a“x" e >0 n n 1_@
V(nv Oé) n > 0 F(TL) I} 042 a
P71 (1 — x)a!
Beta p > 0, B(p q) ’ b pq
B(p,q) q>0 O<a<l p+yq (r+q?*pP+q+1)
a
Cauchy a >0, ™ [a* + (z — b)?] NO. NO‘ oitb—alt]
beR reR existeix existeix
I'(p) I'(q)

['(x) = /000 e 't tdt,T'(n) = (n—1)! B(p,g) = /0 1 (1 — )71 dt, B(p,q) =
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